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Introduction. 


Le  présent  travail,  qui  est  un  premier  complément  à  noire  Thèse 
parue  dans  les  Rendiconli  del  Circolo  matemalico  di  Palermo, 
t.  XXXI,  p.  1-91,  a  pour  objet  la  résolution  du  problème  suivant  : 

Etant  donnée  une  fonction  entière  en  x  Qiy,  ¥ (x^  y)  =  V  a„(a;)y'' 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  dejK  et  d'ordre  apparent  total 
fini  X,  étudier  la  variation  de  la  régularité  de  la  croissance  de  ¥{x,y) 
considérée  comme  une  fonction  entière  en  y,  quand  le  point  x  se 
déplace  à  distance  finie  dans  son  plan,  en  supposant  que  la  fonction 

entière  en  7, /(y)  =  ^ '^«/"  ^^^  d'ordre  apparent  [x  et  à  croissance 
régulière,  c„  désignant  le  coefficient  maximum  de  a„{x). 
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Nous  sommes  parvenu  au  théorème  suivant  : 

Si  V(-i;y)  satisfait  aux  conditions  énoncées,  F(x,  y)  sera  une 
fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  u.  et  à  croissance  régulière 
pour  tous  les  points  du  plan  des  x  situés  à  dislance  finie,  sauf  au 
plus  pour  les  points  d'un  certain  ensemble  ponctuel  pouvant  avoir  la 
puissance  du  continu,  pour  lesquels  ¥  {x,  y)  est  ou  bien  une  fonc- 
.  tion  entière  en  y  d'ordre  apparent  u.  et  à  croissance  irrégulière,  ou 
bien  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  inférieur  à  a. 

Nous  i-a|)])elons  qu'un  ensemble  ponctuel  est  un  ensemble  de  points 
dont  la  portion  appartenant  à  une  aire  finie  (juelconque  peut  être  ren- 
fermée dans  un  nombre  fini  ou  bien  dans  une  infinité  dénombrable  de 
circonférences  dont  la  somme  totale  des  longueurs  est  aussi  petite  que 
l'on  veut. 

La  méthode  que  nous  avons  utilisée  pour  résoudre  la  question  posée 
plus  haut  repose  sur  les  propositions  suivantes  : 

1°  Soient/,  (y)  =  ^  c.„y^">  /a  (jk)  =  ^  ^i„y'"  deux  fonctions  en- 

n  =  1  n  -  1 

tières  d'ordre  apparent  respectif  pi,  et  ul^  ([J^i^H^-)»  telles  que  les 
nombres  de  la  suite  des  exposants  .s„  soient  distincts  des  nombres  de 
la  suite  des  exposants  /„;  si  la  fonction  y,  (y)  est  à  croissance  régulière 
il  en  sera  de  même  de  la  fonction /(jk)  =fi  (y)  -^  f-i  (JK)- 

2°  Si/(/)=  y  c„y"  est  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  appa- 

reiil  ij.  et  à  croissance  régulière,  on  peut  mettre  cette  fonction  sous  la 

forme 

/(v)==/,(.y)^/.(v), 

fiiy)  —  ^  C;,„y"  étant  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  p. 

n  ■-:    I 

et  à  croissance  régulière  telle  <|ue  lim -^^ — ^  =  -  et  en  outre  telle 

que  les  exposants  des  diverses  puissances  de  y  vérifient,  (piel  (|ue  soit 
l'indice  //,  l'inégalité 

y«  >  e"' 

ety"o(/)  étant  la  somme  des  termes  def(y)  qui  n'entrent  pas  dans 


FONCTIONS     ENTIERES    DE     DEUX    VARIABLES.  ô 

3°    Si 

[P<lni^)  =  (-^  —  a^„.i)  {^  —  a,,„,i)  ...  (-r  — «,/„,9.,/„i)] 

est  une  suite  de  polynômes  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

a)  quel  que  soit  q^,  on  a 

b)  les  points  d'affixes  a^^ ,  appartiennent  à  un  cercle  C  concentrique  à 

l'origine  et  de  rayon  R;  c)  quelque  soit  q„,  le  degré  Zi(q„)  de  P^„ (-'-") 
est  inférieur  à  ^r»^,,  ((^  étant  un  nombre  entier  fixe),  Tensemble  E  des 
points  X  ^  b  pour  lesquels  on  a 

— -log|P,„(fc)| 

lim  ; — ■ ^=  k 

n=»  'In  l<Jg(7„ 

est  un  ensemble  ponctuel,  quel  que  soit  A'  >  o.    ■ 

En  utilisant  d'une  part  des  résultats  obtenus  au  cours  de  nos 
recherches  et  d'autre  part  une  transformation  due  à  Legendre,  nous 
avons  obtenu  la  proposition  suivante,  qui  est  un  complément  au  théo- 
rème Picard-Borel  : 

Soit  f{y)  une  fonction  entière  d'ordre  apparent  entier  p  et  à 
croissance  régulière,  désignons  par  r„  (x)  le  module  du  zéro  de 
rang  n  de  la  fonction  x  =f(y'),  l'ordre  d'infinitude  des  r,^Çv)  est 
déterminé  pour  tous  les  points  du  plan  des  x  situés  à  distance  finie, 
sauf  au  plus  pour  les  points  d'un  ensemble  ponctuel  E  pouvant 
avoir  la  puissance  du  continu,  pour  lesquels  cet  ordre  d'infinitude 
n'est  plus  déterminé. 

Nous  avons  montré  par  un  exemple  quil  existait  des  fonctions  /'(j') 
pour  lesquelles  cet  ensemble  E  avait  efTectivemenl  la  puissance  du 
continu.  Il  n'y  a  donc  pas  analogie  complète  entre  le  théorème  précé- 
dent et  le  théorème  Picard-Borel. 

Dans  un  prochain  Mémoire  nous  étudierons  les  particularités  que 
présente  la  fonction  multiforme  j' (a;)  définie  par  l'équation 

aux  points  x  pour  lesquels  ¥{x,y)  est  une  fonction  entière  en  _)^  à 
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croissance  irrégulière,  F(x,y)  étant  une  fonction  entière  en  a?  et  y 
satisfaisant  aux  conditions  énoncées  au  début  de  cette  Introduction. 


Fonctions  entières  d'une  variable. 

se' 

1.  Soit /"(jk)  =  y] c„y  une  fonction  entière  de  la  variable  coni- 

n  =  0 

plexe  j,  d'ordre  apparent  \j.\  on  sait  que  -  est  la  plus  petite  limite  de 
la  suite  des  nombres  ~  ""'^"J  •  Désignons  par 

n  log  n  °  ' 

''1t,Si     *"'/!,*'      •  ■  •  '     '''/»,*'      ■  ■  ■  ' 

les  coefficients  de  f(y)  tels  que  les  nombresicorrespondanls ^ — ^^ 

appartiennent  à  rintervalle  (  -  —  o,  -  +  5  j  •  Si,  quelque  petit  que  soit 

le  nombre  ijosilif  o,  le  rapport    ["  converge  vers  ruiiilé  lorscuie 

1  '  '  "^  loi:  q„_Z 

n  augmente  indéfiniment,  la  fonction/»^ j)  est  dite  à  croissance  rë g u- 
licrc.  Mais  s'il  existe  une  valeur  S,  de  S  pour  laquelle  on  ait 

il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  valeurs  de  o  <^  c,.  On  dit  que,  dans 
ce  cas,  la  fonction /(y)  est  à  croissance  irrégulière. 

2.  Désignons  par  /•„  le  module  du  zéro  de  rang  /i  de  /(y),  les  zéros 
de  /(/)  étant  supposés  rangés  d'après  la  règle  de  N\  cierstrass.  En 
supposant  (pu-  u.  est  nomljre  non  entier,  M.  \i.  Bore!  a  démontré  les 
deux  propositions  suivantes  (')  : 

i"  Si  l'ordre  d'infinitude  des  /•„  est  déterminé,  la  fonction  f(y)  est 
à  croissance  régulière. 

2"  Si  la  fonction  y  (y^  est  à  croissance  régulière.  Tordre  dinlîiiitude 
des  /•„  est  déterminé. 

(')   Leçons  sur  les  fondions  cnlières,  p.  108.  Paris,  Gaiilliier-\  illar*  ;  lyoo. 
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3.  Soient  /,  (/)  =  ^  (-■,„>'^",  /■>  (y)  =  ^  ^/„y'"  deux  fonctions  en- 

n  =  1  n  =  1 

tic res  d'ordre  apparent  respectif  [a,  (»<  iji,  ([J^,  =  [J(-2)  <?^  /e//r'5  ^r^g  /« 
suite  des  exposants  s„  ait  tous  ses  éléments  distincts  de  la  suite  des 
exposants  /„  ;  posons 

(')  /(y)  =/.(/) +/.(/), 

celte  fonction y"(jK)  sera  évidemment  d'ordre  apparent  (i.,.  Je  dis  que 
si  la  fonction  ff  (y)  est  à  croissance  régulière,  il  en  sera  de  même 
de  la  fonction  f(y)- 
Désignons  à  cet  effet  par 


les  coefficients  dcfÇy)  tels  que  les  nombres  correspondants 
appartiennent  à  l'intervalle  (-  —  0,-4-0),  et  par 


'og  I  c^„.s  I 


(3) 


'^l'n,S' 


les  coefficients  de/,  (y)  dont  les  nombres  correspondants °     ''"' 

appartiennent  également  à  l'intervalle  (  -  —  0,  '  +  0  )  •  La  relation  (i) 

nous  montre,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse  faite  sur  les  s„  et  les  /„, 
que  les  nombres  de  la  suite  (3)  font  partie  de  la  suite  (2),  et  cela 
quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  0.  Il  en  résulte  que  la  suite 
des  indices  q,i^^  contient  tous  les  nombres  de  la  suite  des  indices  p„  5 
et  cela  pour  toute  valeur  positive  de  0.   Comme  par  hypothèse  le 

logiP/i  +  i-S 

niment,  quel  que  soit  le  nombre  positif  0,  il  en  sera  de  même  du 
rapport  — j — ^^^^  en  vertu  d'un  lemme  établi  dans  notre  Thèse  (n"  17). 
Donc  la  fonction  y(^)  est  à  croissance  régulière.  • 

Remarque .  —  Supposons  que  [x^  soit  inférieur  à  [j.,  ;  dans  ce  cas,  si 
la  fonction  y,  (^)  est  à  croissance  irrégulièie,  il  en  sera  de  même  de 
la  fonction/(^),  car  à  partir  d'une  certaine  valeur  S,  de  ô,  la  suite  (2) 


rapport    .  ^^   ^     converge   vers  1  unité  lorsque  n  augmente  indefi- 
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sera  identique  à  la  suite  Ci).  Comme  par  liypothèse 

TT—  log/>„-n.8.  _  /-  -^ , 
Il  m  -; —  n  ;>  I, 

„  =  x    log/'„,8, 

on  aura  également 

hlll  -j —h, 

et  la  fonction /(j)  sera  à  croissance  irrégulière. 


4.  Soit/(j)  =  y  c„y"  une  fonction  entière  en/ d'ordre  apparent  [Ji 

n  =  0 

et  à  croissance  régulière;  désignons  par  w  une  racine  (/""""  de  Funilé 
et  posons 

1=0  I  =  0     >  =  0 

/{/)/(«/)  •  •  •  /(«'-' j)  =«,(7); 

SI  e  est  un  nombre  positif  arbitfaircmcnl  petit,  on  peut  lui  fane 
correspondre  un  nombre  positif  U  jouissant  de  la  proprie'té  sui- 
vaiile  :  il  existe  d'une  part  au  moins  un  point  'C  sur  tout  cercle  con- 
centrique à  l'origine  et  de  rayon  /■>  H  et  d'autre  part  au  moins 
une  foriclion  U/,  (/),  tels  que  l'o/i  ait 

l'indice  h  de  la  fonction  a/,(y)  pouvant  li  ailleurs  varier  a^-cc  r. 

Désignons  à  cet  effet  par  C  l'ensemble  des  points  du  plan  des  y 
situés  à  dislance  finie  tels  que  si  X,  est  un  point  de  cet  ensemble  dont 
la  distance  à  l'origine  est  égale  à  r,  on  ait 

\f{K)\^U{r), 

M  (r)  étant  le  module  maximum  dey(>')  pour  \y\  —  r.  Cet  ensemble  C 
est  formé  d'une  ou  plusieurs  courbes  conlinuos.  Désignons  en  outre 
par  R  le  plus  grand  des  trois  nombres  H,,  IL,  lî^  q^ui  satisfont  res- 
pectivement aux  conditions  suivantes  : 
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1°  On  a 

1/(0  ^ei'i"-' 

pour  tout  point  C  ^e  C  dès  que  |C|  >  R(  ; 
2°  On  a 

1/(0  r 

pour  tout  point  J^  de  C  dès  que  \X,\  >•  Ro,  p  désignant  un  nombre  entier 
supérieur  au  nombre  des  produits  partiels  figurant  dans  et,- (y)  pour 

«■=  I,  2,  ...,  y; 
3°  On  a 

elïl^-î(,_A)>el'l''^' 

pour  tout  point  ^  de  C  dès  que  |'C|  >  Rj. 

Ceci  posé,  soit  t  un  point  quelconque  de  C  dont  la  distance  à  l'ori- 
gine soit  supérieure  àR,  et  considérons  la  suite  des  intervalles 

(  [o,i/(Ç)h],  [i/(Ç)r.,  1/(01*.],  ...,  [i/(oiM/(Ç)r-],  ••• 

^^^    j  [|/(0  IV.,  1/(01*,]  [A,=  i(/=.,2,  ...,<7)]. 

La  relation  |/(a)'Q|^[/(Q|  étant  vérifiée  au  point  X,  considéré  pour 
toute  valeur  de  l'exposant  i  de  co  difTérente  de  zéro,  les  nombres 
\f((^i''0)\{i■^  o)  appartiendront  à  certains  intervalles  (4).  Mais  comme 
le  nombre  de  ces  intervalles  est  supérieur  d'une  unité  au  nombre  des 
quantités /(co'Q  {i  ^  o),  il  y  en  aura  au  moins  un  ne  contenant  pas  de 
quantités  |/(aj''0|.  Soit  [|/(0I^',  |/(0l*"']  un  tel  intervalle;  nous 
aurons  alors 

(5)  l/(w'Ç)|>|/(0|V' 

pourA  -  I  nombres  |/(oj'.Ç)|,  |/(w'.'()|,  ...,  |/(cd''a-.'C)|,  tandis  que 
pour  les  autres  nombres  |/(w^^)|  nous  aurons  d'une  part 

[/("'sO  |<  1/(01'' ■ 
et  d'autre  part 


(6) 


/((o^'O 

/(wvo 


I 

< 


1/(01'''--'- "  1 

1/(01'' 

(p  =r  1 ,  2,  .  .  . ,  /i  —  I  ;  /  pé  f, ,  /,,  .  .  . ,  /,,_,  ; 
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Ceci  étant,  considérons  le  nombre  a^Ç.),  nous  aurons 

|«a(0|  =  I/(0/(<^''?)---/('^''-C)|['  +  '(0] 
avec 

i/((oAC).../(ojAÇ) 


£(0  = 


'/(Ç)/(w'.Ç).--/('"''-0 

le  sijjne  S  é(anl  étendu  à  tous  les  produits  partiels  figurant  dans  a^ij,) 
et  ne  contenant  pas  l'un  au  moins  des  nombres  f(Ç),f(bi'^'Ç),  .,., 

/(o)'*  .^).  Un  terme  quelconque  ^(;))( J,,r)    .  .y-(V-,,  .;)  ^*^^^ 

le  produit  d'un  certain  nondjre  v    ''^.  ^     (/^i,,  /j,  ...,  /;;_,)  par  des 

nombres  dont  le  module  est  au  plus  égal  à  l'unité  ;  par  conséquent, 

d'après  (G),   le  module  de  ce  terme  est  moindre  que Le 

|.a:)|' 

nombre  des  termes  figurant  dans  £(^)  étant  inférieur  kp,  nous  aurons 
donc 

h(Ç)|<-L. 

1/(01'' 
Par  conséquent,  puisque  |C|>  U,  il  viendra  d'après  2° 

et  par  suite 

I  «/.(O I  >  \/{K) /('.>''!:)■.  ./(«^-n  1 1  ('  -  ?■)  I, 

d'où,  en  remarquant  que  |^|>  R,  et  que  les  nombres  \/(w'>ï,)\,  . . ., 
|/(oj''.  l'C)!  vérifient  la  relation  (5), 

I  «*(?)  I  >  e'-'"'i'+("-»*-i  (i  —  l)  >  e^''-^(,  _  X)        {/•  =  I  Ç I). 
Comme  |s|  est  en  outre  supérieur  à  R3,  nous  aurons  donc  finalement 

ce  qu'il  fallait  établir. 

Il  résulte  immédiatement  de  la  proposition  précédente  que  si  /(y) 
cxl  une  foiirtiuii  entière  d'ordre  apparent  [x  eZ  à  croissance  régu- 
lière, il  ne  peut  exister  une  infinité  de  cercles  concentriques  à  l'ori- 
gine et  de  rayons  indrjinimcnt  croissants  sur  chacun  desquels  on 
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ait  à  la  fois 

3.  Si  f(y)  =  V  c„j'"  (?5/  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  appa- 

n  =  0 

rent  \j.  et  à  croissance  régulière,  on  peut  mettre  cette  fonction  sous 
la  forme 

Aj-)=--J\{r)+A{y), 
fi  (y)  =  ^,'^,i„y^"  étant  une  fonction  entière  d'ordre  apparent  u.  et 

n  =  1 

à  croissance  ré";ulièrc,  telle  que  lim  - — '"^  '   ''"    =-et  en  outre  telle 

^Mf?  les  exposants  des  diverses  puissances  de  y  vérifient,  quel  que 
soit  l'indice  n,  l'inégalité 

q,i  >  e"' 
etf^  (y)  étant  la  somme  des  termes  de  f{y)  qui  n'entrent  pas  dans 

/.  (r). 

Soit  à  cet  effet 

Ô,,        Ôj,        Ô3,        ...,       Ô,',        ..., 

une  suite  décroissante  de  quantités  positives  telles  que  lim  0,  =  o  et 
désignons  par 

''"'/i.i'    '"'/•j.i'     ■■•>    '''//.,.'     ••• 

les  coefficients  de /(y)  dont  les  nombres  correspondants °  \_  ''"" 

appartiennent  à  l'intervalle  (  -  —  o,,  -  +  0,  )  >  la  suite  des  nombres  c 


fera  partie  quelque  soit  i  de  la  suite  des  nombres  c^„„_,. 

Ceci  posé,  la  fonction /(/)  étant  à  croissance  régulière,  nous  pou- 
vons déterminer  une  suite  de  nombres  entiers 

/«,,     W2,     ...,     III,,,     ... 
tels  que 

log7„4i.,     ,  ,.. 

-. <  1  -t-  £/  /lllllE,=  o\, 

dès  que  q„',  >  r'"' ,  et  considérons  la  suite  des  intervalles 

(7)  (e"'î,  e""'+"'),     (e""-*-"',  e""'+'i'),      ...,     (e'"^  e""'+"'),      ..    . 
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Soient  ((•"',  e'"'"^"')  le  premier  des  intervalles  (7)  renfermant  des 
nombres  q„^  supérieurs  à  e"'\  (e"',  e"'"^"')  le  [>remicr  des  intervalles  (7) 
pour  lesquels  l'exposant  n^  est  au  moins  égal  à  /«„,  renfermant  des 
nombres  y„  ..  supérieurs  à  e"^  etc.  L'intervalle  (e"',  e'"'"*""')  renfermant 
des  nombres  </„  ,  supérieurs  à  ^"',  nous  prendrons  le  -plus  grand 
d'entre  eux  et  nous  le  noterons  q^\  si  (e''',  e"'"^"')  est  le  premier  des 
intervalles  (7)  pour  lesquels  l'oxposant  p  vérifie  la  double  inégalité 
''1  <^/^<C"2)  renfermant  des  nombres  q,^^  supérieurs  à  e^' ,  nouspren- 
drons  le  plus  grand  d'entre  eux  et  nous  le  noterons  ^2,  etc.  L'intervalle 
(e"-,  e'"'*"')  renfermant  des  nombres  ^„  .,  supérieurs  à  ^"%  nous  pren- 
drons le  plus  grand  d'entre  eux  et  nous  le  noterons  5^^,  si  le  nombre 
des  q^  précédemment  choisis  est  égal  à  A  —  i ,  et  ainsi  de  suite  indéfi- 
niment. D'après  la  façon  même  dont  nous  avons  opéré,  il  est  clair 
que  l'on  aura  pour  toute  valeur  de  l'indice  n 

'ln>e''\ 

Je  dis  maintenant  (lue  lim    ""  ''^"^'  =  1 .  En  effet,  si  t  est  un  nombre 

positif  arbitrairement  petit,  nous  pouvons  déterminer  d'une  part  un 
nombre  entier  N  de  manière  que 

{m  +  iY  ^         s 
-, —  <i+  -. 

dès  que  e""'  >  >f ,  et  d'autre  part  un  nombre  entier  h  tel  que 

"<; 

pour  toute  valeur  de  l'indice  «supérieure  à  h.  Ceci  fait,  q„  étant  sup- 
posé appartenir  à  un  intervalle  (e"'\  e""*"') (e'"' >  N),  deux  cas  peuvent 
se  présenter  :  i"  le  nombre  q,,^,  fait  partie  de  l'intervalle  (e''""^"',  e""*"'), 
nous  aurons  alors 

-; <  5 <  I -H  -  (puisque  e'"  >  N) 

logcy,,  /n^  2  ^r        1 

2°  le  nombre  q„^,  fait  j)arlie  de  l'intervalle  (^""-'''',  e'""*^''-^' ')  (/>  >  i). 
Alors  si  c'"'  >  «"•'  avec  i  ^  fi,  d'après  la  façon  même  dont  nous  avons 
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opéré  plus  haut,  le  nombre  (/„  appartiendra  à  la  suite  des  nombres  ^„. 
et  nous  aurons  q„  =  g, j,  et  de  plus  les  deux  nombres  q„+,  et  <7f+,,, 
seront  ou  bien  égaux,  ou  bien  situés  dans  le  même  intervalle 
(e""*'"',  e""*''*"').  Par  conséquent  nous  déduirons  de  la  relation 

'ogy»n 


en  remarquant  (juc  d'après  nos  hypotlicses  et  d'après  ce  qui  a   été 
établi  précédemment 


—, <  •  H ' 

'og7','  2 


'ogy«^l    <;,  +  î. 
l0§7(+|.,  2 


Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  si  M  est  le  plus  grand  des  deux 
nombres  N  et  e"'',  on  aura  dans  tous  les  cas 


log?« 


<!+£' 


(- 


£+  7- 


dès  que  ^n  >  M.  Comme  i'  est  arbitrairement  petit  en  même  temps 

que  £,  il  s'ensuit  que 

..     log7„+, 

h  m  — r^-^ ^  I . 

Je  dis  de  plus  que  la  suite  des  nombres ^  '''''" 


,  admet  -  comme 

élément  limite  unique.  En  effet,  si  y„  est  supérieur  à  e"',  le  nombre 
c^^  fera  partie  de  la  suite  des  nombres  c^„,..  et  nous  aurons  d'après  l'hy- 
pothèse faite  au  début  de  la  démonstration 


■'ogk^. 


i^n 


7«  ^OgÇn 

et  comme  o,  converge  vers  zéro  avec  -j  il  en  résulte  bien  que 

,.    — 'ogk./J      • 

lim  — 

Si  nous  posons 


/i(j)  =2 '■■'->""■ 


12  J.    SinE. 

cette  fonction  /,(y)  satisfera  bien  aux  conditions  requises  et  nous 
aurons 

/■,(y)  désignant   la  somme  des   termes  de /( j)  qui  n'culrent  pas 
dans/,  (7). 

Ensembles  ponctuels. 

6.  Soit  E  un  ensemble  borné  de  points  répartis  dans  un  plan  ;  on  dit 
que  c'est  un  ensemble  |)onctuel,  si  tous  ses  points  peuvent  être  renfer- 
més dans  un  nombre  fini  ou  dans  une  infinité  dénom])rablc  de  circon- 
férences dont  la  somme  totale  des  longueurs  est  aussi  petite  que  l'on 
veut. 

De  celte  définition  résulte  immédiatement  que  l'ensemble,  somme 
d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  ponctuels,  est  lui-nirme  un 
ensemble  ponctuel. 

Un  point  est  un  ensemble  ponctuel;  par  suite,  d'après  la  propriété 
précédente,  un  ensemble  dénombrable  et  borné  de  points  est  un 
enseml)le  ponctuel.  En  particulier,  l'ensemble  des  points  à  coordonnées 
rationnelles  et  apparlenanl  à  une  aire  finie  quelconque  est  un  ensemble 
ponctuel.  Cet  exemple  nous  montre  qu'un  ensemble  ponctuel  peut 
être  dense  superficiellement. 

La  distribution  des  points  d'un  ensemble  ponctuel  par  rapport  à 
certaines  familles  de  courbes  a  été  étudiée  par  M.  E.  Borel  (').  De  ses 
recherches  résultent  en  particulier  que  : 

1°  La  projection  d'un  ensemble  ponctuel  sur  une  droite  quelconque 
est  un  ensemble  de  points  de  mesure  linéaire  nulle  ; 

2"  Les  circonférences  concentriques  à  un  point  etportant  des  points 
de  l'ensemble  déterminent  sur  une  droite  quelconque  passant  par  le 
centre  un  ensemble  de  points  de  mesure  linéaire  nulle; 

3"  Les  droites  issues  d'un  point  fixe  O  et  portant  des  points  de  l'en- 
semble autres  que  O  (dans  le  cas  où  O  appartient  à  l'ensemble)  déter- 


(')  Leçons  sur  fa  théorie  des  fonctions,   p.   -2   et  suiv.   Paris,   Gautliier- 
Villars;  1898. 
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minent,  sur  une  circonférence  concentrique  au  point  O,  un  ensemble 
de  points  de  mesure  linéaire  nulle. 

On  déduit  aisément  de  ces  propriétés  que  si  E  est  un  ensemble 
ponctuel,  on  pourra  toujours  trouver  dans  toute  aire  finie,  si  petite  soit- 
elle,  des  points  n'appartenant  pas  àE. 

7.  Dans  le  cas  où  l'ensemble  E  est  non  borné,  on  dit  que  c'est  un 
ensemble  ponctuel,  si  la  portion  de  cet  ensemble  appartenant  à  une 
aire  finie  quelconque  est  un  ensemble  ponctuel. 

Comme  exemple  d'ensemble  ponctuel  non  borné,  nous  pouvons 
citer  l'ensemble  de  tous  les  points  du  plan  dont  les  deux  coordonnées 
sont  rationnelles. 

Points  de  moindre  croissance. 

•8.   Soit 

P,„(x),      P,,(x),      ...,      P,,,(.r),      ... 

[P'l„(^)  =  i-^'  —  aq..\){-^  —  a,i,„i)  ■  ■  ■  (J^  — «7,., :?(./..!)] 

une  suite  de  polynômes  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

1°  Les  points  d'affixcs  a,^,  appartiennent  à  un  cercle  concentrique 
à  l'origine  et  de  rayon  R. 

2°  Si  ç  (^„)  est  le  degré  du  [lolynome  P,^^(.x'),  il  existe  un  nombre 
entier  q  tel  que  l'on  ait  pour  toute  valeur  de  qn 

Nous  avons  désigné  dans  notre  Thèse  (n"  59),  sous  le  nom  de  points 
de  moindre  croissance,  tout  point  x  =^  a  pour  lequel  on  a 

Il  in    1 — ■ =:  /.■  , 


k  étant  une  quantité  positive  finie  ou  infinie.  Si  k  est  un  nombre 
positif  inférieur  à  />',  nous  aurons  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  y„ 

'o^'l'^/  («)i 
(8)  — '''   '"^  '^  >/-■ 


l4  J.    SIHK. 

Désijjnons  par  C*^  la  lemniscale  représcnloe  par  réquation 
-log|P„.(-r)| 


qn  l"i:7i 


—  A  =  o  ; 


l"iiiégalilé  (8)  sij,'nirie  (jii'à  partir  d'une  certaine  valeur  de  y,,  le 
point  X  =  a  sera  intérieur  au  sens  étroit  à  la  courbe  CJ,.  Celle 
courbe  Ci  sera  en  général  formée  d'une  suite  de  boucles  fermées  en 
nombre  au  plus  égal  à  3(y„).  chacune  de  ces  boucles  comprenant  à  son 
inlérieurau  moins  un  zéro  du  polynôme  P,^(xV  Dans  le  cas  particu- 
lier où  la  courbe  C*^  comprend  9(7,,^  boucles  fermées,  chacune  de  ces 
boucles  renferme  à  son  intérieur  un  zéro  el  ua  seul  du  poly- 
nôme P^__(a;). 

Si  CJ  ,  C*'^  sont  deux  lemniscates  correspondant  à  deux  valeurs 
distinctes  de  A,  ces  l)oucles  nonl  aucun  point  commun  el  de  plus,  si 
A'  <C  h  -1  la  courbe  Ci'  sera  intérieure  au  sens  élroil  à  la  courbe  Ci  . 

î).  Soient  CJ^,,  CJ^.,  .. .,  C*^(,,,^,  les  boucles  fermées  (jui constituent 
la  lemniscale  CJ_  el  désignons  par  T*^,  la  circonférence  circonscrite  au 
rectangle  R*^,  circonscrit  à  la  boucle  C*  ,  et  dont  les  côlés  sont  paral- 
lèles aux  axes  de  coordonnées,  le  rayon  p*^,  de  FJ^,  sera  à  partir 

d'une  certaine  valeur  de  n,,  moindre  que  ,— —  (A  désis:nanl  une 

quantité  positive  fixe). 
Posons  à  cet  eirct 

et 

A,,.{5)  ^a-  «.,..«)(;  -  ^■l..'-^  ••■(?-  ^;..',;,')- 

¥.n  verlu  de  la  relation 

I;  — «,,..'1^1^  — ".;-.'!' 

la  projection  de  l'axe  des  ;  du  côlé  du  rectangle  R,*_,  parallèle  à  cet 
axe  sera  un  certain  sei;nienl  d'-  ,  compris  à  l'intérieur  du  segment  vi  , 

'  '/lit'  i  PI  7»i.' 

en  tout  point  du(juel  on  a 

-'og|A,,(;)|  .,^_ 

<]n  l0S«7„ 

La  longueur  du  segment  yi  ,  étant  inférieure  à -r-^ — (A  étant  une 
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quantité  positive),  pour  toutes  les  valeurs  de  ^„  dépassant  un  certain 
nombre  fixe  (cf.  Thèse,  n"  o7),  on  aura  donc  pour  ces  mêmes  valeurs 

de^„ 

,  ^p  A 

longueur  du  segment  :  «,}„,,< 


On  verrait  de  même  que  la  longueur  du  segment  rfj'^ ,  projection  du 

rectande  R*    sur  Oyi  est  moindre  que-; .  à  partir  d'une  certaine 

valeur  de  y„.  Il  en  résulte  qu'on  aura  pour  toutes  les  valeurs  de  y„ 
dépassant  un  certain  nombre  fixe  et  quel  que  soit  le  second  indice  i 

10.  Lemme.  —  Soit 

A,„(ç)  =  (?  — «7„,i)-(;  -  «7-2)  •  ■  ■  (;-  «'/..?.7-.i) 

une  suite  de  polynômes  de  la  variable  réelle  \  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes  :  i°  tous  les  zéros  de  ces  polynômes  appartiennent  à  un 
intervalle  fini  AB  de  Taxe  des  ;  dont  les  extrémités  A  et  B  ont  respec- 
tivement pour  abscisses  a  et  h  {a<^h)\  2°  le  degré  9(y„)  de  A,^__(;) 
satisfait  pour  toute  valeur  de  l'indice  y„  à  l'inégalité  o (^n)<-^ >  p  étant 
un  nombre  entier  positif  fixe.  Si  1^^  est  la  somme  totale  des  longueurs 

des  segments  y*^,  en  chaque  point  desquels  on  a "l^J"  ^     =^ 

avec  ^  >•  -  !  on  aura  pour  toute  valeur  de  q^ 

1 

Nous  supposerons  pour  plus  de  clarté  dans  la  démonstration  que 
les  points  a  ont  été  numérotés  pour  chaque  valeur  de  l'indice  q„ 
dans  l'ordre  où  les  rencontre  un  mobile  se  déplaçant  sur  l'axe  des  ç 
dans  le  sens  de  A  vers  B. 

Cette  remarque  faite,  portons  départ  et  d'autre  de  chaque  point  a^_, 
une  longueur  égale  à  —  »  nou's  obtiendrons  une  suite  de  segments  g^^^ 

'lu 

dont  la  somme  totale  des  longueurs  est  moindre  que  -^-  Ces  seg- 

.  ...  PI'' 

raents  g    ^  peuvent  avoir  des  portions  ou  des  extrémités  communes. 


l6  J-     SIRE. 

Considéronsenparliculierlessegments  o-,^,,,;"-^^, 4.,,...,  o'^^^,  jouissant 
des  propriétés  suiv;iiilcs  :  a)  le  segment  g^^^  n'a  aucune  portion  ni 
extrémité  commune  avec  le  segment  ^'■,^__,_,,  de  même  le  segment  g^^^ 
n'a  aucune  portion  ni  extrémité  commune  avec  le  segment  ^,/„j+,; 
b)  chaque  segment  g,^^,,  pour  h  =  i,  /  +  i ,  ...,  j  —  i  a  une  portion  ou 
extrémité  commune  avec  le  segment  g,i„j,+n  nous  remplacerons  tous 
ces  segments  par  le  segment  unique  y,^__,  ayant  pour  extrémité  gauche 
l'extrémité  gauche  du  segment  g,^^^  et  pour  extrémité  droite  l'extré- 
mité droite  du  segment  g^^^.  Les  segments  y^__,  ainsi  définis  n'auront 
aucune  portion  ni  extrémité  commune.  La  somme  totale  dos  longueurs 
de  ces  segments  y '  ,  étant  au  plus  égale  à  la  somme  totale  des  lon- 
gueurs des  segments  g,^^,  est  donc  moindre  que  — ^• 

Ceci  posé,  soit  ^  =  ^  un  point  de  l'axe  des  ^  extérieur  au  sens  large 
à  tous  les  segments  y^„,,  ayant  même  premier  indice  q„  ;  comme  la 
dislance   d'un    le!  point   ^  =  l>  aux  points  a,,  ,  [i  =  i ,  2, . . . ,  o(q„)] 

est  au  moins  égale  à  — r>  nous  aurons  donc  pour  la  valeur  fj„  consi- 
'J  II 

dérée,  en  observant  que  le  degré  o(f/„)  de  A,^_^(^)  vérifie  l'inéga- 
liléçp(y„)<^, 

lV('^)l>-i;' 
'f.!' 

d'où  nous  déduisons,  en  tenant  compte  de  notre  hypothèse  sur  />■, 

-log|A,,„(6)|  ^  />v„logy,.  ^  4  ^  y,, 

'/n  log7„  /'7„  log^/„  p 

Il  en  résulte  donc  que  tout  segment  y,'|_,  en  tout  point  (lii(|uel  on  a 

est  intérieur  au  sens  étroit  à  un  certain  segment  y'^^,  et  cela  quels  que 
soient  les  indices  q„  et  i.  Par  suite,  la  somme  totale  des  longueurs  des 
segments  Y*^,  est  au  plus  égale  à  la  somme  totale  des  longueurs  des 
segments  y,),,.,  et  cela  pour  toute  valeur  de  y„.  On  aura  donc  pour  toute 
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valeur  de  «/„ 


°''7n<    3' 

ce  qu'il  fallait  établir. 

En  procédant  de  la  même  manière  qu'au  numéro  précédent  et  en 
utilisant  le  lemme  que  nous  venons  d'établir,  on  démontre  aisément 
que  si  le  degré  du  polynôme  P,^  {x)  satisfait  pour  toute  valeur  de  q„ 

à  l'inégalité  cp  (^„)  <  —  c/  si  li  est  supérieur  à  - .  b;  rayon  q';^^^,  de  la 

circonférenceT^^^ , vérifie ,  quels  que  soient  les  indices  qnet  i,  l'inéga- 


2 

["In 


11.  Admettons  maintenant  que  le  degré  ©(y,,)  du  polynôme  P,/„(ic) 
satisfasse  quel  que  soit  q^  à  l'inégalité  ç(^„)  <  qqn  {q  étant  un  nombre 

entier)  et  considérons  les  deux  lemniscates  C'^^  et  C*   (//<;;^j-  La 

lemniscate  C*^  sera,  d'après  la  proposition  rappelée  à  la  lin  du  n°  8, 
intérieure  au  sens  étroit  à  la  courbe  C*^.  Nous  partagerons  les  boucles 
de  cette  dernière  courbe  en  deux  sortes  :  i°  les  courbes  de  la  première 
sorte  caractérisées  par  le  fait  que  chacune  d'elles  renferme  à  son  inté- 
rieur au   moins  —  zéros  du  polynôme   ?,/„(-*■)  (p  étant  un  nombre 

entier  que  nous  fixerons  ultérieurement)  ;  2°  les  boucles  de  la  seconde 
sorte  caractérisées  par  ce  fait  que  chacune  d'elles  renferme  à  son  inté- 
rieur moins  de  —  zéros  du  polynôme  P^  (*■).  Le  nombre  des  courbes 

de  la  première  sorte  est  au  plus  égal  à /j^,  en  vertu  de  l'hypothèse 
faite  sur  le  nombre  des  zéros  du  polynôme  ¥^^(x).  Par  suite  la  somme 
totale  des  longueurs  des  circonférences  Fj^,  circonscrites  aux  rec- 
tangles Rf    circonscrits  aux  boucles  de  la  première  sorte  de  la  lemnis- 

cate  C*    sera,  d'après  la  proposition  du  n"  9,  moindre  que  ".  ^  ^      à 

partir  d'une  valeur  de  y„  suffisamment  grande. 

Ce  point  établi,  considérons  les  boucles  de  la  courbe  C*^  situées  à 
l'intérieur  d'une  boucle  quelconque  CJ^,  de  la  seconde  sorte  de  la 
lemniscate  CJ^  et  désignons  par  Q,„,,(a:)  le  polynôme  dont  la  plus 
haute  puissance  de  x  est  égale  à  l'unité  et  admettant  comme  zéros,  les 
zéros  du  polynôme  P,„('*')  comprise  l'intérieur  de  la  boucle  C*___,  et 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  lonie  IX.  —  l'dsc.  I,  igiS.  J 
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ceux-là  seulement.  Le  degré  de  ce  polynôme  Q^^,(a;)  sera,  quelque 

soil  le  second  indice  /,  évidemment  inférieur  à  —  •  Posons 
'  P 

P7.(^)  =  Q'/..'(-^)V'(^)- 

Les  zéros  du  pplvnome  Q,,„,,(-'')  restant,  quels  que  soient  les  indices 
q„  et  i,  à  l'intérieur  d'un  cercle  C  concentrique  à  l'origine  et  de  rayon 
fini  R,  en  vertu  de  la  condition  i"  du  n"  8  à  laquelle  satisfont  tous  les 
polynômes  P,^(j7)  et  le  degré  de  ce  polynôme  restant  toujours  infé- 
rieur à  —,  nous  pouvons  déterminer  un  nombre  positif  Q  de  manière 

que  l'on  ait  pour  tout  point  ,/;  du  cercle  C  et  quel  que  soit  le  second 
indice  i 

-'oslQ./„.-(.^)U     , 

(In  lOg'/» 

dès  que  5'„>Q,  le  nombre  positif  £  étant  choisi  de  telle  façon  (jue 
A  -I-  £  <  -•  Par  suite,  nous  aurons  pour  tout  point  d'une  boucle  de  la 
seconde  sorte  C*^ ,  et  quel  que  soit  le  second  indice  i 

(9)  -"'"^■'"'l  <  J, 

<ln  log'7"  2 

dès  que  y„>Q,  en  remarqiiaiil  que  l'on  a  pour  tout  point  d'une 
boucle  quelconque  de  C* 

-'ogl'VC-'")! 


9n'og7„ 


—  /j  =:  O. 


Par  suite,  comme  la  fonction "    ''"'  '^    est  une  fonction  harmo- 

<ln  log  '/„ 

nique  régulière  à  l'intérieur  do  la  boucle  C*^„  l'inégalité  (9)  sera  véri- 
fiée dans  les  mêmes  condilions  pour  tout  point  x  intérieur  à  CJ_^,.  On 
en  déduit  que  l'on  a  pour  tous  les  points  des  boucles  de  la  lemnis- 
cate  Cf.  situées  à  l'intérieur  d'une  boucle  de  la  seconde  sorte  C*  ,,  et 

'  7711*' 

qnri  (|iic  soit  le  second  indice  /, 

(.0)  -log|(j,„.,(^)|   ^   U 

pour  toute  valeur  de  </„  supérieure  à  (^. 
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Par  conséquent,  si  nous  déterminons  le  nombre  entier/?  de  manière 
que  - -< -j  la  long^ueur  d'une  circonférence  T.,  ,,,  circonscrite  à  un 

rectangle  circonscrit  à  une  boucle  quelconque  de  la  lemniscate  repré- 

,,,         .       — loglQ„  ,(^)|        k  1     I  • 

sentee  par  l  équation p-^^-^^^ =  -  sera,  en  vertu  de  la  proposi- 

tion  du  n°  10,  moindre  que  — ^  et  cela  quels  que  soient  les  indices  ^, 

ielh.  Comme  pour  toute  valeur  de  q^  supérieure  à  Q,  toute  boucle 
de  C*  ayant  des  points  à  l'intérieur  d'une  boucle  de  la  courbe  repré- 
sentée par   l'équation '",''"'  '      = -■>    est  en  vertu    de   la    rela- 

tion  (lo)  intérieure  au  sens  étroit  à  cette  dernière  boucle,  il  en  résulte 
que  pour  ces  valeurs  de  q„  et  quel  que  soit  le  second  indice  ?,  toute 
circonférence  F*  ,  correspondant  à  une  boucle  de  la  lemniscate  CJ^ 
intérieure  au  sens  étroit  à  la  boucle  CJ__,  de  la  seconde  sorte  de  la 
courbe  C*__,  est  intérieure  au  sens  étroit  à  une  certaine  circonfé- 
rence r^„,,.A.  Par  suite,  nous  aurons  pour  toutes  les  valeurs  de  q^  supé- 
rieures à  Q  et  quel  que  soit  le  second  indice  i 

longueur  de  r^„,,<  — j* 

Le  nombre  des  circonférences  F*  ,  correspondant  aux  boucles 
de  Cl  située  à  l'intérieur  des  boucles  C*  .  de  la  seconde  sorte,  étant 
au  plus  égal  à  qq^i  il  s'ensuit  que  la  somme  totale  des  longueurs  de 

toutes  ces  circonférences  est  moindre  que  -A^- 

^     pqr^ 
Par  suite,  en  tenant  compte  du  résultat  obtenu  plus  haut  pour  les 

boucles  C,^^ ,  de  la  première  sorte,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition 

suivante  : 

Si  les  polynômes  P  (j:)  satisfont  aux  conditions  énoncées  aun°S, 
pour  toutes  les  valeurs  de  q„  supérieures  à  un  certain  nombre  fixe, 
les  boucles  de  la  lemniscate  C,*__  peuvent  être  renfermées  dans  un 
nombre  fini  de  circonférences  dont  la  somme  totale  des  longueurs 
est  moindre  que 

le  nombre  entier  positif  p  dépendant  de  k. 
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1*2.  Uésij,nions  ces  circonférences  par  DJ^  ,,D,'_^  „,...;  D'^__0i7„.[0('/„' =  ?i7„J 
el  soit  M),  l'ensemble  des  points  de  moindre  croissance  x  =  a  pour 
lesquels  on  a 

.:.„-'o.|P,.(«)i>,,         (,,>,). 


Un  tel  point  x  =^  a  est,  comme  nous  l'avons  remarqué  au  n°  8,  inté- 
rieur au  sens  étroit  à  une  boucle  de  la  lemniscate  CJ^  pour  toutes 
les  valeurs  de  rj„  dépassant  un  certain  nombre  fixe.  Par  suite,  pour  ces 
mêmes  valeurs  de  q,„  il  est  a  fortiori  intérieur  au  sens  étroit  à  une 
circonférence  Yi''  ,.  Par  conséquent,  en  procédant  de  la  même  façon 
qu'aux  n"*  42  et  o7  de  notre  Thèse,  on  démontre  d'abord  que  l'en- 
semble M^'  est  un  ensemble  ponctuel,  puis  que  I.  ensemble  M  des 
points  de  moindre  croissance  de  la  suite  des  polynômes  P  (.x)  est 
également  un  ensemble  ponctuel. 

13.  Nous  allons  uiaiulcnant  assujettir  les  indices  y„  des  polynômes 
P,^^(x')  à  vérifier  pour  toute  valeur  de  n  la  relation  y,i]>  e"'  et  étudier 
dans  cette  hypothèse  l'ensemble  E  des  points  x  ^^b  à\x  plan  des  x 
pour  lesquels  on  a 

lim  j— ^ =  /v', 


rt  ;=  00 


A' étant  une  quantité  positive  finie  ou  infinie. 

Soit  E^,,  l'ensemble  des  points  de  E  pour  lesquels  le  nombre  k' 
vérifie  l'inégalité  k'^k".  D'après  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent, 
un  point  (juclconque  x  =  b  de  E  est  intérieur  au  sens  étroit  à  une  infi- 
nité de  circonférences  DJ,  (A"  >  A).  De  plus,  la  somme  totale  des 
longueurs  de  toutes  les  circonférences  D*„ ,  est  d'après  notre  hypo- 

ce 

thèse  sur  le&-5r„  et  en  vertu  du  résultat  du  n°  11,  moindre  que  V^, 

I{  étant  une  quantité  positive  finie.  Comme  la  série  Y  -^  est  conver- 

gente,  il  s'ensuit  que  l'ensemble  E^-  est  un  ensemble  ponctuel.  Cette 
propriété  ayant  lieu  (pieltpic  petit  que  soit  le  nombre  positif  A",  on 
en  conclut,  en  procédant  de  la  môme  manière  qu'au  n"  i)7  de  notre 
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Thèse,  que  l'ensemble  E  est  un  ensemble  ponctuel.  Nous  pouvons 
donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  les  polynômes  P,^  (a;)  satisfont  aux  conditions  énoncées  au 
n°  8  et  si  leurs  indices  q,^  vérifient  pour  toute  valeur  de  n  l'iné- 
galité qn  >  e"',  V  ensemble  E  des  points  x^b  pour  lesquels  on  a 

—  -log|  !>,„(/.)! 

lim  ; — ■ :=  A  , 

k'  étant   une  quantité  positive  finie  ou  infinie,    est  un  ensemble 
ponctuel. 

Remarque  I.  —  Cet  ensemble  E  comprendra  évidemment  tous  les 
points  de  l'ensemble  M  des  points  de  moindre  croissance  de  la  suite 
des  polynômes  P,^  (x). 

Remarque  II.  —  Si  x  =  c  est  un  point  n'appartenant  pas  à  E,  nous 
aurons  en  ce  point 

,.      -lo8|P,,.(c)| 

lim  i — '- =  o, 

n  =  «         q„logq„ 

d'après  la  définition  même  de  E. 


Fonctions  G  (a,-,/). 
J4.   Soit  G (x,y)  —"^a,^/ x)y''"  une  fonction  entière  en  x  el  y 

n  =  l 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  y.,  d'ordre  apparent  total 
fini  X  et  dans  laquelle  les  exposants  des  diverses  puissances  de  y 
vérifient  pour  toute  valeur  de  n,  l'inégalité 

'/,.  >  e"'. 

Désignons  par  c,^  le  coefficient  maximum  de  a,^_  (a,'),  nous  suppo- 
serons en  outre  que  l'ensemble  des  nombres  "'''  '  ^''"  '  admette  - 
comme    élément    limite    unique.    Alors     la     fonction     entière     en 
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JKi  S  {y)  —  ^''■■iny'"  ^^'■^  d'ordre  apparent  ix.  Posons 
11  =  1 

et  appelons  E  l'ensemble  des  points  x  =  b  du  plan  des  x  situés  à 
distance  finie  pour  lescpcls  on  a 

lim  i —  A  , 

k'  étant  une  quantité  positive  finie  ou  infinie.  Cet  ensemble  E  est  un 
ensembb'  ponctuel.  Pour  le  montrer,  il  suffît  d'établir,  d'après  la 
définition  du  n°  7,  que  la  portion  E„  de  E  appartenant  à  un  certain 
cercle  C,,  concentrique  à  l'origine  et  de  rayon  R  est  un  ensemble 
ponctuel.  Désignons  à  cet  effet  par  ^^^{x)  le  polynôme  dont  le  coef- 
ficient de  la  plus  haute  puissance  de  x  est  égal  à  l'unité  et  admettant 
pour  zéros,  les  zéros  de  f,iX''^)  dont  le  module  est  au  plus  égal 
à  R  -f-  Y]  (if)  >•  o),  et  ceux-là  seulement  5  puis  posons 

//,(-^)  =  P7.(-^)V(-^)- 

Les  fonctions  b^J.r)  sont  des  fonctions  holomorphes  n'admettant 
aucun  zéro  à  l'intérieur  du  cercle  Cn+^  concentrique  à  l'origine  et  de 

rayon  R  -t-  -i).  Par  suite,  les  fonctions "  ,    ''"   — -  sont  des  fonctions 

harmoniques  régulières  à  l'intérieur  et  sur  le  contour  du  cercle  C^ 
concentrique  à  l'origine  et  de  rayon  R.  En  procédant  de  la  même 
manière  qu'aux  n°*  75-76  de  notre  Thèse,  on  voit  que  cette  suite  de 
fonctions  converge  uniformément  vers  zéro  dans  Cn.  Il  en  résulte  que 
tout  point  X  =  h  de  l'ensemble  E,,  est  un  point  pour  lequel  on  a 

—  loL'lP,,    {b)\ 

lim "      ''"'     '^    ~  k' 

et  inversement.    L'ensemble   des   nombres   — "^  '^'^"     étant  borné, 

puisqu'il  admet  un  seul  élément  limite  fini,  le  degré  o{q„)  de  P^  (a;) 
satisfera  pour  toute  valeur  de  l'indice  n  à  l'inégalité 
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q  étant  un  nombre  entier  fixe  (c/.  Thèse,  n°  80).  Par  suite,  d'après  le 
résultat  du  n"  13,  l'ensemble  E„  sera  un  ensemble  ponctuel. 

L'ensemble  E  étant  un  ensemble  ponctuel,  dans  toute  aire  finie,  il 
existe  des  points  n'appartenant  pas  à  E  (c/.  n°  6).  Comme  en  un  tel 

point  X  =  a,  on  a 

-log|P,„(«)| 
liin — ■ =  o, 


et  que  de  plus 

lim 


-logl /',/,.(«)! 


7i  'og^/« 
il  en  résulte  que  l'on  aura  pour  un  tel  point 

hm  ; — • =o. 

«  =  »        ^„log^„ 

lo.  Admettons,  en  outre,  que  la  fonction  entière  g{y^  =21'^?"-^" 

n  =  1 

soit  à  croissance  régulière,  nous  allons  étudier  la  régularité  de  la 
croissance  de  G(a-,j)  considérée  comme  une  fonction  entière  Qvv  y 
quand  le  point  x  se  déplace  à  distance  finie  dans  son  plan. 

Soit  X- =  a  un  point  n'appartenant  pas  à  l'ensemble  E.  Comme  la 

suite  des  nombres        ^?>\JiM)  I  afi^iet  zéro  comme  élément  limite 

unique,  au  nombre  positif  o  nous  pouvons  faire  correspondre  un 
entier  Q,,  tel  que  pour  ^,;>  Q,,  on  ait 

'/«'og7« 

D'autre  part,  la  suite  des  nombres  "~  ""''^'^■■'  convergeant  vers  -, 
il  existe  un  entier  Q^,  tel  que  pour  </„>  Q.,,  on  ait 

P-  ~      -/«log^n  p. 

Par  suite,  nous  aurons  pour  toutes  les  valeurs  de  q^  supérieures  au 
plus  grand  des  deux  nombres  Q,  et  Q„  : 

I  —  logl  (7„  (a)  I    .1 

p-  ?«log'/«  P 
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Il  en  résulte  que  la  suite  des  indices  q„  des  coefficients  OqX^)  ^^ 
G{a,y)  vérilianl  la  relation  précédente  s'obtient  en  supprimant  un 
nombre  fini  de  termes  de  la  suite  des  indices  ç„  des  coefficients 
de  g(y)i  et  cela  quel  que  soit  le  nombre  positif  o.  Comme  d'après  nos 

hypothèses  sm-  g(^y)  le  rapport  -r-^^^^  {qn^^ ']n+i  étant  les  indices 

de  deux  coefficients  consécutifs  de  cette  fonction  entière)  converge 

vers  l'unité,  il  en  sera  de  même  du  rapport    ."         .  q„  et  «/„+,  étant 

les  indices  de  deux  coefficients  consécutifs  de  G  {a,  y)  vérifiant  la 
relation  (ii),  et  cela  quel  que  soit  le  nombre  positif  o.  Par  suite, 
la  fonction  G  (a,  y)  est  d'ordre  apparent  [jl  et  à  croissance  régulière. 
Donc  en  tout  point  x  n'appartenant  pas  à  E,  la  fonction  G{x,y) 
est  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  \x  et  à  croissance 
régulière. 

Soit  maintenant  a;  =  6  un  point  de  l'ensemble  E.  Comme 


on  a  ou  bien 


ou  bien 


liin  r-!- =  k'  >  o, 


n  — 


iim  --!■ =  A'  >  o 


lim 


Dans  le  premier  cas  la  fonction  Ci(l>,y)  sera  une  fonction  entière 
d'ordre  apj)arenl  inférieur  à  a,  puisque  la  plus  petite  limite  de  la 
suite  des  nombres  ~  "Sja^j  ^)l  ^^^  -^^  à  -  +  A  (  A  >  o). 

Ceci  posé,  considérons  le  cas  où  la  suite  des  nombres  ~  '^gl/'/..'  ^M 

qn  log  7„ 
admet  zéro  comme  plus  petite  limite  et  désignons  par 

("-)  A,6(*),    A,s(^),     ...,    A,s(A),     ..., 

les  nombres  de  la  suite  des  /,,(/')  tels  que  les  nombres  corres- 
pondants ";  :'"/' — ^  appartiennent  à  l'intervalle  { —  c.  +  o).  Deux 
circonstances  pourront  se  présenter  :   i°  quelque  petit  que  soit  le 
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los.v,,+  ,,o 


nombre  positif  o,  le  rapport  °"^'^""*""-.''  converge  vers  l'unité  lorsque  n 
augmente  indéfiniment.  Comme  les  nombres  — ^ — — ^  appartiennent 
à  l'intervalle  (-  —  o,  ^  +  o)  pour  toutes  les  valeurs  de  .v„  supérieures 
à  (),>  il  en  résulte  que 

(l3)  20-_   .i^—^ ^. 1-20, 

dès  que  s„,  o>Qs.  Il  s'ensuit  que  pour  toute  valeur  positive  de  o,  la 
suite  des  indices  s„,  o  des  nombres  a^^  i(b)  vérifiant  la  relation  (i3)  se 
déduit  de  la  suite  des  indices  des  nombres  (12)  par  la  suppression 
d'un  nombre  fini  de  termes  de  cette  dernière  suite.  Par  suite,  d'après 

notre  hypothèse,  le  rapport     "  '  "'*'' \    |,s„,  oet.s„^,.  0  étant  les  indices  de 

deux  coefficients  consécutifs  de  G(^b,y)  satisfaisant  à  la  relation  (i3)| 
converge  vers  l'unité,  et  cela  quelque  petit  que  soit  le  nombre  positif  ô. 

Par  conséquent  la  fonction  G,  (A, _r)  =  Vf/,  ,5_('6)j''"/"i  (0,  désignant 


n  =  1 


une  valeur  positive   de   0)   est  d'ordre   apparent   t/.  et  à  croissance 


régulière 


Or 

G2{b,y)  étant  une  fonction  entière  d'ordre  apparent  inférieur  à  u.,  il 
s'ensuit  d'après  la  proposition  du  n"  3  que  G(ù,}')  esl  une  fonction 
entière  d'ordre  apparent  ji.  et  à  croissance  régulière. 

2"  Il  existe  une  valeur  0.  de  0  telle  que  lim    ,"  ''^'^''  =  A  >  1 .  Dans 

ce  cas  G, (h, y)  sera  une  fonction  entière  d'ordre  apparent  u.  et  à 
croissance  irrégulière,  comme  on  le  voit  aisément,  en  procédant  de  la 
même  manière  que  plus  haut.  Puisque  la  fonction  G2{h,y)  est  d'ordre 
apparent  inférieur  à  u.,  la  fonction  G(b,y)  sera  alors  d'ordre  appa- 
rent a  et  à  croissance  irrégulière,  d'après  la  remarque  du  n"  3. 

Il  résulte  donc  de  l'analyse  précédente  que  la  fonclion  G(j',^')  est 
une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  ii  et  à  croissance  régu- 
lière pour  tous  les  points  du  plan  des  x  situés  à  distance  finie,  sauf  . 

Jouni.  de  Math.   (6'  série),  tome  I\.  —  Fasc.  I,  igij.  4 
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au  plus  pour  tes  points  d'un  certain  ensemble  ponctuel  M  pour 
lesquels  elle  sera  ou  bien  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  appa- 
rent UL  et  à  croissance  irrégulière,  ou  bien  une  fonction  entière 
en  y  d'ordre  apparent  inférieur  à  a. 

Cet  ensemble  M  peut  avoir  la  puissance  du  continu,  comme  on  le 
constate  aisément  par  des  exemples. 


Fonctions   I'(j\  y). 

oe 

16.   Soit  V(x,  y)='S^an{x)y"  une  fonction    entière   en   ./•  et   )' 

d'ordre  apparent  total  fini  X,  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
dey. 

Désignons  par  c„  le  coefficient  maximum  de  a„(a;)  et  supposons  que 

la  fonction  entière  en  >',  f(y)  =  T^c,iJK"  soit  d'ordre  apparent  a  et  à 

n  -  0 

croissance  régulière.  Nous  avons  vu  au  n"  i>  que  l'on  pouvait  mettre 
cette  «fonction  sous  la  forme 

.f(y)^My)+f-Âr). 

/,(y)  étaiil  iinr  lonclion  entière  en  \'  d'ordre  apparent  ut.  et  à  crois- 
sance réicuiièie  telle  (lue  ren.scmble  des  nomlires , "     '''" '  admette  - 

comme  élément  limite  unique  et  en  outre  telle  que  la  suite  des  expo- 
sants qn  vérifie.  (|ucl  (|ue  soit  //,  l'inégalité  q„  >•  e"' .  Posons 

t>(-r,.v)=2«'/,.(-'-)j'" 

et 

F(./-,j)=:G(r,j)-H  U(x,y). 

La  fonction  (î(.r,j)')  (juo  nous  venons  de  définir  vérifie  les  mêmes 
conditions  (jue  la  fonction  G(a;,y)  du  numéro  précédent;  de  plus  la 
fonction  \\(.i:,y)  siMa  d'ordre  a|)parenl  au  plus  égal  à  a  par  rapport 

Ceci  posé,  soit ./;  =  a  un  point  ne  faisant  pas  partie  de  l'ensemble  M 


FONCTIONS    ENTIKIiES    DE    DEUX    VAlilAnLES.  2."] 

défini  au  numéro  précédent.  La  l'onction  {j{a,y)  est  une  fonction 
entière  d'ordre  apparent  u.  et  à  croissance  réjjfulière,  d'après  la  propo- 
sition précédente.  Comme  la  fonction  Vi.{a,y)  est  d'ordre  apparent 
au  plus  éj^al  à  ;j.,  il  en  résulte,  d'après  la  proposition  du  n°  5,  que 
F(«,j-)  est  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  a  et  à  crois- 
sance régulière.  Pour  un  point  x  ^  6  de  M,  la  fonction  F(i,y)  sera 
soit  d'ordre  apparent  [j.  et  à  croissance  régulière,  soit  d'ordre  appa- 
rent [JL  et  à  croissance  irrégulière,  soit  d'ordre  apparent  inférieur  à  jjl, 
comme  on  le  constate  aisément,  en  utilisant  la  proposition  et  la 
remarque  du  n°  5.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

É  tant  donnée  une  fond  ion  rntière  en  x  et  y^  ¥(x,y)  —  ^q„(x)y" 

/(  =  Il 

(Vordre  apparent  total  fini  k,  si  la  fonction  /{y)  =^'^«J'",  f«  dcsr- 

gnant  le  coefficient  maximum  de  a„{x),  est  d'ordre  apparent  ^  et  à 
croissance  régulière,  ¥(^x,y)  sera  une  fonction  entièreen  y  d'ordre 
apparent  ii.  et  à  croissance  régulière  pour  tous  les  points  du  plan 
des  X  situés  à  distance  finie,  sauf  au  plus  pour  les  points  d'un 
certain  ensemble  ponctuel  E  poui-  lesquels  elle  sera  ou  bien  une 
fonction  entière  d'ordre  apparent  u.  et  à  croissance  ir régulière,  ou 
bien  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  inférieur  à  a. 

Définition.  —  Si  ¥{.i-,y)='Sa„(^x)y"  est  une   fonction  entière 

n  =0 

d'ordre    apparent    total    fini    A    telle    que    la    fonction    entière    en 

ao 

y,  f{y)  =  ^  ''«y"  I  '■„ désignant  le  coefficient  maximum  de  a„{x)\  soit 

«  —  0 

d'ordre  apparent  u.  et  à  croissance  régulière,  nous  dirons  pour  sim- 
plifier le  langage  que  cette  fonction  ¥{x,y)  est  d'ordre  apparent  u.  et 
à  croissance  régulière  par  rapport  ky. 

17.  Examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  lorsque  le  nombre  des 
zéros  des  a„(x)  dont  le  module  est  au  plus  égal  à  R,  ne  dépasse  pas, 
quel  que  soit  R,  le  nombre  fini  N„,  qui  peut  d'ailleurs  croître  avec  R. 
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.\oiis  avons  vu  dans  notre  Xlicse  (^^n"  85  )  que  si  la  t'onclion  J\y)  élail 
d'ordre  apparent  <x,  ¥{.r^y)  était  une  fonction  entière  en  y  d'ordre 
apparent  ul  pour  tous  Irs  points  du  plan  des  x  situés  à  distance  finie, 
sauf  au  plus  pour  les  points  d'un  certain  ensemble  M  n'admettant 
aucun  point  limite  é'i  distance  finie  pour  lesquels  V{x,y)  était  une 
fonction  entière  en  r  d'ordre  apparent  inféiieur  à  a.  il  n'existe  pas  de 
théorème  analogue  pour  la  croissance  régulière,  comme  nous  allons  le 
montrer  par  des  exemples. 

1.   Soit   ¥{■''■, y )  ^"^(-i ,,{■'■) y"   une    fonction    entière   en    ./    ft    r, 

les  a„{.i:)  étant  des  polynômes  du  premier  degré  en  ./•  tels  que  si  c„ 
désijïne  le  coefficient  maximum  de  a„(.r),  la  suite  des  nombres  — .'^    " ' 

admette  -  comme  élément  limite  unique.  Cette  fonction  V{x,y)  sera 

d'ordre  apparent  total  fini  égal  à  ui  et  d'ordre  apparent  a  par  rap|iort 
kyOf.  Thèse,  n"*  22  et  78  ». 

Ceci  étant,  considérons  d'une  part  la  suite  croissante  de  nombres 
entiers  : 

vérifiant  la  relation 

lini  — i-^ 3=  />■  >.  I . 

«  =  «     log/',, 

et,  d'autre  pari,  l'ensemble  dénombrable  de  nombres  : 

(7|,        flj.        .  .  .  ,        (1,1 

Supposons  que  les  polynômes  a„{x)  dont  les  indices  appartiennent 
aux  intervalles 

s'annulent  pom-  x  —  a^,  que  les  polynômes  (i„(x)  dont  les  indices 
appartiennent  aux  intervalles 

s'annul<Mil  pour  x  =  a.,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Pour  tout 
point  ./■  -:  «,,  la  fonction  F(.r,/)  sera  une  fonction  entière  ony  d'ordre 
apparent  a  et  à  croissance  irrégulière.  En  elFet,  tous  les  roeflicients 
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des  puissances  de  /  dont  les  exposants  appartiennent  au\  intervalles 

sont  nuls  et  la  fonction  F(rt,,,  y)  se  réduit  à 

[•(ai,y)='y  «'.,.(^'/)r'"         [«.«„(«()?="  que'  l^'e  soil  .<„  | 

avec  liai  °"'''""^'  =  A  >  i .  Comme  la  fonction  F(  ./•  \-  )  ainsi  construite 

peut  être  à  croissance  irrégulière  pour  des  points  n'appartenant  pas  à 
Fensemble  D  des  points  x  =  a„  nous  pouvons  dire,  en  tenant  compte 
de  notre  hypothèse  sur  les  c„  et  de  la  proposition  du  n"  16,  que  cette 
fonction  F(j:,y)  est  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  a  et 
à  croissance  régulière  pour  tous  les  points  du  plan  des  ./■,  sauf  pour  un 
ensemble  ponctuel  comprenant  au  moins  tous  les  points  de  l'ensemble 
dénombrable  D,  pour  lesquels  elle  est  d'ordre  apparent  [j.  et  à  crois- 
sance irrégulière. 

II.   On  peut  aller  plus  loin  en  montrant  qu'il  est  possible  de  cons- 
truire une  fonction 

«=0  //=lt 

les  c„  vérifiant  la  condition  lim ,  "     '     =  -  et   les   a,,    étant  des 

nombres  que   nous   déterminerons    ultérieurement,     pour     laquelle 
l'ensemble  E  a  effectivement  la  puissance  du  continu. 
Considérons  à  cet  effet  l'ensemble  P  des  nombres 

ï—     "-^     -i-     ^■-      •  «« 

où  les  y.i  sont  des  nombres  entiers  inférieurs  à  lo  (une  infinité  den- 
tiers étant  toujours  supposés  diftërents  de  zéros)  et  où  s(//  )  est  un 
noirdîre  entier  que  nous  déterminerons  plus  loin.  Cet  enscndile  V  a  la 
puissance  du  continu  (c/.  E.  Bohel,  Leçons  sur  la  ihèoric  des 
fondions,  p.  29).  De  plus,  à  condition  de  lui  adjoindre  le  nombre 
zéro,  il  est  le  dérivé  d'un  certain  ensemble  dénombrable  ([uon  [)eut 
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obtenir  de  la  manière  suivante  :  r>angreons  dans  un  ordre  quelconque 
les  nombres  — %j-,  (^i  7^  ")>  ^^  ^"'  *^^^  possible  puisque  ces  quantités 

sont  en  nombre  fini  ;  puis  les  nombres  de  la  forme  -^-j^  "^  7ô^>  ^^-  ^  "^ 
et  ainsi  de  suite  indéfiniment;  nous  obtenons  donc  la  suite  dénom- 
brable  de  nombres 

(fi)  ff.     n..      (7, a„ 

Nous  supposerons  que  tous  les  polynômes  du  premier  degré  «„(./•; 
dont  l'indice  n  vérifie  les  relations 

Pnin<Pn  +  l       (') 

s'annulent  pour  le  point  d'abscisse  a,,.  11  nous  reste  maintenant  à 
déterminer  le  nombre  p(").  Pour  cela  nous  remarquons  que  le 
nombre  des  quantités  de  la  forme 


loîc 


(les  X  prenant  de  toutes  les  façons  possibles  les  valeurs  o,  i,...,y, 
la  combinaison  a,  =  a^  =  ...  :=  a,  =  o  étant  exclue)  est  indépendant 
de  9(/i).  SoitO(ft)  le  nombre  de  ces  quantités;  d'après  nos  hypothèses, 
le  nombre  ae;„)  sera  le  dernier  nombre  de  la  suite  (a)  de  la  forme 

— é-, — I '-rrr,  -f"  •  ■  •  H ^,  avcc  (x.„  ^  o,  et  dc  plus  il  sera  le  zéro  de 

tous  les  polynômes  a„(j,)  dont  l'indice  n  vérifie  les  relations 

Ceci  rappelé,  nous  poserons  pour  chaque  valeur  de  //  : 

?{")—plm->-i- 

l^es  nombres  entiers  o(/i)  étant  ainsi  déterminés  et  a„  étant  le  zéro 
des  polynômes  a„(x)  dont  les  indices  n  vérifient  les  relations 

P,i='l  </'«-rl> 

nous  aurons 

«1  a.  a,„  , 


(';  Les  nombres»,,  véiilicnl  la  relalion  lim       """+'  —  /,  >  ; 
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avec 

En  effet,  n  sera  au  plus  égal  à  9 (m)  et  par  suite  p,,^,  sera  au  plus  égal 
à  Piim)+,  ;  comme  '^ (a/z  )  =  />(J,,„i+„  on  aura  donc  bien 

Donc  la  distance  de  a„  aux  points  ^  de  l'ensemble  P  dont  les  m  premiers 

A 
chiffres  du  développement  sont  a,,  a^,  ...,  oc„,  sera  inférieure  à  — ;— 

I  O^n  +  i 

(A  étant  une  quantité  positive  fixe). 

Il  nous  est  actuellement  possible  de  démontrer  que  tout  point  de 
l'ensemble  P  est  un  point  pour  lequel  la  fonction  F(j;,j'-)  est  d'ordre 
apparent  [ji.  et  à  croissance  irrégulière.  Soit  à  cet  effet  ^  un  point  quel- 
conque de  P.  Ce  point  ^  est  limite  d'une  suite  de  points 

«,/,,     a,/,-      ■  ■  -,     »,,„,      ■  ■  ■ 

extraite  de  la  suite  (a),  a^  étant  le  zéro  des  polynômes  a„{.i-)  dont 
l'indice  /<  vérifie  les  relations 

(■4)  P<i,.=  "<P'/,.^r 

la  distance  de  ce  point  au  point  ^  considéré  sera,  d'après  ce  qui  pré- 
cède,  moindre  que  — - —  avec  n<^p„+,.  On  en  déduit  que  l'on  aura 
pour  toutes  les  valeurs  de  //.  vérifiant  la  relation  (i4)> 
(.5)  ,,„^-los|.„(ç)|  ^^ 

II--  r.  It    l0g/( 

en  remarquant  en  oulre  que  pour  ces  valeurs  de  //,  on  a 

iim  nMi^  ^  L 
„  =  «       «  log«  (J. 

Posons 

la  fonction  ¥.,Ç^^y)  comprenant  tous  les  termes  de  la  fonction  ¥(^,y) 
dont  les  indices  vérifient  les  relations  (i4)  et  ceux-là  seulement 
et  F,(^,  y)  étant  la  somme  des  termes  de  F(^,j)  qui  n'entrent  pas 
dans  F.j(^,  y).  La  fonction  F,(^,  y)  est  d'ordre  apparent  a  et  à  crois-- 


■^2  •)•     SlItE. 

sance  irrégulière,  car  tous  les  termes  de  cette  fonction  dont  les  indices 
vérifient  les  relations  (i  4)  sont  nuls  et  que  de  plus  lim     ''   ''"*■  =A  >  i. 

La  fonction  F.^{l,y)  est  d'ordre  apparent  zéro  en  vertu  de  la 
relation  (i  "i  );  par  suite,  d'après  la  remarque  du  n°  5,  F(l,y)  est  une 
fonction  entière  d'ordre  apparent  a  et  à  croissance  irrégulière. 

Gomme  en  tout  poinl  n'appartenant  pas  à  P,  la  fonction  F(x,y) 
est  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  apparent  a  et  à  croissance  régu- 
lière, il  en  résulte  que  les  ensemblts  E  et  P  sont  identiques.  Par  con- 
séquent, l'ensemble  P  ayant  effectivement  la  puissance  du  continu, 
comme  nous  l'avons  remarqué  plus  haut,  il  en  sera  de  même  de 
l'ensemble  E.    " 

« 

18.   Soit  F(./',  )-)   -  y  «n  (•«■).)'"  une  fond  ion  entière  en  ,/■  et)- d'ordre 

/l=:û 

apparent  total  fini  X  et  d'ordre  apparent  u.  et  à  croissance  régulière  par 
rapport  à  j'(a  étant  un  nombre  non  entier).  Désignons  par  r„(x)  le 
module  du  zéro  de  rang  n  de  la  fonction  entière  en  y,  F(x\y). 
Kn  appliquant  la  deuxième  des  propositions  de  M.  E.  Borel,  rappelées 
au  n"  '2  et  la  proposition  du  ii"  l(>,  on  obtient  aisément  le  résultat 
suivant  : 

L'onhx-  d'infiiiiltidr  i/cs  r„(x)  fs/  déterminé  pour  lotis  les poiitls 
du  plan  des  ./■  situés  à  dislanrc  finie,  sauf  au  plus  pour  les  points 
d'un  certain  ensend)le  ponctuel  E  pouvant  avoir  la  puissance  du 
continu  pour  lesquels  il  ne  sera  plus  déterminé. 


Remarque  sur  une  classe  de  fonctions  entières 
de  deux  variables. 

19.  Soi!  <[) {x,  y)  =  ./■•/  -f-  a,  {y)xi-'  +  a,(  j)j:'''--  +...  +  «,,  (j) 
une  fonction  entière  en  x  et  y  d'ordre  apparent  [x  et  à  croissance  irré- 
gulière par  rapport  à  y.  Je  dis  qu'«7  existe  une  infinité  de  cercles 
C,,  . . .,  C„,  . . .  concentriques  à  l'origine  et  de  rayons  indéfiniment 
croissants  sur  chacun  desquels  on  a  à  la  fois 


|r,,(j)|<flr '■'-'•,        |r7,(.v)|<r'IM''  '■ ^,(.7  )  |< ''" ''  '         (r/ : 


o). 
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Désignons  à  cet  effet  par  N(R,  r)  la  fonction  majorante  de  ^{x^y), 
c'est-à-dire  la  fonction  définie  par  la  relation 

i\(  R,  r)  =  Kî  +  A,  (/•)  Rî-'  -h...-i-\.,(r); 

A,(/-)  étant  la  fonction  majorante  de  «,(/),  nous  avons  quel  que  soit  i 

(i6)  A,(/)<i\(R,,r), 

R,  désignant  une  quantité  positiTe  fixe.  La  fonction  <t>(x,  y)  étant  à 
croissance  irrégulière  par  rapport  à  y,  il  en  sera  de  même  de  la 
fonction  N(R,7-),  comme  on  le  vérifie  facilement  en  utilisant  le 
résultat  du  n"  13  de  notre  Thèse.  Par  suite,  il  existera  une  infinité  de 
valeurs  de  r  : 

f'i,     'o '•„,     .-. 

convergeant  vers  l'infini  et  telles  que  Ton  ait 

N{\\„r„)<e'-r''         (o  >o). 

Par  conséquent,  l'inégalité  (iG)  nous  montre  que  l'on  aura  pour 
toutes  ces  valeurs  de  /•„  et  (juel  que  soit  l'indice  i 

■\i{r„)<e'T''         (r,  >o). 
et  comme 

I  «/(.'•)  I^A,(/-), 

il  en  résulte  que  l'on  aura  pour  chaque  point  des  cercles  C„  concen- 
triques au  point  j'  =  o  et  de  rayon  /•,,  (n  —  1,2,  ...,  adinfiniliin)) 

|a,(.))|<el.>r'-         (■r;>o). 

et  cela  quel  que  soit  /. 


Cas  des  fonctions  ¥{x,  y):=x — f(y). 


20.   'èo'il  f{y)  =  '^c„y"  une  fonction  entière  en  y  d'ordre  appa- 

rent  a  et  à  croissance  régulière.  Désignons  par  r„(.r)  le  module  du 
zéro   de   rang   n   de  la  fonction  x—/(y),  ces  zéros  étant  supposés 
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rangés  d'après  la  règle  de  Weierstrass.  nous  nous  proposons  d'étudier, 
comme  application  de  ce  qui  précède,  l'ensemble  E  des  points  du  plan 
des  X  situés  à  distance  linie  p  >ur  lesquels  l'ordre  d'infinitude 
des  r„(x)  n'est  plus  déterminé.  Si  a  est  un  nombre  non  entier,  d'après 
la  deuxième  des  propositions  de  M.  E.  Borel  rappelées  au  n"  2,  cet 
ensemble  E  né  contiendra  aucun  point.  Il  n'en  est  plus  do  même  si  u. 
est  un  nombre  entier,  comme  nous  allons  le  montrer  dans  la  suite. 
Soit  q  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que  -  soit  un  nombre  fraction- 
naire, désignons  par  co  une  racine  <7"'""  de  l'unité  et  considérons  la 
fonction 

=  .r» -(- a,  (y  )x'/-' +  .  . .  +  a,(/) 
-.{c,-x)'i+^b„{x)yi\ 

n  =  l 

les  hn{x)  étant  des  polynômes  en  x  de  degré  q  —  i  au  plus.  Si  i,''„est  le 
coefficient  maximum   de    h„(x),  Je   dis    que    la  fonction    entière 

en  y,  ^(y)  =  V  A'»/"^)  ('^^  d'ordre  apparent  (jl  et  à  croissance  régu- 

Hère.  Admettons  (pie  celte  i'onclion  soit  ou  l)ien  d'ordre  apparent 
inférieur  à  a  ou  bien  d'ordre  apparent  u.  et  à  croissance  irrégulière, 
alors  d'après  le  n"  78  de  notre  Tbèse  et  le  n°  19  du  présent  travail, 
il  existerait  une  iiilinilé  de  cercles  concentriques  au  point  jk  =  o  et  de 
rayons  indéliniment  croissants  sur  cliacun  desquels  on  aurait 

\"Ay)\<e^^^''"'        (■fl>o;  /=i,3.  ...,g). 

Or  ces  relations  sont  impossibles,  puisque  la  fonction  /(y)  est 
d'ordre  ap[)arcnt  p.  et  à  croissance  régulière  (cf.  n"  4).  Il  en  résulte 
donc  que  la  fonction  g  (y)  est  d'ordre  ap[)arenl  t7.  et  à  croissance  régu- 

lière.  Par  suite,  si  nous  posons  j^  =  Y,  la  fonction  i,'(  Y)  =  V  j^',,  Y" 

sera  d'ordre  apparent  -  et  à  croissance  régulière.  Par  conséquent, 
d'après  la  définition  donnée  au  n"  1(>,  la  fonction  4>(:z-,  Y)  sera  une 
fonction   entière  d'ordre  apparent  ^  et  à   croissance    régulière  par 
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rapport  à  Y.  Désignons  par  R„(x)  le  module  du  zéro  de  rang  n  de  la 
fonction  entière  en  Y,  ^{x,  Y).  Comme  -  est  un  nombre  non  entier, 
d'après  le  n°  18,  Tordre  d'infinitude  des  R„(j;)  sera  déterminé  et 
égal  à  -  pour  tous  les  points  du  plan  des  x  situés  à  distance  tlnie,  sauf 
au  plus  pour  les  points  d'un  certain  ensemble  ponctuel  E  pour  lesquels 
cet  ordre  d'infinitude  n'est  plus  déterminé.  Comme  pour  toute  valeur 

finie  de  x,  i\{x)  =  [K{x)]'',  l'ordre  d'infinilude  des  T\„(^)  sera 
déterminé  et  égal  à  -  pour  tous  les  points  du  plan  des  x  situés  à  dis- 
tance finie,  sauf  au  plus  pour  les  points  d'un  certain  ensemble 
ponctuel  E  pour  lesquels  il  ne  sera  plus  déterminé. 

*il.  Inversement,  supposons  que  l'ordre  d'infinitude  des  /■„(';)  soit 
déterminé  et  égal  à  -  pour  tous  les  points  du  plan  des  x,  sauf  au  plus 
pour  les  points  d'un  certain  ensemble  ponctuel  E,  je  dis  que  la 
fonction  /(y)  est  d'ordre  apparent  j.  et  à  croissance  régulière. 
Admettons  que  cette  fonction  soit  ou  bien  d'ordre  apparent  inférieur 
à  UL  ou  bien  d'ordre  apparent  a  et  à  croissance  irrégulière.  Il  existera 
au  moins  une  infinité  de  cercles  concentriques  au  point  j^  =  o  et  de 
rayons  indéfiniment  croissants  tels  que  l'on  ait  sur  chacun  d'eux 

|.i' -/(«'/)  Kt'l-'i""'         {ï)>o;  /=i,2,  ...,v) 

pour  tout  point  x  d'un  cercle  C  concentrique  au  point  x  =  o  et  de 
rayon  R.  Alors  nous  aurons  dans  les  mêmes  conditions 

if  _  , 

d'où  l'on  déduit  que  pour  chaque  point  x  de  C,  la  plus  grande  limite 

de  la  suite  des  nombres  —, — '^-^  est  au  moins  égale  à ('  ),  ce 

7 
qui  est  impossible  puisque,  par  hypothèse,  cette  plus  grande  limite  est 

égale  à  -  pour  un  point  x  au  moins  du  cercle  C.  Cette  contradiction 

'I 
établit  la  propriété  énoncée. 

C)  Cf.  BoREi.,  Leçons  sur  les  fonctions  entières,  p.  iio 
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22.  Il  nous  reste  encore  à  montrer  que  l'enseinble  E  peut  avoir 
effectivement  la  puissance  du  continu.  A  cet  eilet,  nous  considérons 
la  fonction 

y)— ' h  — h-. ..H — h...  /.-„    <  A;  /t  =  o,i,2,  ...), 

1  I  1.2  1  . 2 .  .  .  /« 

les  constantes  k„  étant  choisies  de  telle  façon  que  la  fonction 

iH^;y)  =  ey.r  —  o{y) 

soit  d'ordre  apparent  i  et  à  croissance  régulière  par  rapport  à  y  pour 
tous  les  points  du  plan  des  x,  sauf  pour  les  poiiils  d'un  ensemble 
ponctuel  E,  ayant  ellectivemcnt  la  puissance  du  conlinu,  pour  lesquels 
H(x,^)  est  une  fonction  entière  en  ^d'ordre  apparent  i  elà  croissance 
irrégulière,  ce  (jui  est  possible  (cf.  n°  17).  Nous  supposons  en  outre 
que  la  constante  /i„  ait  été  choisie  de  telle  manière  que  le  produit 
?(y)f(~  y)  ^^^^  d'ordre  apparent  i  et  à  croissance  régulière,  ce  qui 
est  également  possible  d'après  le  n"  20.  Ceci  étant,  considérons 
le  produit 

1'-(.r,Y)r=[e'r.r-o(j)][e-rx-(p(-y)] 

=  x^—[9[y)e-y-{-o{—r)  ey]  +  z>{j)  o(--y) 

as 


Si  ir,,  est  le  coefficient  maximum  de  b„{x),  la  fonction  g{y)=^g„y'" 

n  =  0 

sera  d'ordre  apparent  i  et  à  croissance  régulière,  car  s'il  n'en  était  pas 
ainsi,  on  en  conclurait,  en  appliquant  la  proposition  du  n"  19,  que  la 

fonction 'p(/)ç;(  —  j)  est  à  croissance  irrégulière,  ce  qui  est  contraire 

à  notre  hypothèse.  Par  suite,  la  fonction  g(  Y)  =V  ij--^ Y"  est  d'ordre 

apparent  -  et  à  croissance  régulière.  Si  R„(:r)  est  le  module  du  zéro 

de  rang  //  de  la  toiiclion  entière  on  Y,  V(./;,Y),  Tordi'o  (rinlinilude 
des  \{„(x)  sera  déterminé  cl  égal  à  2  pour  tous  les  points  du  phin 
desx  situés  à  distance  finie,  sauf  au  plus  pour  les  points  d'un  certain 
ensemble  ponrlucl  l-'.  pour  lesquels  il  n'est  plus  déterminé.  Je  dis  que 
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cet  ensemble  E  a  efTectivcment  la  puissance  du  continu.  Il  suffit  pour 
cela  de  montrer  que  tout  point  x  ^=  a  de  E,  fait  partie  de  I'].  La 
fonction  H(a,y)  étant  d'ordre  apparent  i  et  à  croissance  irrégulière, 
il  existe  une  infinité  de  cercles  concentriques  à  l'origine  et  de  rayons 
indéfiniment  croissants  sur  chacun  desquels  on  a 

|H(r7,j)|<el.vl^"\         |||(.,,  _,•)!<  el^l^-'         (r;>o). 

Par  suite,  nous  aurons  pour  une  infinité  de  cercles  concentriques  au 
point  Y  =  o  et  de  rayons  indéfiniment  croissants  : 

|'r(«,Y)|<6'ivi5-'''         {r;'>o). 

11  en  résulte  que  l'ordre  d'infinitude  des  R„(a)  n'est  pas  déterminé. 
Donc  l'ensemble  E,  est  une  partie  aliquole  de  E. 

Les  zéros  de  la  fonction  entière  en  y,  H(x-,r),  sont  pour  chaque 
valeur  de  x  identiques  aux  zéros  de  la  fonction  x  —  ^-^-^  =x  —  h(y). 

Si  r„(x)  est  le  module  du  zéro  de  rang  n  de  a;  —  fi(y),  il  s'ensuit,  en 
vertu  de  la  relation  r„(x)-  =  R(.r),  que  l'ordre  d'infinitude  des  r„(x) 
est  déterminé  et  égal  à  i  pour  tous  les  points  du  plan  des  x,  sauf  pour 
les  points  d'un  ensemble  ponctuel  E  ayant  effectivement  la  puissance 
du  continu  pour  lesquels  cet  ordre  d'infinitude  n'est  plus  déterminé. 
De  plus,  d'après  la  proposition  du  numéro  précédent,  la  fonction  à(y) 
est  d'ordre  apparent  i  et  à  croissance  régulière.  Nous  pouvons  donc, 
en  tenant  compte  de  ce  qui  précède  et  du  résultat  du  n"  20,  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Si  /(y)  est  une  fonrlion  entière  d'ordre  apparent  entier  et  à 
croissance  régulière,  l'ordre  d'infinitude  des  r„(x)  est  déterminé 
pour  tous  les  points  du  plan  des  x  situés  à  distance  fi/iie,  sauf  au 
plus  pour  les  points  d'un  ensemble  pontTtuel  Y^  pouvant  avoir  la  puis- 
sance du  continu,  pour  lesquels  cet  ordre  d'infinitude  n'est  plus  déter- 
miné. 

Fia  question  posée  par  M.  E.  Borel  à  la  page  112  de  ses  Leçons  sur 
les  fonctions  entières  est  donc  résolue  dans  un  cas  particulier. 
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S(ir  1(1  propulsât  ion  par  ondes   et  sur   le  problème 

(le  Mayer; 


Par   E.   VESSIOT. 


1.  Les  pages  qui  suivent  se  rattachent  aux  articles  (')  que  j'ai 
publiés  sur  les  conséquences  analytiques  du  principe  d'Huygens 
considéré  comme  définissant  la  propagation  infinitésimale  des  ondes 
dans  un  milieu  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  et  de  nature 
quelconque  ;  et,  en  particulier,  sur  les  rapports  de  cette  propagation 
par  ondes  avec  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  et  des  systèmes  canoniques,  avec  le  calcul  des  variations  et 
avec  la  dynamique  analytique. 

Le  mode  de  propagation  est  défini  quand  on  se  donne  la  forme  limite 
vers  laquelle  tend  l'onde  émise  par  un  ébranlement  produit  en  un 
point  quelconque,  quand  la  durée  de  propagation  tend  vers  zéro  : 
c'est  ce  que  nous  appelons  la  multiplicité  (ronde.  Nous  appelons  o/z</e 
élémentaire  l'homothétique  de  cette  multiplicité  d'onde,  le  centre 
d'homothétie  étant  le  point  ébranlé,  et  le  rapport  d'homothétie  étant  la 
durée  infiniment  petite  dl  de  la  propagation.  Dans  le  cas  général  où  le 
régime  de  la  propagation  est  variable,  ces  multiplicités  d'o'nde  et  ces 
ondes  élémentaires  dépendent  de  l'instant  /  de  leur  émission. 

Dans  les  deu\  premiers  des  articles  rappelés,  j'ai  étudié  les  cas  où 
les  ondes  élémentaires  ont  a;"  '  points  et  cc"~'  plans  tangents.  Dans  le 

('  )  Sur  l'iiUerprélalion  mécaniciue  des  Iranxforniations  de  contact  infini- 
tésimales (finit.  Soc.  math,  de  France,  l.  XXXIV,  190Ô);  Essai  sur  ta  propa- 
gation par  ondes  (Ann.  Ec.  Norni.  sup.,  Z"  série,  l.  XXVI,  1909);  Sur  ta 
théorie  des  multiplicités  et  le  Calcul  des  variations  {Bull.  Soc.  math,  de 
France,  t.  XL,  1912). 
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troisième,  l'étude  du  problème  isopérimctrique  général,  dit  de 
Laf^ranse,  m'avait  couduit  à  considérer  le  cas  où  les  ondes  élémen- 
taires ont  »"  *  '  points,  tout  en  ayant  30"^'  plans  tangents  ;  et  j'avais 
énoncé  seulement  les  résultats,  relatifs  à  ce  cas,  dont  j'avais  besoin. 
Ce  cas  est  le  plus  général,  cai-.  cominc  je  l'avais  déjà  indiqué,  et 
comme  je  le  montre  ici  incidemment,  si  les  ondes  élémentaires  avaient 
moins  de  ce"  '  plans  tangents,  on  n'aurait  plus  affaire  à  un  milieu  dans 
lequel  une  onde  quelconqur  put  se  propager. 

2.   Dans  la  première  Partie  du  présent  travail,  je  reprends  l'analyse 
de  ce  cas  général  :  il  s'agit  même  ici  du  régime  variable,  tandis  que  le 
problème  de  Lagrange  se  rattache  au  cas  du  régime  permanent. 

Le  système  des  ondes  élémentaires  est  fléfini,  au  point  de  vue  ponc- 
tuel, par  un  système  de  (a -h  i)  équations,  qu'on  pont  ramener  à  la 
forme 

(F   (/|  j-,.  .  .  ...r„|c/,r,,  ..  .,,^i'j„)  =  <y^ 

(   F/,  (  <  I  .r,,  .  .  . ,  ,r„  I  d.r c/.r„  )  —  o  [h  — y,  7. a), 

les  premiers  membres  étant  liomogèncs,  de  degré  un,  par  rapport  au\ 
diflërentielles.  I/origine  d'émission  de  l'onde  élémentaire  a  pour  coor- 
données ;r,,  . .  .,  ,r„  ;  l'instant  ou  date  (  '  )  de  l'émission  est  /  ;  un  point 
courant  de  Fonde  élémentaire  a  pour  coordonnées 

œi  +  (/xt,      .  . . ,     x„  4-  d.r„. 

Au  point  de  vue  tangcntiel,  la  multiplicité  d'onde  correspondante, 
considérée  comme  enveloppe  du  plan  variable 


(2)  ^'/,(Sr 


■■^,)  =  i, 


est  définie  par  une  seule  équation 

(3)  G(C\.r,,  .  ..,.r„|7, ry„)  =i, 

(')  Nous  nous  servirons  souvent  de  ce  mol  t/ate.  tloiit  l'emploi  a  élé  proposé 
par  M.  Fonteiiê  (Gcoinctrie  cliriffée,  Paris,  ^ony,  1897,  I^-  7';  l'i'H-  (fcs  Se. 
mat/i.  elp/iys.,  décembre  1906),  et  qui  est  commode  pour  distinguer  les  deux 
acceptions  du  mol  temps,  instant  et  durée. 
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et  c'est  ce  qui  fait  cjuc  les  résultats  actuels  sont  analogues  à  ceux  que 
j'avais  obtenus  autrefois. 

Les  fantillrs-  d'ondr.s,  c'est-à-dire  les  familles  de  nniltiplicités  de  la 
forme 

(4)  <=V(^, u;,) 

constituées  par  les  états  successifs  par  lesquels  passe  une  onde  quel- 
conque dans  sa  propagation,  sont  fournies  par  les  solutions  de  l'équa- 
tion (3),  où  l'on  interprète  y ,  (/„  comme  les  dérivées  partielles 

deV, 

(■>)  '^'-JFi        <>'  =  '•  2 ")■ 

Les  ondes  se  propagent  par  éléments  de  contact,  individuellement 
considérés  ;  chaque  élément  de  contact  se  propageant  de  la  même 
manière,  à  parlir  d'un  instant  donné,  quelle  que  soit  l'onde  initiale  à 
laquelle  il  appartienne  à  cet  instant.  L'ensemble  des  positions  succes- 
sives que  prend  ainsi  un  élément  de  contact  quelconque,  avec  les  dates 
de  ces  positions  successives,  correspond  à  une  cdraclcrislique  ([uel- 
conque  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (3).  Les  variables  x\, ...,  x„  ; 
y, ,  . . . ,  y„  sont  alors  interprétées  comme  les  coordonnées  homogènes  de 
Télément  de  contact  constitué  par  le  point  (.r,,  . . .,  x„)  et  le  plan  (a). 

Le  système  différentiel  des  caractéristiques 

(6,       .,„=g,«.  .,„  =  -(*i  +  „f),«         „■=...» 

se  présente  de  lui-même,  comme  définissant  la  transformation  infini- 
tésimale qui  correspond  à  la  propagation  pendant  le  temps  infiniment 
petit  dl,  à  partir  de  l'instant  /,  transformation  dont  le  symbole  s'écrit, 
avec  la  notation  du  crochet  de  Poisson, 

(7)  Ti:=f  +  [G.i]. 

i^uanl  kld  propagatiu/i  Jinic,  entre  deux  instanls  (juelconques  /„ 
et  t,  elle  a  son  expression  dans  une  Ivansformalion  de  contact;  de 
sorte  que  le  principe  des  ondes  enveloppes  peut  s'appliquer  à  la  pro- 
pagation au  sens  fini  du  mot,  sous  la  forme  la  j)Ius  générale,  et  non  pas 

Juiirii.  de  Malli.  ( <j'  série),  lomc  1\.  —  Kasc.  I,   r;iii.  ^ 
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seuleiiiciU  au  sens  infinitésimal  comme  cola  avail  lieu  par  livpolhèse. 
Ce  résultai  renferme,  comme  cas  particulier,  la  théorie  de  1  intégra- 
lion  dune  équation  au\  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  au 
moyen  des  intégrales  com|)l(''les. 

Dans  le  cas  du  régime  permanent,  la  transformalion  de  contact  en 
(jucslion  ne  dépend  que  de  la  durée  (/  —  /„),  et  est  la  transformalion 
e;énérale  d'un  groupe  à  un  paramètre. 

Dans  le  cas  général  elle  serait  définie,  suivant  la  théorie  de  I^ie,  par 
les  relations  entre  a, .... ,  ./„  ;  X, ,  . . . ,  X„  qui  rcprésentenl  Fondeémise 
par  un  ébranlement  produit,;!  l'inslanl  /o,  au  point  unique(.r|,  ...,a'„), 
dans  létal  de  propagation  où  elle  se  trouve  à  l'instant  /.  Cette  onae, 
dont  Tonde  élémentaire  est  la  foiiue  limite,  pour  (/  —  /„  )  iiiliniment 
petit,  peut  avoir  plus  de  dimensions  que  l'onde  élémentaire,  et  même 
a,  en  général,  x:""'  points.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  où  l'équation  aux 
dérivées  partielles  (3)  est,  comme  disait  Lie,  sefni-liiK'airc,  ou 
pscudo  linéaire,  c'est-à-dire  où  les  courbes  qui  servent  de  supports 
aux  caractérisliques  dépendent  seulement  de  (2//  —  i— y)  para- 
mètres arbitraires  essentiels,  rjue  les  ondes  issues  de  points  sont  des 
multiplicités  à  («  —  i  —  y)  dimensions. 

5.  Au  liiMi  de  laisser  l'ébranlement,  produit  en  un  point,  se  propager 
librement  dans  toutes  les  directions  autour  de  ce  point,  on  peut  ima- 
giner qu'on  le  guide  dans  sa  propagation,  par  exemple  au  movcn 
d'un  tuyau  curviligne  de  section  inliniuient  petite,  dont  on  supposera 
que  les  parois  amortissent  toute  propagation  sauf  dans  le  sens  de  la 
tangente  à  l'axe  du  tuyau.  On  a  ainsi  ce  cpi'on  peut  appeler  la 
pi-opasiation  le  long  d'une  courbe  ;  mais  si  a  ]>  o,  on  ne  peut  choisir 
arbitrairement  ni  la  courbe,  ni  iinslanl  où  rébranlement  passe  en  un 
point  arbitraire  de  la  courbe  ;  car  la  courbe  et  la  date,  à  laquelle  un 
quelconque  de  ses  points  se  trouve  ébranlé,  doivent  satisfaire  au  sys- 
tème (le  Monge  (1),  qui  peut  être  quelconque. 

Parmi  les  solutions  de  ce  système  figurent  celles  qui  sonl  cons- 
tituées par  les  trajectoires  de  la  propagation,  c'est-à-dire  par  le  lieu 
que  décrit  le  point  d'un  élément  de  contact  quelconque  et  par  la  date 
(jui  est  associée  à  chaque  point  de  ce  lieu.  Il  se  trouve  que  ces  trajec- 
toires correspondent   au  ininimuin  de  durée  de  la  propagation  le 
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lon<j;  d'imr  coi/rbe,  entre  deux  points  de  cette  courbe,  rél)ranlenionl 
partant  du  premier  de  ces  points  à  un  instant  donné. 

C'est  à  l'étude  de  ce  problème  de  niiiiiiiniin,  (jui  nesl  (pi'un  énoncé 
pliysique  du  problème  général  du  calcul  des  variations,  relatif  à  une 
seule  variable  indépendante,  désigné  généralement  sous  le  nom  de 
proldèine  de  Muyer,  qu'est  consacrée  la  seconde  Partie  de  notre 
article. 

Dans  la  mise  en  équations,  nous  avons  suivi  la  méthode  employée 
dans  notre  article  sur  le  problème  de  Lagrange  :  elle  est  fondée  sur  la 
représentation  paramétrique 

(6)  r/.r,= -7 — dt  (i—i.2 /t) 

de  l'onde  élémentaire.  On  sait  que  cette  méthode  a,  sur  la  méthode 
classique  d'intégrations  par  parties,  l'avantage  de  ne  pas  donner  prise 
à  l'objection  de  Du  Bois  Reymond  relative  à  l'introduction,  non  jus- 
tifiée, des  dérivées  secondes.  Elle  donne  aussi  la  raison  pour  laquelle 
doivent  intervenir  les  multiplicateurs  de  Lagrange  :  la  propagation  le 
long  de  la  courbe,  dans  le  cas  du  minimum,  correspond  à  la  propaga- 
tion d'un  élément  de  contact  d'onde  dont  l'orientation  se  trouve  pré- 
cisément définie  par  ces  multiplicateurs.  La  mise  en  équations  se  fait, 
du  reste,  indépendamment  de  ces  multiplicateurs. 

Pour  établir  des  conditions  suffisantes  pour  le  minimum,  nous 
avons  fait  usage  de  la  métliode,  équivalente  à  la  méthode  de  ^^  eier- 
strass-Hilbert,  déjà  utilisée  dans  nos  deux  précédents  articles.  Le 
champ  d'extrémales  de  Weierstrass,  et  sa  propriété  de  correspondre  à 
un  Unabhangigkcit  Satz  analogue  à  ceux  de  Hilbert,  se  présentent 
d'eux-mêmes,  tjuand  on  considère  l'élément  de  contact  d'onde  qui  se 
propage  le  long  de  la  trajectoire  considérée  comme  faisant  partie 
d'une  onde  d'étendue  finie  :  les  trajectoires  correspondant  aux  divcis 
éléments  de  cette  onde  constituent  le  champ;  et  la  date  qui  corres- 
pond à  un  point  quelconque  de  l'une  de  ces  trajectoires  étant  une 
solution  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (  j)  s'obtient  par  une 
quadrature  de  dillérentielle  totale  qui  peut  élre  cHectuée  siiixaiil  loiilc 
autre  courbe  ayant  la  même  origine  (datée  de  même),  et  la  même  exlré- 
milé  que  cette  liajectoire. 
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On  esl  ramené  ainsi  à  comparer  les  intégrales  dcdeuxéqualions  dif- 
férentielles de  la  forme 

(7)  (lt  —  ri{t\.r, v„\dx, d.r„). 

prises  le  long-  d'une  même  courbe  située  dans  le  clianip  (et  voisine  de 
la  trajectoire  étudiée),  avec  la  même  valeur  initiale.  Dans  notre  essai 
sur  la  propagation  par  ondes,  nous  avions  inlroduil  TIin  [Mitlièse 
qu'on  avait  affaire  à  des  fonctions  analytiques  :  nous  donnons  ici  une 
méthode  qui  n'introduit  que  des  hypothèses  de  continuité  et  dedériva- 
bililé  inhérentes  au  problème  lui-même. 

La  condition  s'exprime  encore  par  la  concavité  de  Tonde  élémen- 
taire qui  a  pour  origine  un  point  quelconque  de  la  trajectoire,  dans  le 
domaine  de  celui  de  ses  éléments  de  contact  qui  est  parallèle  à  l'élé- 
ment de  coniact  se  propageant  le  long  de  la  trajectoire  :  cet  élément 
de  l'onde  élémentaire  a,  du  reste,  pour  point  de  coniact  le  point  de  la 
trajectoire  cjui  est  infiniment  voisin  du  point  considéré,  dans  le  sens 
de  la  propagation. 

Relativement  au  problème  de  Maycr,  notre  exposition  suppose  que 
la  fonction  F,  dans  les  équations  (i  ),  est  essentiellement  positive  sur 
les  courlies  que  l'on  considère.  Mais  on  pourrait  lever  cette  restriction 
en  ajoutant  à  F  unedifTérentielle  totale  convenablement  choisie,  comme 
nous  l'avons  fail  dans  l'élude  du  problème  de  Lagrange. 


I.  —  Propriétés  fondamentales  de  la  propagation  par  ondes, 

I.  Iniaginoiis  un  milieu  élastique,  de  propriétés  variables  avec  le 
temps/,  remplissant  l'espace  à  n  dimensions,  de  coordonnées  ./■,,  ...,'■„; 
el  admettons  (|ue  dans  ce  milieu  peuvent  se  propager  des  ébranle- 
ments tie  nature  déterminée.  L'ébranlement  produit,  à  l'inslanl  /,  en 
un  point  (r,,  . . .,  ./„),  s'est  transmis,  à  l'instant  (/  -I-  r//),  à  une  infi- 
nité de  [loinls  (./■,+ A./, ,  ...,./■„  + A./„  ).  Prenons  les  homothétifpies 
de  ces  points,   par  rapport  nu  jioinl  origine  (j",,  ...,./•„),  et,  avec  le 

rapport   d'homothétie  i-r)^  nous  obtenons  à   la  limilr,  lnrs(jue  di 

tend  vers  zéro,  la  îiiultipliciti'  d'ondr,  d'origine  (./,,  ,  . .,  ./„  ),  relative 
à  l'instant  /. 
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Soit  M  l'origine  {.r,,  . . .,  /„),  MA  un  vecteur  quelconque,  de  com- 
posantes «I,  . . .,  a„,  issu  de  M.  En  séparant  au   besoin  la  multiplicité 

d'onde  en  arcs  ou  nappes,  on  peut  admettre  que  sur  la  direction  MA, 
il  y  a  au  p/ws  un  point  1'  de  cette  multiplicité,  qui  sera  défini  par  le 


Ml 


rapport  positif  p  =  ^j-r->  et  donné  par  une  équation 

(i)  p  ~  F(<|  J", r„  |r/, r/„). 

les  cjuantités  a,,  . ..,  a,,  étant  liées,  si  la  multiplicité  d'onde  contient 
co""'  ""  points,  par  des  équations  de  condition 

(■'.)  F/,(l\.r, f„|rt, </„)=0  (//  =  !.  2, se). 


Ces  formules  doivent  subsister  si  l'on  change  le  vecteur  MA,  sans 
changer  sa  direction,  c'est-à-dire  si  l'on  remplace  (/,,...,a„  et  p 
par  ///a,, . .  ..  >i)a„  et  mo,  où  ni  est  cm  nombre  /jo.?////"  quelconque. 
Donc  F  est  une  fonction  positive  (  '  ),  positi\eineiil  homogène  par  rap- 
port à  ses  arguments  «,,  . . ,,  «„;  et  les  fonctions  F^  sont  positivement 
homogènes.  Le  degré  d'homogénéité  de  F  est  i  ;  et  Ion  peut  supposer 
cju'il  en  est  de  même  pour  les  Fy,  (-). 

Si  l'on  prend,  pour  point  A,  le  point  P  lui-même,  en  désignant  par 
/>,,  . . .,  [)„  ses  coordonnées  dans  le  système  de  coordonnées,  parallèle 
au  système  général  x,,  . . .,  .'„,  qui  a  le  point  M  pour  origine,  on  a 
p  =  i,etron  obtient  les  équations  de  la  multiplicité  d'onde  sous  la 
forme 

(4)  l'/,i/|'-| '-J/'i /'„}  —  "        (/'==i.". y-). 

2.  Ces  équations  étant  supposées  données,  on  a,  ai/.r  injinininil 
pr lits  près  du  second  ordre  (  ' },  le  lieu  des  points 

(  .r,  -f-  f/.r,,  . . .,  jr„  -4-  dx„  ) 


(')   Au  moins  pour  les  diieclions  que  l'on  aura  à  considérer. 

(^)  Il  n'y  a  rien  là  d'essentiel.  Dans  noti'e  article  du  lUillelin  de  la  Sociélr 
mathématique,  t.  XL,  191  a,  nous  avions  supposé  les  1"/,  de  degré  zéro. 

(')  Pour  plus  de  précision  sur  ce  point,  cf.  notre  article  :  Essai  sur  la  pro- 
pafiatinii  par  ondes  (  Aii/i.   AV.    \orm.  sup.,  3'  série,  t.  \'\\  I.  191K).  p.  '109). 
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auxquels  s'est  transmis,  à  l'inslanl  (7  -i-  f//),  rcbranlemcnt  produit  en 
(r,,  . . .,  x„),  à  rinstanl  /,  si  Ton  reprend  rhomotliélirpic  de  la  multi- 
plicité d'onde,  dans  le  rapport^//,  par  rapport  à  son  origine  (r,,  ...,  :r„_).  ' 
On  obtient  ainsi  Vonde  élèmenlairc,  définie  pai'  les  équations 

(5)  F   (/|.r, .r„|f/.r, d,T„\^dl. 

(6)  F/,(/|x, r„|rf.r, rf.r„)  — o  (/(  —  i . -2.  .  .  . .  a), 

OÙ  c^x,,  . . . ,  dx„  peuvent  être  considérés  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, dans  le  système  de  coordonnées  d'origine  (a-,,  . . .,  .c„). 

Ces  équations,  au  point  de  vue  dilTérentiel,  constituent  un  système 
de  Monge,  qui,  à  part  la  condition  de  signe  imposée  à  F,  et  le  carac- 
tère positif  de  Fliomogénéité  de  F  et  de  F^,  peut  être  quelconque, 
pourvu  qu'il  soit  résoluble  par  rapport  à  dt.  La  variable  /  y  doit  jouer 
en  effet,  un  rôle  spécial. 

Une  solution  quelconque  de  ce  système  est  constituée  par  une 
courbe 

(7)  •î"/=  •■}'/(")         ('■=  I-  2 n). 

et  par  une  correspondance  entre  les  points  do  celte  courbe  et  les 
valeurs  correspondantes  du  temps  / 

(8)  '=^ '}(")■ 

C'est  ce  qu'on  pourra  appeler  une  courbe  datéi'  ('  ).  Nous  désigne- 
rons par  la  lettre  (C)  l'une  quelcon(|ue  de  ces  courbes. 

Une  courbe  (C)  étant  considérée  comme  un  tube  infiniment  mince, 
dont  les  parois  amortissent  instantanément  les  ébranlements  consi- 
dérés, un  ébranlement  produit  en  un  point  ii  =  u„  de  cette  courbe 
pourra  se  propager  dans  ce  tube,  c'est-à-dire  le  long  de  celle 
courbe  (  C  ),  pourvu  qu'il  soit  produit  précisément  à  l'instant 
/„  =  'K^o)-  '-'  '"  formule  (8)  donnera  la  loi  numérique  de  cette  pro- 
pagation. 

Si  cependant  les  équations  ((3)  sont  indépendantes  de  /,  la  courbe(C) 

(')  Ces  couil)es  sali!>f(Jiit  au  svslriiic  (liHVMenllil  nliteiui  en  tliiiiiii;\iit  l  cntie 
les  équalions  (5)  el  (G).  Ce  svslème  roniprend,  en  irûiiéral,  {y.—  i  )  oqualioiis  de 
Monge,  el  une  équation  du  second  ordre.  Il  se  réduit  au  svslème  de  Monge  (6), 
dans  le  cas  parlicuiier  où  /  ne  fi4;Mre  pas  dans  ces  c(|ualions  (6^. 
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sera  capable  de  conduire  un  ébranlemenl  produit  en  un  (juelconquede 
ses  points  à  un  instant  quelconque.  Dans  ce  cas  la  valeur  de  /,  pour 
un  j)oinl  courant  de  la  courbe,  s'obtiendrait  en  intégrant  l'équation 
dilVérentieile  (5),  et  sa  valeur  initiale  sera  arbitraire,  lorsqu'on  se 
donne  la  courbe  elle-même.  Dans  tout  autre  cas,  cette  valeur  /  est 
donnée  sans  intégration  par  Tune  des  équations  (6). 

Observons  encore  qu'il  ne  sera  pas  loisible,  en  général,  de  changer, 
dansles  équations  (i)  et (6),  ^/x-, ,  ...,dx„,  en  —  dx,,  —  ifi\,,  •••,--  di^. 
De  sorte  que  l'ébranlement  ne  pourra  se  propager  sur  la  courbe  fC) 
({ue  dans  un  sens  déterminé.  Analytiquement,  c'est  le  sens  dans  lequel 
doit  varier  u,  dans  la  formule  (8),  pour  que  l  =  •]/(«)  aille  en  croissant  : 
il  résulte,  du  reste,  de  riiypothèse  faite  sur  F  (à  savoir  qu'elle  reste 
positive  pour  les  déplacements  considérés),  que  la  fonction  /  varie 
effectivement  en  croissant  sur  (C  ). 

5.  Supposons,  maintenant,  qu'à  l'instant  /  tous  les  points  d'une 
multiplicité  (S)  soient  simultanément  ébranlés  :  on  a  ainsi  une  o/ide, 
qui  se  propagera,  par  une  nouvelle  hypothèse,  conformément  au  prin- 
cipe iiifinilèsirnal  des  ondes  enveloppes  {*).  Nous  entendons  par  là 
que  l'enveloppe  (S')  des  ondes  élémentaires  issues  des  divers  points 
de  (S),  (à  l'instant  /),  représente,  aux  infiniment  petits  près  d'ordre 
supérieur,  l'état  (S')  de  l'onde  à  l'instant  (/  -+-  dt). 

Le  terme  d'enveloppe  doit  être  pris  ici  au  sens  général  de  la  théorie 
des  multiplicités,  c'est-à-dire  que  les  éléments  de  contact  de  l'enve- 
loppe sont  empruntés  au\  éléments  de  contact  des  enveloppées. 

Cherchons  cette  enveloppe  (2').  Soit,  à  cet  effet,  (a.-,,  ...,  a"„ )  un 
point  quelconque  M  de  (S).   A   un  point  quelconque 

de  l'onde  élémentaire  ([ui  a  ce  point  M  pour  origine  correspond,  par 
les  formules 

(9)  Xi  —  Vic/t        (i  =  i,2 /«), 

un  point  (j;,  -+- F,,  . . .,  x'„-f-  l'„)  de  la  multiplicité  d'onde  (3),  (4).  Kn 

(')  L'A',  lue.  cil.,  \>.   .iog-:']  I'.!. 
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ces  deux  points  hoiiiologues  de  ronde  élémentaire  et  de  la  niiiltiplicilê 
d'onde,  les  éléments  de  contact  sont  parallèles,  et  l'oil  peut  définir  (^  '  ) 
leur  direction  commune  par  les  formules 

(-o)  ^'=^,         ('■  =  '■  ^- «)■ 

où  Ion  pose 

('I)     /(/|.r, rJP, I'„) 

a 

:r  F  (<  1  ,r, r„  I  I', \>„)-^yy.,,  F„(<  I  .r, /■„  |  P, I'„  ). 

/i  =1 

On  peut  ainsi  considérer  (P,,  ...,  P„  ;  Q,,  ...,  ()„)  comme  les  coor- 
données d'un  élément  de  contact  quelconque  de  l'onde  élémentaire;  et 
ces  coordonnées  satisfont  à  l'équation 

n 

L'un  au  moins  de  ces  éléments  de  contact  appartient  a  l'enve- 
loppe (-');  et  nous  réservons  maintenant  la  nolalioi: 

(P„  ...,  P„;  0„  ...,Q„}. 

pour  un  tel  élément.  Alors,  à  toute  variation  (o.f,,  ...,  ox„)  du  point  M 
sur  (S),  correspondent  des  variations  (oP,,  ...,  oP„)  telles,  que  le 
point  de  coordonnées ( a;, -f-  l\t/()  -+-^{x,-h  P,c//)  reste  sur  l'élément 

de  contact  (P,,  . . .,  P„;  (^) ,  Q„),  c'est-à-dire  qui  satisfont  à  la 

condition 

n 

(i3)  ^(^,{da,-\-rj\\.</t)  =  o. 

1  =  1 

Mais,  d'autre  part,  puis(iu('  le  point  (x,  +  P,, i;,  4-  P„)  est  sur 

la  niulli|)licité  d'onde,  il  satisfait  aux  équations  (3)  el(  i),  d'où  l'on 

(')  Pour  ce  qui  concerne  la  Géoniéliie  analytique  des  muitiplicilés,  nous 
renverrons  à  noire  ariicle  du  liiiUetin  de  la  Sociétc  inathéinaliijHe,  l.  XL,  1912, 
plus  •^pécialeniCMl  ici  pai;e  7S. 
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tire,  par  diff'érenlialion,  les  relations 


(>4) 


^(S^--^*')^"     ('—  -.i. 


1=1 


et  en  combinant  ces  relations  on  obtient 

1=1 

ce  qu'on  peut  écrire,  à  cause  des  formules  (lo), 

n 

(,6)  ^[£.^S.,-^i^.oP.)  =  o. 

1  =  1 

En  multipliant  cette  équation  par  d(  et  la  rdrancliant  de  (i''5),  il 
reste 

n 

(.7)  i;(Q'-^^0°"'=" 

Une  telle  équation  a  donc  lieu,  dès  que  la  variation  (o.x,,  . . .,  ox,,) 
se  fait  dans  un  élément  de  contact  de  (S),  contenant  le  point 

(.r,,  ....  x,t). 

Désignons  par  (y,,  ...,  q,,)  les  coefficients  de  direction  d'un  tel  élé- 
ment. Le  résultat  obtenu  équivaut  à  dire  qu'il  lui  correspond  un  élé- 
ment de  contact  de  (S')  tel  que  l'équation  (17)  soit  conséquence  de 
l'équation  de  condition 

n 

(18)  ^7,ôx,  =  o, 

1  =  1 

c'est-à-dire  tel  qu'on  ait,  ///  désignant  un  facteur  convenable, 

)  f 

(19)  'v.><— ^77: ^'< -+-""/'  (/=i,2 n). 

Journ    de  Malli.  (6*  série),  loirie  I.\.  —  Kasc.  I,  iyi3.  7 
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4.  Ces  formules  montrent  d'aljord  (jue,  si  (//  tend  vers  zéro,  cet  élé- 
ment de  contact  de  (!')  tend  vers  l'élément  de  contact  considéré 
de  (S).  Car,  à  cause  de  la  relation  (12),  on  ne  peut  supposer  que  m 
devienne  nul.  Or,  cet  élément  de  contact  de  (!')  est  parallèle  à  un 
élément  de  contact  de  la  multiplicité  d'onde  qui  a  M  pour  origine. 
Donc,  il  ne  peut  y  avoir  propagation  de  l'onde  considérée  que  si  tout 
élément  de  contact  de  (S)  est  parallèle  à  un  élément  de  contact  de  la 
multiplicité  d'onde  correspondante.  Si  donc  on  veut  que  l'onde  ori- 
gine (S)  puisse  être  quelconque,  c'est-à-dire  qu'en  chaque  point  M 
l'orientation  (q^,  ...,  fj„)  de  l'élément  de  contact  considéré  ne  soit 
restreinte  par  aucune  équation  de  condition  (homogène)  entre  ses 
coefficients  (q,^  . . .,  q„),  il  faut  (pie  la  multiplicité  d'onde  ait  des  élé- 
ments de  contact  d'orientation  arbitraire. 

Or,  les  quantités  (Q,,  ...,  (^„)  sont  liées  par  les  équations  qu'on 
obtient  en  éliminant  (  l',.  . . .,  V„)  entre  les  équations  (10)  et  les  équa- 
tions de  condition 

F   (^|.r ,-„|P,.  ...,!>„)=,, 


(20) 

'  lv,(/|a-„  ...,,z„|l', l'„)  =  o  (/(  =  i,2 a). 

Les  équations  ainsi  obtenues  définissent  le  support  tangenliel  (') 
de  la  multiplicité  d'onde.  Une  d'elles  n'est  pas  homogène,  et  peut 
s'écrire  (^) 

(aO  G(<|.r„  ...,.z-„|Q, Q„)  =  i, 

G  étant  homogène,  de  degré  i,  en  Q,,  ..  .,  Q„.  Mais  les  autres,  s'il 
y  en  avait,  pourraient  s'écrire  sous  forme  homogène  en  Q,,  ...,  Q„, 
et  constitueraient  une  limitation  à  la  liberté  d'orientation  des  éléments 
de  contact. 

Nous  concluons  donc  que  la  propagation  n'est  possible  pour  une 
onde  arbitraire  que  si  le  support  tangentielde  la  multiplicité  d'onde 
est  défini  par  une  seule  équation,  c'est-à-dire  si  ce  support  tangen- 
tiel  a  n  —  i  dimensions. 

C'est  ce  que  nous  supposerons  désormais.  Et  nous  supposerons,  en 

(')  Cf.   lUtll.  lie  ta  Soc.  iiial/i.  de  France,  t.  XT-,  1912,  p.  74. 
{■')  Cf.  Ilnd.,  p.  78. 
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outre,  que  les  coordonnées  (x,,  . . .,  x'„;  y,,  .  . .,  ç'n)  de  tout  élément 
de  contact,  considéré  à  l'instant  /,  soient,  par  définition,  liées  par 
l'équation  de  condition 

(22)  G(<|-Z-|, a-„|<7,,  ...,y„):=I. 

i>.  Alors,  quand  dl  tend  vers  zéro,  Q,  tend  vers  q^,  et,  dans  les  for- 
mules'(i9_),  m  tend  vers  i. 

Il  résulte,  de  plus,  des  équations  (10)  et  (20),  que  P,,  ...,  P„ 
sont  alors  déterminés  en  fonction  de  Q,,'  ...,  Q„  ;  on  peut  même 
écrire  les  formules  qui  les  donnent,  quand  on  a  introduit  l'équation  (21). 
Ce  sont  (') 

(23)  F,.=  ^^'^I""---^"IQ Q"^         (.•=,, 2..  ..,«). 

Nous  désignerons  par  /?, ,  ...,/>„  les  quantités  analogues 

(24)  <)G(^|x.,...    ^„|./. y„)  .^__^ _ 

On  voit  alors  que  P,  tend  aussi  vers  pi,  quand  dt  tend  vers  zéro. 

En  définitive,  nous  avons  déterminé  sur  (ï)')  un  élément  de  contact 
qui  tend,  lorsque  di  tend  vers  zéro,  vers  l'élément  de  contact 

(.ri,  ....  .r„;  7,,  ...,q„) 

de  (S).  La  variation  infinitésimale  correspondante  se  déduit  des  équa- 
tions (9),  (19),  en  y  remplaçant  :  X,-  par  dxi,  P,-  par  /?,  +  dpi,  Q,- 
par  qi-\-dqi^  m  par  \  -\- dm^  et  supprimant  les  termes  infiniment 
petits  du  second  ordre.  On  a  donc  le  syslème  de  formules 

(25)  d.Vi^ipidt         (i  =zi,2,  .  .  .,  n), 

(26)  dqi^:: -j—dt-i- (iidrn  (i  ^  1,  2,  .  .  .,  «), 

où _/ doit  désigner  maintenant  la  ("onction 

a 

(27)  f=¥[t\Xi,...,Xn\pi.,...,Pn)  +-^"/./,  F/,(/|a-,,  .  ..,,r„  |/>.,  ..  .,/)„). 

h  =  \ 
(')  Cf.  loc.  cit.,  p.  79. 
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l'our  ne  pas  compliquer  les  notations,  nous  avons  gardé  les 
lettres  A/^  pour  désigner  les  valeurs  limites  des  quantités  représentées 
par  les  mêmes  lettres  dans  les  formules  (lo). 

Enfin,  les  équations  (20)  et  (10)  donnent,  à  la  liniilo, 

(38)  F    {l\.r, jc„\p, /)„)=  I, 

(29)  F/,(/|j-, ^n\Pt /'«)=0  (/(=rl.2 a) 

et 

{3o)  '^'^'d'i         ('"='-2,  ....n). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  dm,  ce  qui  se  fait  en  dilTérentiant 
l'équation 

n 

(3i)  2/),-7,=  i, 

1  =  1 

qui  provient  aussi  de  (12)  par  le  même  passage  à  la  limite.   Cela 
donne 

1=1  1=1 

en  tenant  compte  de  (26)  et  (3o).  Si  l'on  a  égard  aux  équations  (23), 
on  en  tire 

(33)  rf„,^_v^./,,,_y|^.//,, 

^ma  ().r,  ^^  d/>i 

1=1  1=1 

Or  on  tire  encore  des  relations  (28)  et  (29),  en  les  dilTérenliant,  la 
combinaison 

(34)  ^./,H-y^rf..,4-Vf  rf^,^o. 

1=1  i— I 

Il  reste  donc  simplenieiit,  pour  (hn^  la  valeur 
(  35  )  dm  —  ^  dt. 

qui  permet  d'écrire  les  équations  (2G)  sous  leur  forme  défmilive 
(36)  ,/rf.=  (JL  +  ,,_'^y,t  (/=,,2 n). 
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6.  En  résumé,  */  la  propagalion  est  possible,  telle  qu'elle  a  été 
définie  au  moyen  du  principe  de  Huygens,  entendu  au  sens  infinité- 
simal, elle  se  traduit  par  une  variation  continue  des  éléments  de 
contact  de  l'espace,  qui  est  définie  par  les  formules  (25),  (28),  (29), 
(3o),  (36). 

Récrivons  ici  ces  formules,  en  éliminant  les  quantités  auxi- 
liaires/?,, ...,/)„;  et  en  désignant  par/,  ce  que  devient  la  fonction  (27) 
quand  on  y  remplace  les  p^  par  les  dx^.  Nous  avons  le  système  diffé- 
rentiel 


-,«)> 


(37) 

F  (t\ 

\^u 

...,x,^\dXi,  .  . . ,  dx„)  =  dt, 

(38) 

I'a(< 

1^,: 

.  ..  .,x„|rfx,,  ..  ..dx„)  =  o 

(/'  =  !,  2, 

(39) 

•  -,  'Oj 

(4o) 

2,   ...,«), 

avec 

a 

(4i) 

/=F-+-y).,,F,. 

Ce  système  contient  les  oc  inconnues  auxiliaires  X, ,  . . .,  X,,  et  les 
inconnues  j?,,  . . .,  a;,,  ;  ^r,,  . . .,  y„.  Il  est  donc  surabondant,  car  il  con- 
tient (2  n  4- a -1- i)  équations.  Mais  la  relation  (20),  qu'il  entraîne, 
est  vérifiée,  d'après  la  manière  dont  nous  sommes  arrivé  aux  équa- 
tions (36),  dès  qu'elle  se  trouve  satisfaite  par  les  valeurs  initiales 
de  27,.  ...,a7„;  ^,,  ....qnH'i  t.  Elle  disparait  donc  en  fait;  et  après 
élimination  de  A,,  . . .,  a^,  on  doit  obtenir  un  système  de  2  n  équations 
différentielles  du  premier  ordre  k'in  inconnues. 

On  y  arrive  en  se  servant  des  relations  connues  entre  les  équations 
qui  définissent  une  même  multiplicité,  suivant  qu'on  part  de  son 
support  ponctuel  ou.  àe.  ?,on  support  la/i<:;entiel  (').  Le  support  tan- 
gentiel  étant  défini  par  l'équation  (22),  les  formules  (28),  (29)el(3o) 
se  remplacent  par  l'équation  (22)  et  les  équations 

(42)  P'=-X7  ('  =  «,2 ,n), 

(')  Cf.  fîulL  de  la  Soc.  math,  de  France,  l.  XL,  1912,  p.  78-80. 
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et  Ton  a  de  [)lus 

,ri.  à/  dG  df  ÔC,  ,. 

(43)  -T=^= ; — »  ^= 7—  («=  I,  2,   ..  .,  «). 

On  obtient  donc  le  système  dlfTérentiel  cherché  sous  hi  forme  résolue 

, , , .  dx,       dG  . 

(44)  W  =  df^  (*  =  .,......«). 

dqi  dG  dG 

(^^)  W=-d^-'^'^      ('  =  ''^ ")• 

On  peut  le  considérer  comme  définissant  une  transforma/ ion  infi- 
nilésiniale  en  /,  x,,  . .  .,  x„,  q,,  ...,  Çg  qui  est  l'expression  définitive 
de  la  propagation  considérée,  à  savoir 

,,,,  ,„,-      à-f      ^[dG  d^       (dG  dG\d5-\ 


i=i 


On  vérifie  immédiatement  qu'elle  laisse  invariante  l'équation  (22), 
car  on  a  l'identité 

(47)  T(G-0=-^(G-i). 

11  suffit  d'observer  que,  G  étant  homogène  de  degré  unenq,,  ...,  q„, 
on  peut  lui  appliquer  l'identité  d'Euler. 

Comme  on  ne  doit  opérer  que  sur  des  valeurs  des  variables  véri- 
fiant cette  équation  (22),  on  pourrait  encore  substituer  à  la  transfor- 
mation (4^))  1<>  suivante 

,'o         T/--       m-;       ^[àG/d-f  dj\        fdG  dG\dri-\ 

;  =  l 

OÙ  le  second  membre  eslle  crochet  de  Poisson. 

7.  On  démontre  que  la  propagation  est  possible,  en  vérifiant  que 
La  transformation  T  est  une  transformation  de  contact.  Cela  résulte 
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de  ridentité  suivante  (')  : 


(49)  m^'^^')=-wi 


dG 


]>q,o.ri 


Il  résulte  de  plus  de  ce  fait  que  le  principe  des  ondes  enveloppes  est 
vrai^  non  seulement  au  sens  infini lèsiin al ^  mais  au  sens  fini  du 
mot,  et  sous  sa  forme  la  plus  générale  (-).  En  particulier  une  onde 
qui,  à  l'instant  /,  occupait  une  position  (S),  est,  à  uti  instant  ultérieur 
quelconque/',  l'enveloppe  des  ondes  qui  auraient  été  émises  ('),  au 
bout  de  cet  intervalle  de  temps  /  à  t\  par  les  divers  points  de  (S). 

8.  Nous  appelons  faniillc  d'ondes  l'ensemble  des  divers  états 
successifs  par  lesquels  passe  une  onde  dans  la  propagation.  Une  telle 
famille  est  représentée  par  une  équation 

(5o)  t  —  \{x,,  .  ..,  x„). 

Les  éléments  de  contact  de  l'onde  sont,  en  même  temps,  donnés  par 
les  formules 

(oi)  q,=  f/o—  (1  =  1.2,  ....n), 

OÙ  Çg  est  un  facteur  déterminé  par  la  condition  (22).  Posons 
(5.)  G  =  G(v|..,.....-rjg,....g- 

et  nous  obtenons,  à  cause  de  l'bomogénéité  de  G,  la  condition 
(53)  9oCt=i. 

Cela  posé,  nous  allons  exprimer  que  le  système  (5o),  (5i)  admet 


('  )  Le  calcul  de  celle  identilé  esl  indiqué  dans  notre  Mémoire,  cilé  plus  haut, 
des  Annales  de  l'École  Normale,  p.  422. 

(')  C'est  ce  que  nous  avons  expliqué  dans  le  Mémoire  cilé  dans  la  Noie  précé- 
dente, (  p.  ^29).  Nous  y  avons  développé  les  conséquences  de  ce  fait,  au  point 
de  vue  des  théories  d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

(')  Observons  que  ces  dernières  ondes,  dont  les  ondes  élémentaires  donnent 
la  forme  limite,  peuvent  avoir  plus  de  x"-'-»  points.  Cf.  Bull.  Soc.  math.,  p.  i3i. 
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la  Iransforination  T  :  cela  nous  doiinci  a  le  caractère  analytique  des 
familles  d'ondes  (  w). 

En  appliquant  d'abord  la  liansformation  à  l'équation  Cio),   nous 
obtenons  la  condition  nécessaire 


^;g  f)\ 


(54)  ,-y^^  =  o, 

^       '  ^  dq,  dXi 


i   -  1 


ÔG 


qui,  à  cause  de  riioinogénéilé  (de  degré  zéro)  des  dérivées^— >  peut 


s  écrire 


ÔVj       6»V 


.  V    '-"'     "' 

1=1  o  —. — 

c'est-à-dire  siinplcnicnt 

(56)  G(^VU„...,,.„||^,  ...,^)=.,. 

On  voil  alors,  par  (53),  tpie  y,,  doit  avoir  la  valeur  i//i,  cl  que  les 
équations  (5i)  se  réduisent  à 

(57)  q,=  ^  ('  =  1,  2,  ...,«)• 

Or,  si   Ton  applicpie   maintenant  la   transformation  T   aux   écjua- 
tions  (57),  on  obtient  les  équations 

(J.t,  (Jt       -i—J  ij.c,  Oxj  d(]j 

qui  doivent  ètce  des  conséquences  des  écpialions  (5o)   et  (5'j).   Cela 
■  s'exprime  par  les  identités 

,.   ,  ôG  dV       àG      ^    dG       dxj 

qui  sont  des  eoiisé(|ueuces  de  (  )(i). 

Uéqualion  nnx  tlérivèrs  pari  ici  h's  (5(3)  est  donc  la  condilioii 
nécessaire  cl  saj/isanlc  pour  (iiic  l'cqualion  (5o)  soit  celle  d'une 
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famille  d'ondes;  et  les  coordonnées  des  éléments  de  contact  des 
ondes  de  cette  famille  sont  données  par  les  formules  (57). 

9.  Nous  appelons  caractéristique  toute  solution  du  système  cano- 
nique ('\l\),  (4t)i  qui  vérifie  aussi  la  condition  (22).  Une  caractéris- 
tique est  constituée  par  une  courbe  (C),  datée  (cf.  n"  2;,  à  chaque 
point  de  laquelle  est  associé  un  élément  de  contact.  Nous  appelons 
trajectoire  toute  courbe  datée  qui  sert  de  support  à  une  caractéris- 
tique. 

Les  trajectoires  satisfont  au  système  différentiel  qu'on  déduirait  du 
système  (37),  (38),  (39),  (4o)  en  éliminant  les  q^  et  les  X^.  On  peut 
facilement  éliminer  les  g»,,  ce  qui  donne  les  équations 

Ce  système  caractérise  les  trajectoires,  parmi  toutes  les  solutions  du 
système  (5),  (6),  considéré  au  n"  2. 

Remarquons  que  la  détermination  du  mouvement  de  propagation 
qui  est  défini  par  une  famille  donnée  de  multiplicités  d'ondes  équivaut 
à  la  détermination  des  caractéristiques.  Celle-ci  entraîne  par  suite  la 
connaissance  de  toutes  les  familles  d'ondes;  ce  fait  équivaut  à  la 
méthode  d'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  [larlielles  (5G  )  au 
moyen  de  ses  caractéristiques. 

Toute  caractéristique  intervient  dans  la  construction  d'une  infinité 
de  familles  d'ondes;  car  il  suffit  pour. cela  que  l'un  de  ses  éléments  de 
contact  fasse  partie  de  l'onde,  à  l'instant  correspondant. 

Inversement  toute  fauiille  d'ondes  fournit,  par  l'intégration  du 
système 

(6')  ^  =  4.         (-- ") 

[où  G  représente  la  fonction  (Sa)],  une  famille  de  trajectoires 
auxquelles  les  ondes  de  la  famille  sont  dites  transversales.  Les  for- 
mules (57)  achèvent  de  définir  la  famille  des  caractéristiques  corres- 
pondantes, c'est-à-dire  qui  serviraient  à  la  génération  de  cette  famille 
d'ondes.  Les  valeurs  de  a;, ,  . . .,  x„,  l,  pour  chacune  de  ces  trajectoires, 

Jouni.  de  Math..  (6*  série),  tome  IX.  —  Kasc.  I,  igiS  0 
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doivent,  de  plus,  satisfaire  à  l'équation  (5o),  qui  est,  à  cause  de  l'équa- 
tion (06),  compatible  avec  le  système  (61). 
Signalons  enfin  léqualion 


(62)  dt  —  '^qidxr- 


.0, 


combinaison  des  équations  (44),  quand  on  tient  compte  de  Téqua- 
tion  (23),  à  laquelle,  par  conséquent,  satisfont  les  caractéristiques. 


II.  —  Le  problème  de  Mayer. 

10.  On  retrouve  les  Irajectoires  et  les  caractéristiques  de  la  propa- 
gation quand  0/1  cherche  les  courhes  (C)  —  [cf.  n"  *!]  —  le  long  des- 
quelles un  ébranlement  se  propage  le  plus  rapidement.  C'est  ce 
problème  de  minimum,  qui  n'est  autre  que  celui  qu'on  désigne,  dans 
le  Calcul  des  variations,  sous  le  nombre  Aq  problème  de  Mayer  ('), 
que  nous  allons  étudier.  Précisons-en  d'abord  l'énoncé. 

Mous  considérons  une  solution  (7),  (8)  du  système  de  Monge  (5), 
(6),  et  nous  la  faisons  varier  sans  qu'elle  cesse  d'être  une  solution  de 
ce  système,  de  manière  que  la  courbe  (C)  représentée  par  les  équa- 
tions (7)passe  toujours  par  les  deux  mêmes  points  M,,  et  M,,  de  coor- 
données (.r",  . . .,  xl)  et  (.rj,  . . .,  a;,',)  ;  nous  pouvons  supposer  que  ces 
points  correspondent,  sur  les  diflérentes  courbes  ainsi  obtenues,  à  deSw 
valeurs  fixes,  «„  et  «,,  du  paramètre  u.  Nous  supposons,  de  plus,  que 
la  fonction  (8)  garde,  dans  cette  variation,  une  valeur  constante  <„, 
au  point  Mo  ;  et  (juc,  de  M„  en  M,,  /  aille  en  croissant.  Au  contraire 
la  valeur  /,,  qui  correspond  au  point  M,  variera  en  général.  La  diflé- 
rence  (/,  —  /„)  représente  le  temps  que  met  un  ébranlement  produit 
en  Mp  au  temps  /„,  pour  se  propager,  le  long  de  la  courbe  (C),  jus- 
qu'en M,.  Celte  durée  sera  minima  en  même  temps  que  /,  :  et  ce  sont 
les  conditions  de  ce  minimum  qu'il  s'agit  de  chercher. 

-.Nous  chercherons    d'abord    les    conditions  qui  expriment  que   la 
variation  de  <,  est  nulle,  dans  les  conditions  indiquées. 

C)   C/.  IJADAMARD,   Leçons  sur  te  Calcut  des  variations,  l.  I,  p.  29,3. 
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Nous  poserons,  à  cet  effet, 

(63)  4^=--co, 
du 

(64)  —L  —  ^p.  (i  =  i,2, II), 

de  sorte  que  les  variables/?,,  . . .,  p„  ;  a;,,  . . .,  a-„  ;  /  sont  liées  par  des 
équations  de  condition 

(67)  F    («|jc,,   ...,-C„|/),,   ...,/)„)=:  I, 

(68)  F/,(<|.r,,  ...,x„|p,,  ..  .,/*„)  =  o  (/(  =  !,  2,  ...^a). 

Ces  équations  représentent,  en  p,,  . . .,  /?„,  la  multiplicité  d'onde  — 
\cf.  n°  1,  équations  (3)  et  (4)]  —  •  Et,  si  nous  introduisons  l'équation 
qui  en  représente  le  support  tangentiel  —  [c/.  n"  i,  équation  (21)  ou 
(22)]  —,  nous  pouvons  les  remplacer  par  des  équations  paramétriques 
—  [équations  (28)  ou  (24)  du  n°  oj.  Posons,  pour  plus  de  clarté, 

(69)  G'=G(f|x, -ïnl'/i,  —  y„), 

et  ces  équations  paramétriques  s'écriront 

(70)  ^'~Wi      ('="'^'  ■••'")■ 

Comme  les  seconds  membres  sont  homogènes,  de  degré  zéro,  en 
y,,  ...,  y„,  on  peut  considérer  ces  paramètres  comme  complètement 
indépendants  ('). 

Nous  avons  donc,  en  définitive,  des  fonctions  de  m  :  /;  a;,,  . ..,  x-„  ; 
^  ;  Ti  )  •  •  •)  T^i  ''^^^  P**^  '^^  équations  différentielles 
dl 

(72)  ^^'"^  (.  =  .,2,. ..,«). 

(')  Cf.  Bulletin  de  la  Soc.  math.,  t.  XL,  1912,  p.  79-80.  Remarquons  que 
(y?,,  ...,/>„;■/,,  ...,  y„)  sont  les  coordonnées  homogènes  d'un  élémenl  de 
contact  de  la  multiplicité  d'onde,  rapportée  à  son  origine  (x,,  ...,a:„). 
L'expression  générale  des  y,  serait  donnée  par  les  seconds  membres  des  for- 
mules (99);  où  l'on  considérerait  Xo,  X,,  . . .,  ).a  comme  des  fonctions  de  u,  arbi- 
trairement choisies.  Dans  le  calcul  qui  suit,  on  doit  supposer  qu'on  a  fait  un 
choix  particulier,  quelconque,  pour  ces  fonctions  auxiliaires. 
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Leurs  variations  sont,  par  suite,  définies  par  le  système  linéaire 

,5,  dot       ^ 

(73)  TTr^^"' 


du 

( 


7^)        —, =  W-j j-O/  -+-  W  7 r OXj-h  —, OW  -H  W  7,  -5 5 OVy. 

/='  /=■ 

Pour  intégrer  ce   système,  nous  considérons  le   système    homo- 
gène (') 

dUa 


du-""^ 


(75) 


du,        d-G'  v^  ,r-G' 

a«  07, 01  ^^  0-/î à.tj    •' 


/=1 
et,  introduisant  (/z  -f- 1)  solutions,  indépendantes,  de  ce  système, 

(76)  tlk=U,,^  (/.,  /=0,   I,  2,    .  .  .,  rt), 

nous  posons  : 

n 

(77)  0'=2v/»/,o, 

/=o 
n 

(78)  0J?,=2y^„,_.  («=I,2 n). 

1=0 

Nous  obtenons  ainsi  le  système  linéaire  simplifié, 
(79)       ^"'•«7^—°'"' 


(80)  >^"/,,-T—  —  -y-OW  -f-  ',)  >    -r 


0-/J  (i=i,i,  ...,«), 


(')  L'existence  des  intégrales  de  ce  système  suppose  seulement  la  continuité 
des  fonctions  t,  x^,  .  .  . ,  ^„,  de  it,  et  de  leurs  dérivées  w,/), ,  .  . .  ,  />„;  ainsi  que 
la  continuiti;  des  dérivées  de  la  fonction  G  qui  interviennent.  Car  cela  suffit  pour 
que  les  conditions  de  Lipsciiitz  soient  vérifiées  par  les  seconds  uieiiibres. 

On  ne  suppose  donc  pas  que  les  fonctions  t  el  x  aient  des  dérivées  secondes; 
et  le  raisonnement  ne  prête  pas  prise,  par  suite,  à  l'objection  classique  de 
Du  Bois  Rcymond. 

Les  formules  (97  )  montrent,  au  contraire,  que,  pour  les  cjt  tréma  les,  ces 
dérivées  secondes  existent  nécessairement. 
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que  l'on  résout  en  employant  les  multiplicateurs  —  (systèmn  adjoint 
des  U/^^)  —  définis  par  les  relations 

n 

(8')  ^"^A■ '•/,«,  =  £*,/«  (A,ni  =  o,t,i,...,n), 

1=0 

OÙ  £j  ,„  est  égal  à  i  ou  à  o,  suivant  que  k  =  m  ou  k  ^  m. 
On  obtient  donc  le  système  auxiliaire 

V  1=1  /  ;= 1 1=1 

(  l=:o,  r ,  2,  .  .  .,  n). 

De  plus,  d'après  les  formules  (77)  et  (78),  où  le  déterminant  des 
M/,;t  n'est  pas  nul,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
Bt,  ox,,  . . . ,  ox,^  s'annulent  pour  u  ^=^  u^  est  qu'il  en  soit  de  même  des 
Yf.  On  a  donc,  pour  les  variations  ot,  ox•,,^. . .,  ox„,  les  formules 

(  n 

(83)  '="  "" 

I  .-,  n 

\  oXi=^uij  i     Y, du  («■=  I,  2,  .  .  .,  «), 

qui  deviennent,  pour  u  =  i/,,  en  désignant  les  valeurs  que  prennent 
alors  les  fonctions  de  u  par  un  indice  (i), 


(8-1) 


fl 

(o,r,)"l  ==  f  '  V  „^V  Y,  du  {i=i,7.,...,n). 


il.  Nous  avons  donc  à  écrire  que  la  première  de  ces  intégrales  est 
nulle,  pour  tout  choix  des  fonctions  de  u  :  ow,  oy,,  ...,  oy,,,  pour 
lequel  les  n  dernières  intégrales  s'annulent.  Comme  les  quantités 
placées  devant  (/a,  sous  les  signes  d'intégration,  sont  des  formes 
linéaires  en  00),  oy,,  . . . ,  oy„dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  con- 
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n  ues  de  «,  cela  s'expri  me  (')  par  une  identité  —  (en  w,oco,?Ym  ■••>  ^Jn)  —  , 
à  coefficients  constants  Cg,  c,,  . . .,  c„,  où  c^  ne  doit  pas  être  nul, 


n  n 


(88)  r(,+2;^c,-j— =  0, 


(85  )_  V  c,.^  ,.;_•;  Y,  =  0. 

yl=o       1  =  0 

Si  l'on  pose 

(86)  ^ctu',^i  =  c',  (/  =0,  1,2,  ...,n), 

n 

(87)  2c/f/,,„=rC/  (m  =  0.  !,•.>, rt), 

1=0 

celte  identité  se  décompose  en 

n 

V„. 

/  =  1 

n 

De  plus,  les  constantes  c^  se  calculent  en  fonction  des  constantes  cj, 
en  employant  pour  multiplicateurs  les  valeurs  t,,',„  que  prennent  les 
fonctions  V/„,  de  u,  pour  u:=  Uf.  Cela  donne,  en  tenant  compte  des 
formules  (89), 

n 

(90)  c^.  —  ^c',v'ill=zr^'^         {k  =  o,i,2,  ...,n). 

1  =  0 

L'hypothèse  Co  :^  o  se  traduit  donc  par  pj,"  z^  o. 
Enfin  les  formules  (89)  expriment  que  Vg,(>,,  •••,<«  constituent  une 
solution  du  système  linéaire  adjoint   au  système  (yS),  qui  est 

n 

dvn         xri  0'  G' 

1=1 

(')  Cf.  fUilL  de /a  Soc.  niat/i.^  l.  XL,  1912,  p.   120. 
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Nous  obtenons  donc  pour  condition  que  ce  système  adjoint  doit 
admettre  une  (') solution  qui  satisfasse  aux  équations  (88),  (89), 
et  telle  que  la  valeur  de  Vg  ne  s'annule  pas  pour  u  =:  u,. 

12.  Eu  égard  à  l'équation  (71),  le  système  (91),  (92)  s'écrit 

/=! 
n 


Quant  aux  équations  (88)  et  (89),  elles  expriment  que  le  plan  qui 
a  pour  équation,  dans  le  système  de  coordonnées  d'origine  (a:, ,  . . . ,  a;„), 


(95)  2''^' 


-H<'o 


est  langent  à  la  multiplicité  d'onde  au  point  (/?, ,  . .  .,^„  ).  Car,  à  cause 
des  équations  (70),  l'équation  (88)  exprime  que  ce  plan  passe  par  ce 
point,  et  les  équations  (89)  expriment  que  tout  déplacement  de  ce 
point  sur  la  multiplicité  d'onde  est  parallèle  à  ce  plan. 

Au  point  de  vue  des  inconnues  auxiliaires  Pq,  (--,,  . . .,  p„,  ces  équa- 
tions peuvent  donc  se  remplacer  parles  suivantes  : 

n 

(96)  ^l',/J,+  l'„r=0  ((/''péo), 

(97)  Pi^-;^         [G"=G(<|x„ r„lr„  ....(■„)]  (j  =  i,  2,  . . ., /i). 

as  i 

On  peut  alors  se  débarrasser  des  inconnues  auxiliaires  Y/S  car,  en 
comparant  (70)  et  (97),  on  a  les  équations 

(98)  -5^  =  ^         (.  =  ., a,. ..,.), 


(')  Il  peut  arriver  qu'il  en  adinelle  une  infinité,  dès  qu'il  en  admet  une. 
C'est  le  cas  où  l'équation  aux  dérivées  partielles  (56)  admet  moins  de  00*"^' 
caractéristiques.  Cf.  liutt.  de  la  Soc.  math.,  t.  XL,  191a,  p.  110. 
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qu'on  peut  considérer  comme  définissant  les  f,  comme  fonctions  des 
y,,  de  /,  a;,,  . . .,  x„,  et  de  (a  +  i)  variables  auxiliaires  A„,  X,,  . . .,  X^, 
toutes  ces  variables  étant  considérées  comme  indépendantes.  Car  la 
solution  générale  des  équations  (97)  serait 

n 

(99)  ''^^"-0^,-^1.'"^,     (.  =  .,.,...,«), 

et  il  n'y  aurait  qu'à  y  remplacer  les/?,-  par  les  valeurs  (70')  pour  avoir 
les  fonctions  en  question  ('). 

Nous  pouvons  donc  différenlier  les  équations  (98)  dans  cette  bypo- 
thèse,  par  rapport  aux  variables  /,  a;,,  ...,  x-„,  et  il  viendra 


'100) 


-  > (a  z=  I,  2 /i). 


*  =  i 


101)        -t — 5— =  1 — 3 H>,^ — ï^-ï—         (',y  =  i, a.  ...,«)• 

Si  l'on  porte  ces  expressions  dans  les  équations  (9'i)  et  (94),  et  si 
l'on  tient  compte  des  identités  d'Euler,  relatives  aux  dérivées  pre- 
n)ièrcs  et  secondes  de  G  ",  il  reste  simplement  les  équations 

ch'i        ôG"  ,  .  . 

(,03)  lâ-^-ôJ.^''  (^=:.,  2,.  ...«), 

aii\(iu<>lles  il  faut  adjoindre  les  équations  (9()),   (97),  et  les  é(jua- 

tions 

dxi  , .  , 

(io4)  ~dt~P'         ('  =  1,2,  ...,«). 

(jui  résultent  de  (G3)  et  ((34)- 

13.  Les  cxlrémalcs  ai  uni  définies  ne  sont  autre  chose  que  les  Ira- 


(')  Cf.  Bull,  de  la  Soc.  malh.,  t.  XL,  1912,  p.  107. 

Nous  avons  ici,  en  plus,  le  païainèlre  \^  parce  que  nous  opérons  sur  des 
cooi<i()imées  lioinogèiies,  t'o,  (',,.  .  .  ,  c,,,  pour  l'élémenl  de  contact  général  de  la 
inulliplicilé  d'onde,  au  poinl  (/?i ,  .  .  .  ,  /^„),  qu"il  s'agit  de  représenter. 
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jecloires  de  la  propagation;  et  les  inconnues  auxiliaires  f„,  c>,,  . . .,  r„ 
correspondent  à  l'introduction  des  éléments  de  contact  qui  font  de 
chaque  trajectoire  le  support  d'une  caracféristiqur.  11  suffit,  pour  le 
constater,  de  poser 

('o5)  ,,.  =  _g,.,,^         (/  =  i,9 n). 

Cela  supposera  que  v„  ne  s'annule  en  aucun  point  de  lare  de 
courbe  (C)  considéré,  hypothèse  qui  s'était  introduite  déjà  pour 
l'extrémité  de  l'arc.  Géométriquement,  elle  signifie  que  le  plan  de 
l'élément  de  contact  de  la  multiplicité  d'onde  (/?,,  . .  .,p„\  c,, . .  .,  p„) 
ne  doit  pas  passer  par  l'origine,  c'est-à-dire  ne  doit  [)as  contenir  le 
rayon  vecteur  du  point  (/?,,..  .,^„).  Or  ce  rayon  vecteur,  d'après  les 
équations  (io4),  est  la  tangente  à  la  courbe  (C).  La  condition  que 
nous  nous  imposons  est  donc  que  l'élément  de  contact,  associé,  par 
la  mise  en  équations  précédente,  à  chaque  point  de  la  courbe  datée 
(C),  ne  doit  jamais  appartenir  à  cette  courbe. 

Kn  ayant  égard  aux  degrés  d'homogénéité,  on  a,  par  le  changement 
des  variables  (io5), 

,     ^,     dG"       dG         <)G"  ÔG         ,)G"  OG 

On  a,  d'autre  part, 

(.07)  _=_..„__y,_  (,  =  ,,, n), 

et,  par  suite, 

,     n,  ôG  dfh  <)G         ,  .  ^ 

Et,  par  conséquent,  sous  l'hypothèse  faite,  on  obtient  les  équa- 
tions 

d(j!  <9G  (^G 

qui  remplacent  les  équations  (io>.)  et  (io3).  Quant  aux  équations 
(96)  et  (97),  elles  deviennent,  à  cause  de  (io/|), 

,       .  dxi      dG         , . 

Jouin.  de  Matk.  (6*  série),  lome  IX.  —   Fasc.  l,   i<)i3.  9 
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et 

(m)  dl—'^qidxi. 

1  =  1 

Par  comparaison  de  (iio)  el  (iii),  on  retrouverait  enfin  l'oqua- 
tion  ("22),  à  savoir 

(112)  G(/|^,,  . .  .,a-„  |7,,  . .  .,9„)  =1. 

Nous  retrouvons  bien  ainsi  toutes  les  équations  des  caractéristiques 
[c/.  n°9]. 

On  peut  remar(|iier  (|U'^,  y,,  ...,  y„  étant  supposés  calculés,  Fin- 
connue  r„  est  donnée  par  une  quadrature,  au  moyen  de 

et  que  les  v,-  sont  alors  donnés  par  les  équations  (lo.)).  Cotte  inconnue 
t'o  correspond  à  la  quantité  m  (jui  s'était  introduite  aussi  dans  la 
théorie  de  la  propagation  \cf.  n°  3]. 

Sa  valeur  initiale  reste  arbitraire,  et  la  forme  linéaire  de  l'équation 
(ii3)  montre  qu'elle  ne  s'annulera  certainement  pas,  tant  que  ne  se 

produira  pas  la  circonstance  singulière  que  -j—  devienne  infini.  Or 

celte  singularité  est  exclue  déjà,  implicitement,  dans  les  considéra- 
tions des  n°^  6  et  7. 

Observons  enfin  que  si  Cî  était  seulement  positivement  homogène, 
ce  qu'on  [)eut,  dans  certains  cas,  être  obligé  de  supposer,  nos  transfor- 
mations resteraient  légitimes,  pourvu  que  t\,  fui  négatif.  Or  cela  peut 
toujours  se  supposer,  puisque  nous  lui  imposons  la  condition  de  ne 
pas  s'annuler  :  et  que,  d'autre  part,  p^,  w',,  . . .,  i-',,  ne  sont  définis,  dans 
tout  ce  qui  précède,  que  par  des  équations  homogènes,  et,  par  consé- 
quent, à  un  facteur  constant  près. 

14.  //  reslf  à  cxaininer  si  les  trajectoires  correspondent  ejfectii-e- 
incril  à  un  niiniininu  dans  la  durée  de  la  propagation  \cf.  n"  10  |. 
Soit  donc  (T)  une  de  ces  trajectoires  :  Mo  et  M,  deux  de  ses  points, 
datés  /„  et  0,(0,  >  /„);  et  nous  désignerons  par  T  l'arc  de  cette  trajec- 
toire, compris  entre  M„  et  M,,  considéré  indépendamment  des  valeurs 
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de  t  associées  à  chaque  point  de  la  trajectoire,  mais  supposé  parcouru 
de  M„  en  M,. 

Soit,  d'autre  part,  (C)  une  autre  courbe  datée,  de  l'espèce  définie 
au  n°  2,  qui  passe  aussi  en  M„  et  M,,  et  soit  datée  /„  en  M„.  Elle  sera 
datée  /,•  en  M,  ;  et  il  s'agira  d'étudier  le  signe  de  (^  —  0,  )  pour  des 
solutions  (C)  du  système  de  Monge  (5),  (6)  qui  soient  suffisamment 
voisines  de  la  solution  (T).  Nous  représenterons  encore  par  C  l'arc 
géométrique  M^M,  de  (C),  considéré  indépendamment  de  toute  date 
pour  ses  points,  mais  supposé  parcouru  de  M„  en  M,. 

La  date  i,  peut  être  considérée  comme  définie  de  la  manière  sui- 
vante. On  prend  l'équation  différentielle  (5),  c'est-à-dire 

(i  1/4)  cit  =  F{t\x,  .  .  ..a:,,  [dx^ dx„), 

et  on  l'intègre  te  long  de  C,  en  prenant  pour  valeur  initiale  /„.  La 
valeur  finale  que  prend  cette  intégrale  en  M,  est  /, .  Le  mot  d'intégra- 
tion le  long  de  C  signifie  qu'on  remplace,  dans  l'équation  (ii4)i 
X-,,  .  ..,x„  et  leurs  différentielles  au  moyen  des  équations  (7),  c'est-à- 
dire 

(ii5)  a;,=  |,(«)         (1  —  1,2 «), 

qui  définissent  cet  arc  C,  quand  u  varie  en  croissant  de  u„  à  ^^,. 
Comme  du  est  ainsi  positif,  on  obtient  l'équation  différentielle 

(,.b)  _^^  =  F^t\^.iu),....U")\-^^'---'—J^ 

qu'on  aurait  à  intégrer,  avec  la  condition  initiale  /  =  /„  pour  ;/  =  //„. 

De  même,  0,  s'obtiendrait  en  intégrant  l'équation  (ii4)  le  long 
de  T,  avec  la  même  valeur  initiale;  car  (T)  n'est  qu'une  courbe  datée 
(C)  particulière. 

On  peut,  de  plus,  substituer  à  l'équation  (i  i4)  une  infinité  d'autres 
équations  qui  donneront,  pour  le  calcul  de  /,  et  deO,,  les  mêmes 
résultats.  Car  les  courbes  datées  considérées  satisfont  aux  équa- 
tions (6),  à  savoir  : 

(117)  F/,(<|  jTi,  ...,.r„|(/j",,  ...,f/x„)  =0         (A  =  I.  ••«.  ...,3t). 

On  pourra  donc  utiliser,  auJieu  de  (ii4)j  et  de  la  même  manière, 
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toute  équation 

("8)  dl=f(l\.r x„\d.r, dx„), 

OÙ,  comme  |)liis  liant,  --  [  par  cxcm[)lc,  n"  G,  (■qualion(4i  ))  — ,. /"dé- 
signe une  combinaison  linéaire  de  la  forme 

a 

("9)  /=F+2]'/'P/- 

les  A^  étant  ici  des  fonctions  arbitraires  de  x,,  . . . ,  ar„. 

lo.  Nous  allons  transformer  ce  résultat  de  manière  à  faire  intervenir 
les  multiplicités  d'onde.  Soit  M  le  point  de  coordonnées  x^,  ...,a?„; 
et  Q,j.j  la  multiplicité  d'onde  qui  a,  à  l'instant  /,  ce  point  pourorigine. 
Supposons  M  sur  C  ;  et  appelons  P  le  point  où  la  direction  positive 
de  la  tangente,  menée  à  C  en  M,  perce  iî^,,.  Alors  les  équations  (i  i/j) 
et  (iiy)  expriment  que,  si  M  est  daté  /sur  (C),  le  point  P  a  pour 
coordonnées,  quand  on  prend  M  pour  origine,  les  dérivées 

dxi 
('2o)  -7Û~I''  («=1,2,  ...,«)■         (6y.  n«let2.) 

Si  Ton  pose  alors 

('^'^   '"^dijr      ôt^ — —     (.  =  .,2,.....), 

les  quantités  (/;,,..  .,yO„;  y,,  ...,  r/„)  sont,  dans  ce  même  système  de 
coordonnées,  les  coordonnées  d'un  élément  de  contact  (E)  de  Q^_„ 
associé  à  ce  point  P;  ces  coordonnées  étant  assujetties  à  vérifier  la 
relation  de  condition  (')  suivante,  qui  équivaut,  en  eflèl,  à  i^\  i8), 

(122)  V/,,y,  —  ,. 

1  =  1 
Avec  ces  notations,  ri''(]Matinn  (ti8)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

n 

('23)  dt=^  qidXi. 


1^1 


C)  Cf.  Bull,  de  la  Soc  malh.,  t.  XL,  1912,  p.  78. 
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Pour  plus  de  netteté,  nous  désignerons  par 
('2/i)  y,=  K,(/,  II)        (i=  1.  2,  . ..,«) 

les  fonctions  qu'on  obtient  en  remplaçant,  dans  les  formules  (i'-2i), 
les  X(  et  les  r/x,  au  moyen  des  formules  (ii5).  La  date  /,  relative 
à  la  courbe  (C),  s'obtiendrait  donc  par  l'intégration  de  Téquation 

1=1 
avec  la  valeur  initiale  l  =  /„,  pour  u  =  «„. 

16.  Quand  on  applique  ces  résultats  généraux  à  une  trajectoire,  il 
se  présente  deux  particularités  remarquables. 

D'abord,  cette  trajectoire  sert  de  support  à  au  moins  une  caracté- 
ristique, qui  s'obtient  en  adjoignant  à  chaque  point  M  de  la  trajectoire 
un  élément  de  contact,  dont  les  coefficients  de  direction  g,,  ...,  g„ 
satisfont  aux  équations  (44)  et  (  22),  que  nous  récrivons  : 

,     r^  dG         , . 

(12G)  p.—  -~         (<  =  i,2, n), 

(127)  G(/|.r,.  .  .  .,.r„  I7,,  ..  .,fj„)  =  i. 

Elles  entraînent  l'équation  (122).  Or  l'équation  (127)  est  l'équa- 
tion tangentielle  de  fij,,  ;  et  ces  équations  (i2(i)  donnent  le  point  de 
contact  d'un  plan  tangent  quelconque  de  cette  multiplicité  d'onde. 
Nous  avons  donc  ainsi  un  élément  de  contact  (E)  particulier,  qui  se 
trouve  associé  au  point  P  :  il  est  parallèle  à  l'un  de  ceux  que  la  trajec- 
toire est  susceptible  de  transporter,  dans  le  mode  de  propagation 
considéré.  Inversement,  nous  avons  l'interprétation  géométrique  des 
équations  (44)  des  caractéristiques  :  elles  expriment  la  relation  que 
nous  venons  de  définir  entre  la  direction  de  la  tangente  à  la  trajec- 
toire et  celle  de  l'élément  de  contact  transporté,  et  qui  porte  le  nom 
de  Irans^e/salitë  [cf.  i\°  Î)J. 

Il  résulte  de  plus  de  la  condition  auxiliaire  —  ((-•„  ^o)  —,  que  nous 
nous  sommes  imposée  au  x\°  13,  le  fait  que  l'élément  de  contact  trans- 
versal à  la  trajectoire,  qui  lui  est  associé  dans  une  solution  déterminée 
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du  système  canonique  des  caraclérisliqucs,  ne  passe  jamais  par  la  tan- 
gente à  la  trajectoire.  On  peut  donc,  et  c'est  la  seconde  particularité 
annoncée,  introduire  une  famille  d'ondes,  transversales  à  la  trajectoire 
(T)  considérée  —  [cf.  n"  9]  —,  qui  rempliront  un  espace  à  n  dimen- 
sions (£),  dans  lequel  l'arc  T  sera  contenu  tout  entier,  de  telle  manière 
que  par  chaque  point  de  cet  espace  (c)  passe  une  onde  de  cette 
famille,  et  une  seule  (').  Kt  nous  supposerons,  dorénavant,  que 
l'arc  C  lui-même  est  contenu  dans  cet  espace  (C). 
Keprenons  donc  les  notations  du  n^S,  et  soit 

(128)  f  =  V(x,,  ...,x„) 

l'équation  générale  de  cette  famille  d'ondes.  A  chaque  point  M  de 
l'espace  (t),  elle  fait  correspondre  une  valeur  de  /  et  les  quantités 

d\ 

(129)  '''~'d7       ('  =  ''2 «), 

(pii  satisfont  à  l'équation  (127).  Ces  quantités  définissent  une  direc- 
tion d'élément  de  contact,  qui  est  transversale  à  la  direction  corres- 
pondante, dont  les  coefficients  sont  fournis  par  lesformules  (126).  On 
peut  donc  supposer  les  fonctions  ^^àc  x^,  . . .,  j:„,  qui  figurent  dans  la 
formule  (119),  choisies  de  telle  manière  que  les  formules  (121), 
employées  pour  la  courbe  (C),  redonnent  inversement  les  valeurs 
(129),  quand  on  y  remplace  /  par  la  valeur  (128),  et/?,,  . .  .,p„  par  les 
fonctions  de  a;, ,  . . . ,  a;„, 

(i3o)  p,=  Gj,(j~,,  .  .  .,.r„)  («  =  i,2, n), 

obtenues  en  portant  dans  les  formules  (126)  les  valeurs  (128)  et  (129). 
Nous  ferons,  dorénavant,  cette  hypothèse  sur  le  choix  des  fonc- 
tions A^i. 

Relativement  à   l'arc   T    lui-même,    pour   obtenir    la    date   0,    (à 


(')   Bien    entendu,    cela    conslilue    néanmoins    une    hypothèse    nouvelle    sur 
l'arc  T,  puisque  cela  revient  à  supposer  vérifiée  la  condition  de  Jacobi. 
Cf.  Madamard,   Leçons  sur  le  Calcul  des  variations,  t.  I,  p.  36o. 
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laquelle  arrive  en  M,  rébranlement  parti  de  M,  à  l'inslant  t^,  quand 
il  se  propage  le  long  de  T),  nous  aurons,  d'après  les  résultats  du 
n°  li>  à  intégrer,  le  long  de  T,  l'équation  (i23),  où  nous  pouvons 
supposer  les  ^,-  remplacés  par  les  expressions  (129). 

Mais  le  second  membre  étant  alors  la  difTérenlielle  totale  r/V,  on 
obtiendra  aussi  0,  en  faisant  cette  intégration  le  long  de  C.  Cette 
remarque  essentielle  est  la  forme  sous  laquelle  se  présente  ici 
\^Uul>hângigk('il  Satz,  qu'Hilbert  a  mis  en  évidence  dans  la 
méthode,  devenue  classique,  de  Weierstrass. 

17.  Nous  avons  ainsi  introduit,  en  chaque  point  M  de  l'arc  C,  deux 
valeurs  de  /,  l'intégrale  de  l'équation  (i25),  et  la  valeur  de  la  fonc- 
tion V.  Nous  désignerons,  dorénavant,  cette  dernière  valeur  par  0. 
Nous  avons,  par  suite,  deux  multiplicités  d'onde,  ayant  ce  point  pour 
origine,  à  considérer  :  Çl^i  et  iîj.g-  La  direction  positive  de  la  tan- 
gente à  (j  en  ce  point  perce  ilj,i  au  point  P,  dont  les  coordonnées  sont 
données  par  les  formules  (120)  ;  ou,  plus  explicitement,  par  les  l'or- 
mules 

(.3.)  ,,.=  ^^-^^H,(.,,0  (.'=.,.,...,,0. 

Et,  quand  on  associe  à  ces  valeurs  les  quantités  (124),  c'est-à- 
dire 

(i32)  7,=  K,(<,  (/)         ((■=!,  2 n). 

on  obtient  un  élément  de  contact  (E)  de  0^,. 

Mais  ces  formules  sont  absolument  indépendantes  de  ce  fait  que  la 

valeur  de  t  est  particulière.  En  laissant  /  absolument  arbitraire,  elles 

donnent  toujours  un  élément  de  contact  de  O^^^tj  dont  le  point  est  sur 

la  direction  positive  de  la  tangente  à  C.  Car  les  coordonnées  d'un  tel 

.  .  -11  ^'4*/         •  * 

pomt  sont  positivement  proportionnelles  aux  -j- ,  qui  inteivicnnent 

seuls  dans  les  formules  (121)  ;  cl,  par  suite,  les  fonctions  (i3i)et(i32) 
vérifient  identlfpieinent  les  équations  (121).  Comme,  de  plus,  elles 
satisfont  aussi  à  l'équation  (122)  identiquement,  elles  sont  bien  les 
coordonnées  d'un  élément  de  contact  de  O^.,. 
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En  particulier,  les  quantités 
(i33)  p,=  Ht(9,u),        <7,=  K,(a.«)        (£  =  1.2.  ...,«) 

sont  les  coordonnées  d'un  élément  de  contact  (H)  de  £2x,o- 

D'autre  part,  les  formules  (i3o)  et  (129)  donnent,  quand  on  y  rem- 
place les  ./•,•  par  les  fonctions  ^/(w),  des  fonctions  de  u  et  que  nous 
désignerons  par 

(1.34)  />;=ll,(»),  q:=K',{„)  (t  =  l.2,  ...,/l). 

et  qui,  d'après  les  explications  du  n"  l(^,  sont  les  coordonnées  d'un 
autre  élément  de  contact  (H)  de  i2.r,o-  Knfin,  avec  ces  dernières  nota- 
tions, 0  satisfait  à  léquation  différentielle 

'■35)  ^=i'<;<")^ =■<■<"'■ 

18.  Ce  sont  les  équations  (i25)  et  (i35)  qui  vont  nous  permettre 
de  comparer  (,  et  0,.  Mais  quelques  remarques  préliminaires  sont 
indispensables. 

Nous  supposons  que  les  courbes  datées  (C)  et  (T)  ont  un  voisinage 
d'ordre  un.  Donc,  à  cbaque  point  (x,,  . .  .,.r„),  ou  M,  de  C,  et  à  la 
date  t  qui  lui  est  associée,  correspond  un  point  fH,,  ...,  H„),  ou  M', 
de  T,  et  une  date  0,  tels  que  les  dillérences 

(.36)  x,-2„     1-9^     ^-%         ('■=■ ") 

soient  inférieures  en  valeur  absolue  à  un  nombre  positif  donné  t.  A 
ces  points,  M  et  M',  les  formules  (120)  et  (121)  font  correspondre 
respectivement  l'élément  de  contact  (E)  et  (')  un  élément  de  contact 
(E'),  dont  les  coordonnées  différeront  d'aussi  peu  que  l'on  veut,  dès 
que  £  sera  convenablement  choisi. 

Mais  il  résulte  des  explications  du  n°  16  que  Pélémenl  de  contact 
(E')  est  donné  aussi  par  les  formules  (i3o)  et  (129),  quand  on  y  rem- 
place les  Xi  par  les  H,.  lù  il  suit  de  là  (pu-  les  coordonnées  des  éléments 
(E')  et(H')  sontaussi  voisines  (|u'()n  voudra. 

(')   lin  changeant  x,  en  ^,,  el  t  en  0^. 
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Comme  enfin  (E)  et  (H)  onl  des  coordonnées  aussi  voisines  qu'on 
veut,  dès  que  |/  —  0|  est  suffisamment  petit,  nous  concluons,  en  défi- 
nitive, que  les  élémenls  de  cunlacl  (H)  et  (H'),  ([ui  appartiennent 
tous  deux  à  O,  _o,  peuvent  être  supposés  aussi  voisins  qu'on  i^oudra. 

19,  Ce  point  acquis,  considérons  la  différence 

('37)  K(5,  «)-K'(»). 

On  peut  l'écrire 


;'38)  K(0,«)     .-2K',(«)H,{S,«) 


Or  le  premier  facteur  est  positif  ;  car -T-' qui  est  égala  K  (/,«),  est 

positif  le  long  de  (C);  et  il  en  est  de  même,  par  suite,  de  K(6,m), 
puisque  0  est  aussi  voisin  de  /  que  l'on  veut. 
Quant  à  l'autre  facteur,  il  s'écrit 

n 

(•39)  '-^/'-'/n 

1  =  1 

en  désignant,  comme  dans  les  formules  (i33)  et  (i34)  par 
{p,,...,p„\  q,,...,q„)  et  (/>',,  ...,/j;^;  ^',,  ...,  y^,)  les  coordonnées 
des  deux  élémenls  de  contact  (II)  et  (H')  de  Oj.  (,.  Son  signe  est  donc 
lié  à  la  concavité  (')  des  multiplicités  d'onde  Ox,o,  dans  le  voisinage 
des  éléments  (H)  ;  et,  par  conséquent,  par  raison  de  continuité,  à 
celle  des  multiplicités  d'onde  Qç_e,  ayant  pour  origines  les  divers  points 
M'  de  T,  dans  le  voisinage  des  éléments  de  contact  (E'). 

Si  nous  nous  rappelons  —  [cf.  n°  16]  -  que  ces  éléments  (E')  onl 
pour  coordonnées  les  valeurs  de  (pi,  ■  ■  •■, p„\  f/,,  ...,  y„)  fournies  par 
une  caractéristique  ayant  pour  support  la  trajectoire  considérée,  nous 
pourrons  énoncer  le  résultat  suivant  :  La  dij/érence  (i^y)  ne  peut 
être,  le  long  de  C,  que  positive  ou  nulle,  si,  en  chaque  point  de  T, 
et  à  V instant  où  l'ébranlement  passe  en  ce  point,  la  multiplicité 
d'onde  ayant  ce  point  pour  origine  est  concave  vers  son  origine  dans 

(')  Cf.  liullelin  de  ta  Soc.  niatli.,  I.  XL,  1912,  p.  92. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  lome  IX.  —  Kasc.  I,   igiS  I*' 
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le  voisinai^e  de  l'éléinml  de  contact  qui  a  pour  coordonnées  les 
valeurs  de  (p,  =^'  •■  -iPu^  -jf',  y. q,,) données  par  les  équa- 
tions de  la  caractéristique  qui  a  fourni  la  trajectoire  (T). 

rSous  supposorons  celle  coiuiilion  suffisante  remplie. 

Observons  de  [)liis  que,  la  coiicavilé  ayant  lieu,  le  facteur  (i '|i)  ne 
peut  s'annuler  que  si  les  éléments,  de  contact  (H)  et  (H')  corres- 
pondent au  même  point  de  Qj-^^.  Or  les  points  de  ces  éléments  sont 
situés,  l'un  sur  la  direction  positive  de  la  tangente  à  C,  l'autre  .sur  la 
direction  à  laquelle  est  transversale  l'onde  de  la  famille  (128)  qui 
passe  au  point  de  C  considéré.  El  il  est  impossible  que  ces  deux  direc- 
tions coïncident  en  tous  les  points  de  C  ;  car,  s'il  en  était  ainsi,  G 
serait  l'une  des  trajectoires  auxquelles  les  ondes  de  la  famille  (128) 
sont  transversales  —  [c/n°9  et  n"  16J  — .  Or  cela  est  impossible, 
car,  d'après  les  équations  (Gi)  qui  définissent  celte  famille  de  trajec- 
toires, il  en  passe  une  et  une  seule  par  chaque  point  de  l'espace  (t), 
et,  par  le  point  Mj,  d'où  part  C,  passe  déjà  la  trajectoire  T,  qui 
appartient  à  la  famille  considérée,  et  avec  laquelle,  par  hypothèse,  C 
ne  se  confond  pas. 

Donc,  la  différence  (i  ^9^  ncst  pas  nuHr  en  tous  les  points  de  tJ. 

20.   Oci  posé,  considérons  la  diflérence 

(i4o)  \-t~0. 

C'est,  d'après  les  notations  adoptées  au  n"  17,  une  fonction  de  u 
définie  en  tous  les  points  de  C,  c'est-à-dire  dans  l'intervalle  de  «„  à  u^. 
Elle  admet,  dans  tout  cet  intervalle,  une  dérivée  continue  ('),  donnée 
par  la  formule 

(■^■)  ^z=K(/,«)-K'(«). 

qui  résulte  immédiatement  des  équations  (lu  ))et  (i35).  Enfin,  elle 

C)  Celle  coiiliniiilé  su[)|)Ose,  d'après  la  définition  de  la  l'onclion  K,  que  la 
langenle  à  C  varie  d'une  manière  continue.  La  nature  des  raisonnements  qui 
suivent  permettrait  d'admettre  des  disconlinuités  consistant  en  variations 
brusques  de  cette  direction,  en  des  points  isolés. 
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s'annule  pour  u  =  //„,  puisipie  alors  /  et  0  ont,  tous  diMix.  la  valeur  /„. 
Ecrivons  la  formule  {\\'i)  sous  la  forme 

('42)  ^  =  [K(^,0-K(9,»)]  +  [K(9,«)-lv'(M)]. 

et  observons  que,  d'après  l'équation  (i25)  qui  déliuit  Iv(/,  m),  cette 
fonction  possède  une  dérivée  partielle  par  rapporta  ^,  à  condition  seu- 
lement de  supposer  que  les  fonctions  F  et  F/,,  —  [données  au  n"  I|  —  , 

aient  des  dérivées  secondes  du  tvpc-; — r-  On  peut  donc  ijoser 

•'  ^    opi  dt  '  ' 

(i43)  K(/,  (0  — '<(5.")  =  ('  — ^)A, 

A  étant  une  fonction  de  «,  (pii  sera  continue  dans  tout  riiitL-rvalle 
(«„,«,),  que  (/  —  0)  s'annule  ou  non.  En  effet,  tant  que  {l  —  0)  ne 
s'annule  pas,  la  continuité  de  A  résulte  de  celle  de  la  fonction  K  (/,  m), 
et  des  fonctions  /  et  0  de  u.  Si  (/  —  0)  s'annule,  elle  résulte  de  l'ex- 
pression de  A 

(jK(ë.») 

('44  A  =  = '-, 

que  fournit  le  théorème  des  accroissements  finis,  et  dans  latpiellc  0  est 
compris  entre  l  et  0,  pourvu  qu'on  suppose  la  continuité  des  dérivées 
de  F  et  F^  dont  nous  venons  de  supposer  l'existence. 
Nous  écrirons  donc  l'équation  (142)  sous  la  forme 

(.45)  Ê  =  ^^^'^' 

en  désignant  encore  par  U  la  différence  (i3~  ),  qui  est  uue  fonction 
de  u,  continue  aussi,  à  cause  des  hypothèses  précédentes.  De  plus, 
d'après  le  n°  19,  B  est  positive  ou  nulle,  et  n'est  pas  constamment 
nulle. 

De  celte  équation,  en  tenant  compte  de  ce  que  A  s'annule  pour 
pour  u  =  «0,  on  tire,  pour  A,  l'expression 


(i'i6)  A  =  «>'"»        / 


A  (lu 

(lu. 
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qui  montre  que  A  est  positif,  pour  ii^,<:^i/^u,.  En  particulier,  on  a, 
pour  u  =  u,,  la  conséquence 

(f47)  t,—  0,>o. 

Il  est  donc  démontré  que  sous  riiypolhèse  de  la  concavité  des  miil- 
liplicitcs  d'ondr,  précisée  au  n"  19,  la  trajectoire  T  correspond  à  un 
minimum  dans  la  durée,  de  la  propa<<;alion. 
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Sur  une   classe  (T intégrâtes   définies; 
Pvu  IV. -E.  iVÔKLUiVD. 

il  Lunil  {  Suède  ). 


■''    On  connail  le  rùle  qu'a  joiié  la  transformation  d'Eiiler  ('  ) 

y=j'{t-x)'^-U-{i)di 

dans  la  théorie  des  équations  dinércntielles  à  cocflicicnls  rationnels. 
Cette  transformation  se  prête  particulièrement  à  l'étude  de  l'équation 
différentielle  de  Pochhammcr  (°) 

°=«<-'')0-(^T")Q'*^>^-e;'>"<-"£3-... 


^     '  dx"--^        V  '  /  d,r"-'  ' 

Q(j;)  et  R(.x')  désignant  des  polynômes  en  x.  On  doit  à  M.  Jordan  (') 
une  étude  complète  et  très  élégante  des  solutions  de  cette  équation. 

Dans  les  pages  suivantes  nous  allons  nous  occuper  de  deux  classes 
d'équations  aux  différences  finies,  analogues  à  l'équation  différentielle 
ci-dessus.  Nous  allons  former  des  systèmes  fondamentaux  de  solutions 
qui  se  représentent  par  certaines  intégrales  définies  étendues  sur  des 
produits  de  fonctions  gamma.   Des  intégrales  de  cette  sorte  ont  été 

(')  Voir  ScHLESiNGER,  llandbucli  der  Théorie  der  linearen  DiffcreiUial- 
gleickungen,  l.  11,  Leipzig,  1897,  p.  /|o5. 

(^)  Journal fiir  die  reine  11.  angewandte  Mathenuilili,  t.  LXXI,  i8jo,  p.  3i-. 
(■')    Cours  d' Analyse,  l.  ill,  Paris,   1896,  p.  lt\0 . 
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reiicoiiliccs  par  MM.  Mclliii  (')  ol  Pinclierlc  (  -)  qui  s'en  sont  occupés 
à  dilîércnles  reprises.  Ces  auteurs  ont  nolauimenl  fait  voir  le  rôle  que 
jouent  ces  intégrales  dans  la  llu-orie  des  équations  difTérentielIcs 
hypergéoniétriques  d'ordre  supérieur. 

CHAPITRE  I. 

I.   Soit  Q(.t)  un  polynôme  en  x  de  degré  n  et  soit  \\{x)  un  poly- 
nôme dont  le  degré  est  inférieur  à  n.  l'osons 

.        ,    ,       u{x  -\-m)—  it(x) 

0) 

et  considérons  Tcquation  aux  dilTérences  finies  d'ordre  n 

(1)  Q(x)A'',  u{x)  +  ('■''\''\^,,q{J:)^"-,'u{.v) 


-+-(-'t")^^.Q(-^-)A'!7=«(a;)+... 
H(.r)  A:î,  '  u{.r)  +  ('  "^  "  ~  ')a+,  \\{.r)  A^,  '  u{x)+..  . 

H  désignant  iin  paramètre  indépendant  de  x.  Essayons  de  satisfaire  à 
celle  équation  [)ar  uiio  inléi^raie  de  la  forme 

(2)  u(jc)  =■— .  i'\},^'~-^'~'''\v{t)di. 

(  ')  Acla  Societalis  Sciciiliuriim  Fe/i/iicic,  l.  \1\  ,  i885,  p.  353;  l.  \V,  1888, 
p.  i;  l.  X.\.  Il"  7,  i8()5;  l.  \X1,  11°  I,  1896;  l.  XXII,  11°  2,  1897;  '•  ^>^I1I,  n"  7. 
1897;  Acla  mallieniaLica.  l.  VIII,  1886,  p.  87;  l.  IX,  1887,  p.  137;  l.  XV,  1891, 
p.  817;  i.  XXII,  1898,  p.  19;  l.  XXV,  1902,  p.  139;  Annales  Academiœ  Scien- 
liariim  Fennicœ,  l.  I,  série  A,  n"  15,  1909. 

(-)  Hcndiconli  dcl  li.  /st.  Lonibardi,  l.  XIX,  2«  série,  1886;  lîendiconti  délia 
R.  Accademia  dei  Lincei,  t.  I\  ,  1888,  p.  694-700  el  p.  79''--799;  Ginmalc  di 
Malemnticlie,  t.  XXXII,  189'),  p.  0.09-291. 
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i'{l)  étant  une  fonction  de  t  qui  reste  à  déterminer  ainsi  que  la  ligne 
d'intégration.  En  formant  la  différence  finie  d'ordre  5  par  rapport  à  x 
on  trouve 

'   ^  '  2Tïi  J  r(/  — j'  +  .ï  +  I)  ''  ' 

Substituons  ces  expressions   dans   l'équation  (i)   et   remarquons 
qu'on  a 

(3)  Q(0^y^^-"^^^-"-'\---^^-"-^  +  '^A;.  Q(.), 


i=0 


on  trouve 


—  [t  —  a-  +  n)H(t  +  n  —  i)](U  =  o. 

Déterminons  i>{l)  comme  une  solution  de  l'équation  aux  différences 
finies  de  premier  ordre 

(5)  Q{t  +  n)i'{l)~Q{t  +  n  -i)r{t  —  i)  —  n{t.  +  /i  —i)i'(l). 

L'équation  (4)  se  réduit  à  l'équation  suivante 

Choisissons  la  ligne  d'intégration  de  sorte  que  le  premier  membre 
de  celte  équation  ne  soit  pas  altéré  quand  on  remplace  /  par  ^  —  i; 
l'intégrale  (2)  représente  alors  une  solution  de  l'équation  (i).  Dési- 
gnons par  a,,  aj,  ...,  a„  les  racines  de  l'équation  Q{x -h  n)  =  0,  et 
parY,,Y2,  ■•■,yn  les  racincsdel'équation  Q(.c-hl-h n)  =  î{{x+^-i- n  —  i), 
X  étant  la  variable.  On  a  par  liypolhèse 

(5  6/.)     ..(/4-.)= -. (^-^.)(^-«.)--0-^.)   ,( 


<J)(0 


Posons  pour  abréger 

r(i  -h  a,  —  0  •  •  •  1''  '  +  a«  -  0  r(<  -  y.  -  ?  +  '  )  •  •  •  r(  I  -  /„  -  ^  H-  0; 


8o 
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$(/)  est  une  fonction  entière  de  /,  et  la  solution  la  plus  générale  de 
l'équation  (îibis)  est 

-(/)  désignant  une  fonction  périodique  avec  la  période  i.  Posons 
maintenant 

et  supposons  pour  le  moment  qu'aucune  des  différences  entre  les 
nombres  Y,  ne  soit  égale  à  un  entier  positif,  nul  ou  négatif,  ('(f)  est 
une  fonction  méromorphe  admettant  pour  pôles  les  points 

l  +  '/s,    H  +  7.<-f',    H4-ys+2,     .... 

Prenons  pour  chemin  d'intégration  la  ligne  brisée  ABCD,  couipre- 
nanl    à   son  intérieur  les  points  ^ -i- y^,   ^  +  Ys+i,   ^  +  ^^-+-2,   ..., 

i-'ig.  I. 


Hs  I'Ib 


partant  de  l'infini  le  long  de  la  droite  AB  et  y  revenant  le  long  de  la 
droite  CD.  Supposons  que  x  ne  soit  pas  situé  sur  la  demi-droite  qui 
passe  par  les  points  y,,  y,  -H  i ,  y^-l-  2,  ...  ;  on  peut  dans  l'intégrale  au 
premier  membre  de  (6)  déplacer  la  ligne  d'intégration  d'une  unité 
parallèlement  à  l'axe  des  nombres  réels  sans  altérer  la  valeur  de  l'inté- 
grale. L'intégrale  (2)  représente  donc  une  solution  de  l'équation  (1) 
pourvu  qu'elle  soit  convergente.  Pour  déterminer  la  condition  de 
convergence,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  doit  avoir,  pour  £  >  o  , 

Uni  a>(o  ^-'■'^--=0, 
7  tendant  vers  l'infini  le  long  de  la  ligne  d'intégration,  k  étant  égal  à 

A=y, -f-  -/a-t-.  .  .-Hy„—  a,—  o(j  — .  .  .—  a„4^  («  —  i)i  —  «. 

L'intégrale  est  donc  convergente  si  A(k)  <^  o  et  elle  représente  une 
solution  de  l'équation  (i)  cjui  est  holomorphe  pour  toute  valeur  de  x 
non   située  sur  la   demi-droite    (pii   passe   par   les  points  y,,  y,-t-i. 
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Yj-h2, En  donnant  à  j  successivement  les  valeurs  i,  i,  ...,  n,  on 

trouve  n  solutions  indépendantes. 

2.  Examinons  maintenant  le  cas  où  une  ou  plusieurs  des  différences 
entre  les  nombres  y^  sont  des  entiers.  Répartissons  ces  nombres  en 
différents  groupes  de  sorte  que  tous  les  nombres  qui  diffèrent  par  des 
entiers  se  trouvent  dans  un  même  groupe.  Soit  y^,  7^+,,  ...,  ^{s^p  un 
tel  groupe,  où  cliaque  nombre  est  répété  autant  de  fois  (pi'il  ligure 
dans  la  suite  y,,  y.,  . . .,  y„.  Supposons  qu'ils  aient  été  unincrolés  de 
sorte  qu'on  ait 

Au  nombre  y^  correspond  une  solution  i(s(x)  définie  comme  il  a  été 
dit  plus  haut,  par  la  condition  ([u'aucun  des  autres  nombres  qui  se 
trouvent  dans  le  même  groupe  n.'ail  sa  partie  réelle  supérieure  à  y^.  Mais 
les  solutions  qui  correspondent  au\  nombresyj+i , . . . ,  ^[s+p  "^  diffèrent  de 
u,{.v)  que  par  un  facteur  constant.  Pour  obtenir  un  système  fonda- 
mental de  solutions,  nous  déterminerons  dans  le  groupe  de  solutions 
ii/x),  ...,  u,+i(x),  ...,  H;+.^,(.2-)  (]ui  correspondent  aux  nombres  y^,  ..., 
^[s+h  ■  ■  1  Ys+/"  '^'  f'^'iclion  i'jM-i('/  comme  il  suit 

Les  intégrales  ainsi  formées  sont  convergentes  pour  toute  valeur 
de  X  qui  ne  se  trouve  pas  sur  la  demi-droite  passant  par  les  points 
y„  y,  -M ,  y^  +  2 ,  . . . ,  pourvu  que  A  (k)  <  o,  '.'/  elles  représentent  des 
solutions  de  l'équation  (1  )  holomurplu-s  pour  loulc  valeur  de  v  qui 
satisfait  à  cette  condition. 

En  écrivant  l'équation  aux  différences  sous  la  forme 

Po(x)  «(^)  +  P,(.r)  «(,r  -  i) -(-.  .  .4- l'„(.r)  (/(.r  -  «)  =  o, 

on  trouve,  par  un  calcul  facile, 

P(,(.r)  =  Q(a; +-4  +  «)  —  l''('f -H  ? -H»  —  1  )• 

Les  zéros  de  Po(>^)  sont  donc  les  nombres  y,,  Tj>  •  •  •'  Y"-  ^^"  ''"  ^'o"^'^"' 
que  les  solutions  u,(x)  {s  =  1,2, ...,  11)  de  notre  système  fondamental 
sont  des  fonctions  niéromorphes  de  x,  et  que  la  solution  u^{x)  n'ad- 

Journ.  de  Malli.  (()■  série),  loiiie  IX.  —   Kasc.  I,   lyiJ.  I  ï 
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met  d'' autres  pôles  que  les  points  y,,  Yj  -f-  i ,  Yj  +  -» Si  Yi  ne  diffère 

d'aucun  des  autres  nombres  y  par  un  entier  positif,  nul  ou  négatif,  les 
points  Y,,  Yj"*"  '  '  Yi"!"  2'  •  •  •  ^^^^^  ^^^  pôles  simples  de  «,(a?). 

3.   V.n  restant  dans  cette  dernière  hypothèse,  nous  allons  former  un 
développement  en  séries  de  u^{x). 

Notre  intégrale  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la  fonction  sous 

le  signe  dans  les  points  Yj-4-  i,  Y^"*"  ^  +  '  '  Yj"*"  ^  "•"  ^'  •  •  •  '  "^^  '^  vérifie 
sans  peine  à  l'aide  du  théorème  de  Cauchy.  En  remarquant  qu'on  a 

lin,  (.  +  v)r(o=:  n.n -^:(^^^±^, -- (^, 

,=-v  t=_.,{l  +  v  —  i)...{t-k-i)t  v! 

on  trouve 

où 

sin7:(c -i-y.,— 3£,)        sin7:(^ -H  y,— a„) 
n  iï 

la  solution  u^{x)  se  représente  donc  par  une  série  hyper  géométrique . 
Cette  série  est  convergente  pour  toute  valeur  de  x  distincte  des  pôles 
Yi,  Yj+ I)  Y<~*" -'  ■••  pourvu  qu'on  ait  «fi.  (X-)<;o. 

Il  peut  arriver,  |iar  exception,  qu'un  ou  plusieurs  des  nombres 
Y,  -t-  ^  —  a,(i  =  I,  2,  ...,«)  soit  égal  à  un  entier  non  positif.  Soit  — m 
le  plus  grand  de  ces  nouibrcs.  La  série  (7)  se  réduit,  en  ce  cas,  aux  m 
premiers  termes,  les  termes  suivants  étant  égaux  à  zéro.  «,(.a;)est,  par 
conséquent,  égal  à  une  fonction  rationnelle  de  x,  multipliée  par  un 
quotient  de  deux  fonctions  gamma. 

Si  Yi-I-  ^  —  a,  est  un  entier  positif,  Uj(x)  est  identiquement  nul  et  la 
fonction 

7te:t>(Ç-t-Y,-0 


'•.(0  =  *(0 


sin7r(ç  +  y, —  t) 


est  une  fonction  entière  de  /.  Ou  évite  cette  difficulté  en  remplaçant  la 
fonction  v,(t)  par  la  fonction  suivante 

".(0; 


f,\nr.{t  —  a,) 
la  solution  Us{x)  est  alors  différente  de  zéro  et  elle  se  représente  comme 
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plus  haut  par  une  série  de  la  forme  (7)  où  le  terme  général  a  été 
multiplié  par  ( — i)"  pendant  (pie  le  facteur  s'évanouissant  dans  c,  a 
été  supprimé.  Une  remarque  analogue  a  lieu  s'il  y  a  plusieurs  des 
nombres  y^+  ;  —  a,  (/ =:  i  ,  2,  . . .,  n)  qui  soient  des  entiers. 

i.  On  peut  obtenir  un  autre  système  fondamental  de  solutions 
u,(x),  ...,  u^(x)  de  la  manière  suivante.  Répartissons  les  racines  x, 
en  différents  groupes  de  sorte  que  toutes  les  racines  qui  diffèrent  par 
des  entiers  se  trouvent  dans  un  même  groupe.  Soit  a^,  a,+,,  ...,  'x^^^, 
un  tel  groupe  où  chaque  racine  est  répétée  un  nombre  de  fois  égal  à 
son  ordre  de  multiplicité.  Supposons  qu'elles  aient  été  numérotées  de 

sorte  que 

^(«,)<A(a,+,)^...^.'a(as+p). 

Correspondant  à  ces  racines,  nous  définissons  une  suite  de  solutions 
par  les  équations  suivantes: 

■.t-Ki  J    l(t  —  a:-(-i) 

Tï  TT  sin7r(x-t-^  —  0 


,',+,■(  0=«»(0 


{l=o,  I,  ...,  p), 


OÙ  la  ligne  d'intégration  est  une  ligne  brisée  A'B'C'D'  partant   de 
l'infini  le  long  de  la  ligne  A'B'  et  y  revenant  le  long  de  la  ligne  CD' 

Fig.  2. 


D' 

c 

aj., 

"-s 

A 

B- 

qui  comprend  à  son  intérieur  les  points  a^,  a,—  i,  x,—  2, En  dé- 
formant convenablement  la  ligne  d'intégration,  on  voit  que  l'intégrale 
reste  convergente  quand  x  reste  à  distance  finie  des  points  y.„  a,  —  i, 
a^  —  2,  . .  .  pourvu  que  a(A)  <  o.  RHe  représente  une  solution  méro- 
morphe  de  Téqualion  (i),  admcltanl  jjour  [lôles  les  points  a,,  a,  -  i, 
a^ — 2,  ...  et  étant  d'ailleurs  h()lomoi'[)he.  A  chaque  racine  a,  corres- 
pond une  solution  et  ces  solutions  forment  un  système  fondamental. 
En  remarquant  que  rintégrale  est  égale  à  la  somme  des  résidus  de  la 
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fonction  sous  le  signe  d'intégrations  dans  les  points  a^,  a,  —  i,  a, — 2, ..., 
on  trouve  pour  /  =  o  le  développement 

-,    ._      V      r(x— a,  +  v)r(y,+£— a:,  +  v)...r(y„  +  ;  — ot.  +  v) 

v  =  0 

où 

_        siiiûÇç  +  y, —  y.s)        sin-(ç  -f-  y„  —  3t..) 


Cette  série  hypergéométrique  converge  pour  toute  valeur  de  x  diffé- 
rente des  pôles  a^,  a^ —  i,  a^—  2,  . . .  pourvu  que  <?l(/i)  <i  o. 

o.  Il  y  a  quelques  cas  d'exceptions  intéressants  qu'il  convient  d'exa- 
miner de  plus  près.  Sufiposons  qu'on  ait  pour  ^  =  j,  2,  . . .,  n 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cela  arrive  c'est  que 
ll(x-)  =  o.  L'é(jualion  aux  dilTérenccs  (i)  se  réduit  à  son  premier 
membre  qui  doit  cire  idenliquemenl  zéro.  La  fonction  •!>(/)  devient 

1(0—  '^'"^(^~^~yi^        siii:T(<— g  — y„) 

On  peut  donc  définir  un  système  de  solutions  par  les  intégrales  sui- 
vantes : 


U,  (X)   ^   ;     /      ■= ■--    = 


■yS 


où  la  ligne  d'intégration  (]j  est  un  petit  cercle  autour  de  ^-l-Yi  parcouru 
dans  le  sens  positifet  laissant  à  son  extérieur  les  autres  pôles  ^  +  y,,  •••> 
ç  +  Yn-  Ces  solutions  ne  diffèrent  de  celles  définies  plus  haut  que  par 
des  facteurs  constants.  On  vérifie  immédiatement  qu'on  a 

'v^  (;  +  7«-t-«)  Tiç-i-y,— j;  +  i) 

ces  n  solutions  formeul  nu  svsléme  fondamental  poursu  que  les  y, 
soient  distincts.  Mais  si  l'un  a  par  e.\em])le  y,  =  y,  . . .  =  y,,,,  nous 
pouvons,  correspondant  à  ces  lacines,  choisir  les  solutions  suivantes  : 

„  (:r)  =  -^    rr(7--x— Il [i\nr.it-t-y,)V-'dt 

2TuJ,J{l-œ^  I)  rJ"{l-i-y,y"{l-t  —  y,n^,)...{t-l  —  y„) 
(s  -1,2,  ...,/«)■ 
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Dans  le  cas  extrême  où  m  =  n,  c'est-à-dire  où  tous  les  y  prennent 
la  même  valeur,  on  obtient  donc  le  système  fondamental  de  solution 
suivant 


,    ,  I         d"- 


("-*)!  dyr 


r'(yi--^-) 


Li'(yi-+-ç--r  +  Oj 


(S=l,2,    ...,«), 


et  l'équation  aux  différences  se  réduit,  en  ce  cas,  à  l'équation  sui- 
vante : 

i  =  n 

2f  î'*)^t,(-^-ç-7i-'0"A:V«(-r)  =  o. 


6.  Considérons  enfin  le  cas  où  H  est  un  entier.  Si  o>^^—  «,  un 
certain  nombre  des  termes  contenant  uÇx),  A,  «(a;),  dans  l'équa- 
tion (i)  disparaissent. 

On  peut  donc  réduire  l'ordre  de  l'équation  aux  différences  d'une  ou 
plusieurs  unités  et  par  là  trouver  la  solution  générale  de  l'équation  (i). 
Si  ^<;  — «,  l'expression  intégrale  (2)  montre  immédiatement  que //(x) 
est  un  polynôme  en  x.  Si  E  est  un  entier  non  négatif,  les  expressions 
des  solutions,  trouvées  plus  haut,  restent  valables  sans  modifications. 
Mais  on  peut,  dans  ce  cas,  former  une  solution  nouvelle  particulière- 
ment remarquable;  il  va  sans  dire  que  cette  solution  est  une  combi- 
naison linéaire  des  solutions  trouvées  plus  haut.  Soit  d'abord  ^  =  o. 
L'expression  (2)  se  réduit  à 

(8)  „{a:)=-^.   fp^dt. 

^    '  ir.ijt  —  x 

Je  pose  maintenant 

('(0  — 


y^{t-y,-l  +  i)...Y{t  —  y„-l-\-\) 


et  je  prends,  comme  ligne  d'intégralion,  un  petit  cercle  autour  du  point 
t^x,  parcouru  dans  le  sens  positif  et  laissant  à  son  extérieur  les  pcMes 
de  r(/).  V.n  limilanl  convenablement  le  domaine  de  variabilité  de  a-, 
on  voit  (|ue  la  condition  ((5)  est  satisfaite.  On  a,  par  conséquent,  la 
solution  suivante  : 

r(.r  —  gi).  ■  .r  (x  —  a^) 


//(.r) 


Y{x  —  yi  +  \)..A\a;  —  y„+\) 
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Si  ^  est  égal  à  un  entier  positif  m  on  trouve  de  même 

u(a:)= ;   / 


•  X )  [t  —  j;  —  1  ) .  .  . ( /  —  j:  —  m)' 


la  ligne  d'intégration  est  un  contour  fermé  entourant  les  poinls  x, 
x-hi,  ...,  X  +  m  dans  le  sens  positif  et  laissant  à  son  extérieur  les 
pôles  de  vÇt).  Celte  intégrale  pourra  s'obtenir  en  appliquant  à  l'inté- 
grale (8)  l'opération  — f  A"',  ;  on  a  par  conséquent  la  solution  suivante  : 

1  r  T(j-  —  cx,)...T{x  —  c(„)  1 

'       ml     +' [r(x  — y,  — m+i)..  .l(x  — y„  — w  +  i)J 


CHAPITRE  11. 

7.  Tl  y  a  plusieurs  autres  classes  d'équations  aux  différences  finies 
qui  se  placent  à  côté  de  l'équation  (i)  et  qu'on  peut  résoudre  d'une 
manière  analogue.  Considérons  par  exemple  l'équation 


t=2n 


1=0  1=0 

On  suppose  que  Q(x)  et  R(x)  soient  des  polynômes  en  x  respective- 
ment du  degré  n  +  i  et  «  et  de  la  forme 

Q(,r)  =  (ar  — «o)(a-  — a,)...(x  — «„), 
H(x)  =  (x— -/,)(j"  — 7,)...(j7-y,), 

OÙ  les  a  et  les  y  sont  des  constantes  données.  Nous  considérons  pour 
abréger  seulement  le  cas,  qu'on  pourrait  appeler  général,  où  les  y  et 
les  a  sont  distincts  et  où  aucunes  des  difl'érences  entre  ces  nombres  ne 
sont  des  entiers.  l">ssayons  de  satisfaire  à  celte  équation  par  une  inté- 
grale de  la  forme 

v(t)  étant  une  fonction  à  déterminer  qui  soil  indépendante  de  a-.  En 
substituant  celle  intégrale  dans  l'équation  (9)  on  trouve,  en  vertu 


de  (3), 
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^/r(7^r^[Q(0-('— )R(^-0]./^^o. 


Déterminons  *(^)  comme  une  solution  de  l'équation  aux  différences 
finies  du  premier  ordre    • 

La  condition  (i  i)  se  rédiiil  à  l'équation  suivante 

(.3)  f  HnQ{t)  ^,^r"(^--')Q(^-')^,. 

J    V(t  —  a:  +  i)  J  T(t-J^) 

L'intégrale  (lo)  satisfait  donc  à  l'équation  (9)  si  i'(/)  est  une  solu 
tion  convenablement  clioisie  de  l'équation  aux  différences  (12)  et  si  le 
chemin  d'intégration  a  été  choisi  de  sorte  que  la  valeur  de  l'intégrale, 
qui  figure  au  premier  membre  de  (i3),  ne  soit  pas  altérée  quand  on 
déplace  le  chemin  d'intégration  d'une  unité  parallèlement  à  l'axe  des 
nombres  réels.  On  a 

,.o^_^(^-«o)^(<-a,)■■■^(<-a„)^ 

■:r(<)  étant  une  fonction  périodiiiue  avec  la  période  i.  Soit  s  un  des 
nombres  i,  2,  ...,  «.  Posons 


n{l) 


sinr.{t  —  ys) 


et  prenons  pour  ligne  d'intégration,  un  contour  ABCD  (Jig.  i)  com- 
prenant à  son  intérieur  les  points  y^  -l-  i,  y^-l-  2,  Yi+  3,  ...  et  laissant 
à  son  extérieur  les  pôles  a„,  a,,  .  ..,  a„.  L'intégrale  ainsi  définie  est 
convergente  pourvu  que 

ia(^)  <  A(oco+  a|  +  .  .  .-t-a„— y,  — .  .  .  — y„). 

et  elle  représente  dans  ce  demi-plan  une  solution  de  ré([ualion  (9) 
que  nous  désignons  par  Us(x).  il  est  facile  de  développer  celte  inté- 
grale en  série  de  facultés.  La  valeur  de  l'intégrale  est,  en  effet,  égale  à 
la  somme  des  résidus  de  la  fonction  sous  le  signe  pour  les  pôles  y,  4- 1, 
y^_f_2,  y^-l-S,  ....    Notre   solution  se  représente  donc  par  la  série 


88  N.-E.     >"OIîLl'Nn. 

hypergéométrique 


r  \  — V     r(y,— ao  +  v)r(y,—  g|  +  v)..  .Try,— a„  +  v) 
"'^    ''  "^  riy.-.^-  +  V  +  i)r(y.,-  ■/■  + V). .  .riy,-  y„+  v 


(]ui  est  convergente  dans  le  même  demi-plan  que  l'intégrale.  Des  pro- 
priétés connues  des  séries  de  facultés  permettent  de  conclure  qu'on  a 

unifoi-iuément 

lim    ï{ys —  X  -t-  2)«s(^-)  =  cf>nsl., 

X  tendant  vers  l'infini  en  restant  à  l'intérieur  du  demi-plan  de  conver- 
gence. 

En  donnant  à  s  successivement  les  valeurs  1,2,...,  //,  on  obtient 
n  solutions  diflérentes.  La  propriété  asymptotiquc  susdite  permet 
immédiatement  de  conclure  que  ces  solutions  lornienl  un  système  fon- 
damental de  solutions. 

Dans  un  Mémoire  inlitulé  :  Sur  ii/ic  classe  de  fonctions  liypergco- 
métriqucs  ('),  j'ai  discuté  le  cas  particulier  où  «  =  2,  et  montré 
comment  on  peut  prolonger  analytiquement  les  solutions  dans  tout  le 
plan.  Les  équations  (i)  et  (())  rentrent  d'aillctirs  comme  cas  particu- 
liers dans  deu.x.  classes  générales  d'équations  aux  dilTcrenccs  finies  que 
j'ai  discutées  avec  détails  dans  deux  autres  Mémoires  en  me  servant 
respectivement  do  la  transformation  de  Laplace  (-) 


u{a;)=  il''-'  i'(t)d/. 


et  des  propriétés  des  séries  de  facultés  (^).  On  trouve  indiquées,  dans 
ces  Mémoires,  les  propriétés  analytiques  les  plus  importantes  des  solu- 
tions considérées  plus  haut. 

(  '  )  /iulletùi  de  l' Académie  royale  des  Sciences  et  des  Lettres  de  Danemark, 
Copenhague,  igiS. 

(-)  Sur  les  équations  linéaires  aux  différences  finies  à  coefficients  ration- 
nels (Acta  matlienialica,  I.  XXXVII,  igiS. 

(')  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  par 
des  séries  de  facultés  [fiendiconti  del  Circolo  niatematico  di  l'alernio. 
t.  XXXV,  igiS. 
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Su/'    le    dianiagnétisinc , 


Pau  Pierre   DUHE3I. 


INTRODUCTION. 

L'étude  thermodynamique  des  corps  diamagnétiques  a  suscité  un 
certain  nombre  de  paradoxes  embarrassants. 

Dès  1888,  nous  avions  annoncé  que,  lorsque  l'équilibre  magnétique 
est  établi  sur  un  corps  diamagnétique  placé  en  présence  d'un  aimant 
permanent,  le  potentiel  interne  du  système  n'est  pas  toujours  un 
minimum;  nous  avions  attiré  l'attention  sur  quelques  conséquences 
étranges  qui  paraissaient  découler  de  cette  proposition. 

Vax  1889,  M.  J.  Parker  montrait  qu'à  l'aide  d'un  corps  diamagné- 
tique, on  peut  réaliser  un  cycle  isothermique  fermé  durant  lequel 
les  actions  extérieures  effectuent  un  travail  négatif,  tandis  qu'une 
proposition  bien  connue  de  Clausius  exigerait  que  ce  travail  fût  nul 
ou  positif. 

En  1889,  à  la  suite  du  travail  de  M.  Parker,  nous  reprenions 
la  proposition  (jue  nous  avions  établie  l'année  précédente  et  nous 
en  tirions  ce  corollaire  que,  sur  un  corps  diamagnétique,  l'équi- 
libre magnétique  pourrait.êlre  instable;  nous  étions  amenés,  par  là,  à 
penser  que  l'existence  de  corps  diamagnétiques  est  une  impossibilité 
physique;  nous  proposions  de  reprendre  une  supposition  due  à 
Faraday  et  à  Edmond  Becquerel  :  le  diamagnétisme  serait  une 
apparence  qu'offrent  certains  cor[)S  moins  magnétiques  que  le  milieu 
où  ils  sont  plongés. 

Quelques  semaines  avant  la  publication  de  notre  note,  dans  une 
lettre  à  E.  Cesàro,  lettre  dont,  alors,  nous   ignorions   l'existence, 
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E.  Bellrami  formulait  celle  proposition,  qui  n'est  d'ailleurs  pas 
exacte  :  L'équilibre  d'aiuianlalion  sur  uu  corps  diamagnétique 
correspond  toujours  à  un  uiaxiiuuni  <lu  polcnlicl  interne.  De  cette 
proposiliou  il  déduisait,  au  sujet  de  l'iuslabilité  de  l'équilibre  diaiua- 
guétique  et  de  l'impossibilité  du  diamagnétisme  véritable,  des  consé- 
(pi(>nces  semblables  de  tout  point  à  celles  ([ue  nous  allions  forniulcr 
peu  de  jours  après. 

Ces  diverses  recbcrches  semblaient  concourir  à  celte  conséquence, 
importante  au  point  de  vue  de  la  Pbysique  :  Le  diamagnétisme  ne 
peut  se  rencontrer  dans  la  nature;  pour  expliquer  le  diamagnétisme 
apparent,  il  est  nécessaire  de  recourir  à  l'iiypolbèse  de  Faraday  et 
d'Iulmond  Becquerel. 

Or,  aujourd'liui,  nous  croyons  pouvoir  affirmer  que  toutes  les 
objections  élevées  contre  l'existence  des  corps  diamagnéliques  repo- 
saient sur  un  fondement  dénué  de  solidité;  les  déductions  qui  parais- 
saient les  juslillerse  raltacbaicnl  toutes  à  une  manière  incorrecte  de 
raisonner  sur  le  maguélisuie;  ou  ])ensait  pouvoir  traiter  du  mouve- 
ment du  magnétisme  sur  un  corps  en  faisant  abstraction  des  courants 
éleclii(pies  dont  ce  corps  est  le  siège;  c'était,  assurément,  une  suppo- 
sition illégilime;  tout  raisonnement  correct  sur  le  mouvement  du 
magnétisme  (et  les  problèmes  de  stabilité  d'équilibre  sont  des  pro- 
blèmes de  mouvement)  exige  qu'on  recoure  aux  lois  de  l'Électrody- 
namique  et  de  l'Electromagnétisme;  l'emploi  de  ces  lois  a  tôt  fait  de 
montrer  l'inexactitude  des  raisonnements  qui  prétendaient  s'en 
passer,  et  de  faire  évanouir  les  propositions  paradoxales  auxquelles 
ces  raisonnenients  avaient  conduit. 

Le  présent  travail  a  pour  objet  de  prouver  ce  (juc  nous  venons 
d'énoncer. 

CHAPITllI':  I. 

L'iNSTAnn.nf:  nr  diamagnétisme,   déduite  de  la  considéiiation 

DU    POTE^TnîI,    INTKniSE. 

I.  Soient  : 

(•■'■(  1^1)  -i)  i'"  |>i>int  d'un  corps  aimanté; 

A,,  B,,  C,  les  composantes  de  raimantalion  en  ce  point; 
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des,  un  élément  de  volume  entourant  ce  point; 

(x,y,  z)  un  point  quelconcjue  de  Fcspacc; 

/•  la  distance  mutuelle  des  deux  points  (a-, y,  -),  {x',,y,,  z,). 

La   fonction    potentielle    magnétique   au    point  (x,y,z)    est    la 

quantité 

/         I  I 


où  l'intégration  s'étend  au  volume  entier  du  corps  aimanté  que  l'on 
considère. 

Considérons  un  espace  en  tout  point  Çx,y,z)  duquel  des  corps 
immuables,  extérieurs  à  cet  espace,  engendrent  un  champ  magnétique 
de  composantes  données  L,  M,  N.  En  cet  espace,  plaçons  un  corps 
susceptible  de  s'aimanter.  Ce  corps  sera  dit  parfaitement  doux  si 
l'aimantation  qu'il  prend  en  cette  circonstance  vérifie  la  loi  suivante  : 

Si  aib  est  l'intensité  d'aimantation  au  point  {x,y,  z)  du  corps 
aimanté,  A,  B,  C  les  composantes  de  cette  aimantation  et  T  la  tempé- 
rature au  même  point,  il  existe  une  fonction  magnétisante  K(3T0,  T) 
telle  qu'on  ait 

I    A  =  K(0..,T)(L-.g 

(2)  ;  B  =  K(.m,T)(^M-£^j, 


C  =  K(31l.T)(^N-e^). 


£  est  un  coefficient  positif  dont  la  valeur  dépend  de  l'unité  choisie 
pour  mesurer  les  intensités  d'aimantation. 

Lorsque  la  fonction  magnétisante  K(3H,T)  est  positive,  le  corps 
est  dit  magnétique;  il  est  dit  dianiagnétique  lorsque  cette  fonction 


est  négative. 


Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  bornerons  au  cas  simple  où  la 
fonction  magnétisante  ne  dépend  pas  de  l'intensité  d'aimantation  311 . 
En  outre,  nous  n'aurons  pas  à  faire  varier  la  température  T.  La  fonc- 
tion magnétisante  K(;in,T)  se  réduira  alors  à  un  coefficient 
d'aimantation  K,  constant,  positif  pour  un  corps  magnétique 
et  négatif  pour  un  corps  dianiagnétique. 
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0'-'-                  d^l 

AA' 

'       1    \B'         ' 

d.vdx'    '   '        (Jxdj' 

<;'  -                    t)-  - 

BA' 

.  .'''+BB'    ;■, 

0-  -                  i)-  - 

r.\' 

:  .+CM' .  '■, 

J'I 


d'-- 

BC'.       '" 


(Jvd::' 


ôzd.r'  dzdy'  dzdz'  J 

OÙ  chacune  des  deux  intogralions  s'étend  à  lainiaiit  loiil  entier,  prend 
le  nonn  de  potentiel  de  la  distribution  magnétique  sur  elle-même. 
On  démontre  aisément  (|ue  cette  qnantité  pent  se  mettre  sons  la 
forme  : 

OU  encore  sous  la  forme 

Celte  dernière  forme  montre  que  la  quantité  Y  est  forcément  posi- 
tive, à  moins  que  l'intensité  d'aimantation  ne  soit  nulle  en  tout  point 
du  corps  considéré. 

*1.  Nous  n'avons  rien  su[)posé  justpi'ici  au  sujet  des  corps  extérieurs 
qui  engendrent  le  champ  magnétique  donné  (F^,  .VI,  N);  admettons, 
dorénavant,  que  ces  corps  soient  des  aimants  pcrman(mts  absolument 
immuables  de  position  et  d'état;  le  .système  formé  par  l'ensemble  de 
ces  aimants  permanents  et  du  corps  parfaitenient  doux  soumis  à  leur 
iniluence  aura  alors  pour  jiolenliel  interne,  à  une  constante  près, 
la  (pianlité  suivante  : 

(6)  -f  =—  AlA  +  MB  4-  nC)dm  +  V  +  /  ^ffe, 

où  les  intégrations  s'étendent  toutes  deux  au  volume  occupé  par  le 
corps  parfaitement  doux. 

On  reconnaît  sans  peine  que  les  équations  (2)  de  l'équilibre  magné- 
tique équivalent  à  la  proposition  suivante  : 
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Toute  variation  infinimciil  petite  {r>K,  oB,  oC)  imposée  à  Vaiman- 
lation,  en  chaque  point  d' un  corps  parfaitement  doux,  annule  ta 
variation  premiè/'c  du  potc/itiri  interne  : 

(7)  àS^o. 

3.  Par  analogie  avec  des  propositions  de  Dynainitjue  dont  l'exacli- 
tiide  est  démontrée,  on  est  conduit  à  admettre  le  Postulat  suivant  : 

i"  Ton  II'  dislribulioit  du  uiagnétismc  sur  li'  corps  soumis  à 
l'aimantation.,  (jui  rend  minimum  le  potentiel  interne  i  du  système, 
définit  un  état  d'équilibre  magnétique  stable. 

2°  Si  une  distribution  magnétique  lié  ri  fie  la  condition  (j),  mais 
ne  rend  pas  miuiminn  le  potentiel  interne  §,  et  si,  pour  reconnaître 
qu'elle  ne  le  rend  pas  minimum,  il  su  [fit  de  considérer  le  signe  pris 
par  la  variation  seconde  o'-i,  cette  distribution  correspond  à  un  étal 
d'équilibre  magnéti(iue  instable. 

La  gknérai.isaiion  qui  l'OUUNir  ck  Postulai-  n'kst  aucunement  justifiée. 
Pour  établir  les  propositions  correspondantes  de  Dynamique,  on 
applique  les  équations  de  la  Dynamique  aux  mouvements  des  systèmes 
qu'on  a  l'intention  d'étudier.  Dans  le  système  qui  nous  occupe  en 
ce  moment,  le  mouvement  magnétique,  constitué  par  une  distribution 
magnétique  variable  d'un  instant  à  l'autre,  ne  reçoit  point  ses  lois  des 
équations  de  la  Dynamique,  mais  des  équations  de  l'Electromagné- 
tisme  et  de  rÉIectrodynamicpie  (pii  en  sont  toutes  différentes.  En 
admettant  le  postulat  précédemment  énoncé,  on  peut  fort  bien  être 
conduit  à  des  conséquences  (]uc  rElectromagnétisme  viendra  ensuite 
contredire.  C'est  ce  que  nous  aurons  occasion  de  constater  au  cours 
du  présent  écrit. 

Provisoirement,  en  tout  ce  Chapitre  /,  nous  regarderons  comme 
exact  le  postulat  cpii  vient  d'être  énoncé  et  nous  en  déduirons  divers 
corollaires. 

4.  Faisons  croître  respectivement  de  a,  j3,  y  les  composantes  A, 
B,  C  de  l'aimantation  sur  le  corps  qui  se  trouve  soumis  à  l'action  de 
l'aimant  permanent,   l^e  ])olenliel  interne  du  système,  qui   avait   la 
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valeur  .^.  prendra  la  valeur  (?  -t-  ^).  Si  nous  observons  que 


(8) 

011'=  A'+ir-+G= 

et  si  nous  posons 

(.,    »-i//( 

d'-_                 d---_                 ù^^- 

""■  d.vâa:'    '    ^"^  dxdy'    '    ''■''  ÔJcdz' 

0'-                  d'-                  0'- 

4- 

pL-r'              '          1     R'î'             '          1     ?■/             ' 

P'^  ôy  à,'    '   ^^  ôy  dy'    '   ^^  ôy  ôz' 

h 

ô'--                  à'-                 rf'-- 

nous  trouverons  sans  peine  qu'on  peut  écrire  : 


(lO) 


^-Â 


û\       A  \  ,  .,         ô\        B 


(ix 


'^7 


n^ 


/  ,,         d\       G  '\ 

-^[""-'ôi-KJy, 


,fe 


-^J{c--i-^j-+y-)dm. 


Celle  c<j;aliléesl  générale.  Dans  \e  cas  particulier  où  la  distribution 
magnétique  initiale  est  une  disirihution  d'équilibre^  l'égalité  (lo), 
en  vertu  des  égalités  (2),  se  rédiiil  à  la  forme  exlrènienient  simple 


(") 


cp  =  («•  + 


^ /(=^^  +  P^+ 7^  )'/'='■ 


La  quanlilc  w  est  susceptible  de  transformations  toutes  semblables 
à  celles  qu'on  a  fait  subir  à  la  quantité  Y. 

Introduisons,  eu  efTel,  la  fonction  potentielle  (-(j;-,  j',  s)  de  la  distri- 
liulion  additionnelle  a,  j!i,  y  : 


■-"^jt:/''^" 


et  nous  aurons  les  égalités  suivantes,  analogues  aux  égalités  ('()  et  (5), 
2  J   V    à.T       ^  ôy       '  ôz) 

-mm -m -m] 


dm. 


SLR    LE     I)I\MA.GNÉTISME.  qS 

Cette  dernière  expression  de  iv  entraîne  la  conséquence  suivante  qui 
joue  un  rôle  essentiel  en  tout  ce  qui  va  suivre  : 

Si  la  distribution  additionnelle  (a,p,Y)  n'est  pas  nulle  en  tout 
point  du  corps  soumis  à  l'aimantation,  la  quantité  w  est  positive. 

o.  Ce  corollaire,  joint  à  l'égalité  (i  i),  nous  montre  que,  pour  tout 
corps  magnétique  (K  >  o),  la  quantité  ^  est  positive,  à  moins  que  la 
distribution  additionnelle  (a,  |3,y)  ne  soit  nulle  en  tout  point  de  ce 
corps.  D'où  cette  proposition  : 

Sur  un  corps  magnétique,  ta  disIrIJiulion  d'èquiUhrc  corres- 
pond à  un  minimum  absolu  du  potentiel  interne  du  système. 

Parlant,  en  vertu  du  Postulat  énoncé  au  n°5,  sur  un  corps  magné- 
tique, tout  équilibre  magnétique  est  stabCe. 

6.  En  une  lettre  adressée  à  l*>nesto  Cesàro,  Eugenio  Bellrami 
s'exprimait  de  la  manière  suivante  (')  : 

«  ...  L'energia  d'un  corpo  diamagnetico  avrcbbe  dunquc  un  valore 
negativo. 

»  Queslo  risultato  ne  trac  con  se  un  altro,  clie  non  è  meno  invero- 
siinile.  E  noto  che  se  alla  distribuzione  indotta  in  un  corpo  da  azioni 
magnetiche  esterne,  date  ed  invariabili,  si  sovrapponc  un'  altra  distri- 
buzione magnetica  qualunque,  il  potenziale  di  tutto  il  sistema  se  ac- 
cresce  d'une  quantità  che  è  sempiiceniente  eguale  al  potenziale  délia 
distribuzione  sovrapposla  ail'  indotta.  Risulta  di  qui,  tenendo  conte 
del  risultato  précédente,  che  se  il  corpo  indotlo  è  paramagnelico,  il 
potenziale  totale  aunieuta  quando  cessif  rc(juilibiio  d'induzione, 
mentre,  se  il  corpo  è  diamagnetico,  il  potenziale  diniinuisce;  nel  primo 
caso  dunque  il  potenziale  totale  sarebbe  mininio  nello  slalo  d'equi- 
librio,  nel  secondo  invece  sarebbe  massimo,  cioè  l'equilibrio  d'indu- 
zione  diamagnetica  sarebbe  instabile. 

»    Queste  incongruenzc  mi  send)rano  tali  di  rendere  semprc  piu 

(')   li.  Beltrami,  Note fisico-malemalicke  {LeUera  al  Prof,  lirnesto  Cesàro) 

[/ie/uticonti  del  Circoln  malcnuilico  <li  Paterinn.  Adiiiiaiiz.i  dcI  lo  Marzo  1889, 

i.  m  (.889)]. 
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probabile  la  nola  ipolesi  di  Faraday,  duna  polarizzabililà  di  tulto  lo 
spazio,  con  coefficienle  posilivo  per  questo  corne  per  ogni  corpo  in 
esso  imnierso;  merco  (juesl'  ipolesi  rinduzioiic  diamagnetica  viene 
ridotta,  com'è  noto,  ad  una  niera  apparenza.    » 

Le  lliéorème  que  Bellrami  a  énonce  tout  d'abord,  et  d'où  il  a  dé- 
duit ces  diverses  conséijuences,  n'est  point  exact;  on  trouverait  sans 
peine  l'inadvertance  qui  a  induit  en  erreur  l'illustre  géomètre.  Sans 
nous  attarder  à  cette  recherche,  nous  allons  établir  une  proposition 
manifestement  contradictoire  du  théorème  de  Beltrami. 

Sur  un  corps  de  ligure  donnée,  [)larons  une  distribution  magné- 
tique quelconque  (a,  ^,  y).  La  quantité  a  prendra  une  valeur  positive 
(jui  ne  dépendra  aucunement  de  la  nature  de  la  matière  qui  forme  ce 
corps;  il  en  sera  de  même  de  la  quantité 

(1.5)  m=  f{x--\-^^+y-)drs. 

Si  alors  nous  supposons  ce  corps  taillé  dans  une  matière  diama- 
gnétique    dont    le    coefficient    d'aimantation    surpasse     en     valeur 

absolue  — -, 

(.6)  |K|>^^. 

il  est  bien  clair  que,  pour  ce  corps  et  pour  la  distribution  addition- 
nelle (a,  P,Y),  la  quantité  o,  donnée  par  l'égalité  (11),  sera  positive, 
contrairement  à  la  proposition  énoncée  par  Beltrami.  Sur  un  tel  corps 
diamagnétique,  une  distribution  d'équilibre  ne  correspondra  peut-être 
pas  à  un  minimum  du  potentiel  interne  du  système,  mais,  à  coup  sur, 
elle  ne  correspondra  pas  à  un  maximum  de  ce  même  potentiel.  Les 
considérations  de  Beltrami  ne  sauraient  donc  être  conservées. 

7.  Comme  au  numéro  précédent,  imaginons  un  corps  de  figure 
déterminée  et,  sur  ce  corps,  une  distribution  magnétique  (a,  Ji,  y); 
calculons  les  valeurs  correspondantes  des  quantités  «■  et  m,  puis 
taillons  ce  corps  en  une  matière  diamagnétique  dont  le  coefficient 
d'aimantation  soit,  en  valeur  absolue,  inférieur  à  — : 

('7)  |l<l<— • 

'  I        I  211' 


(i8) 
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Sur  un  corps  de  telle  figure  et  de  telle  matière,  la  distribution 
magnétique  additionnelle  considérée  fera  prendre  à  la  quantité  z, 
donnée  par  l'égalité  (i  i),  une  valeur  négative.  D"où  cette  conclusion  : 

//  exislc  des  corps  diamaiint'nf/ucs  sur  lesquels  aucune  distrdni- 
lion  d' équilibre  ne  peut  rendre  minimum  le  polenlicl  interne  du 
système;  si,  sur  ces  corps,  à  partir  d'une  distribution  d'équilibre, 
on  impose  à  l'aimantation  un  changement  infiniment  petit  conve- 
nablement choisi,  la  variation  seconde  du  potentiel  interne  prend 
une  valeur  ncuatii-e. 

Dès  lors,  si  l'on  admet  le  Postulat  qui  a  été  énoncé  «u  n°  5, 
sur  un  tel  corps  diamagnétique.  tout  équilibre  magnétique  est 
instable. 

Ces  résultats  reproduisent,  sous  une  forme  à  la  fois  plus  élémen- 
taire et  plus  précise,  ceux  auxquels  nous  étions  jadis  parvenus  ('). 

8.  Rien  ne  nous  empêche,  dans  le  raisonnement  précédent,  de 
supposer  que  l'aimantation  (a,  ^,y)  soit  une  aimantation  uniforme; 
or,  en  faisant  cette  supposition,  nous  allons  obtenir  des  conclusions 
plus  détaillées. 

Désignons  par  ts  le  volume  du  corps  soumis  à  raimanlalion  et 
posons 

les  intégrations  s'étendant  toutes  au  corps  considéré. 

,  '  \\  [)VBEV. Sur  l'ainiantrilion  des  corps diamagnétiques (Comptes  rendus, 
l.  CVI,  i888,  p.  736);  .Sur  l'aimaitlalion  par  influence  {Annales  de  ta  Faculté 
des  Sciences  de  Toulouse,  l.  H,  i888,  |)|>.  4"  «^  suiv.);  Sur  liin/>ossibilité  des 
corps  diamagnétiques  {Comptes  rendus,  l.  GVIII.  1889,  p.  1042);  Des  corps 
diamagnéti(jues  {  Tra^'aux  et  Mémoires  des  Facultés  de  Lille,  t.  1,  n"  2;  1S89); 
Leçons  sur  l'Électricité  et  le  Magnétisme,  Livre  IX.  Cliap.  VI,  l.  II,  pp.  121 
et  suiv. 

Journ.  de  Afath.  (6-  série),  tome   I\.  -   Hase.  11.  i(ji3.  '  J 
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Les  six  quanlilés  P^,  P,.,  P.,  T^,,  T,.  T.  dépendent  uniquement  de 

la  figure  du  corps  considéré;  de  y)lus,  elles  ne  chanj^ent  pas  si  Ton 
reiiiplaco  ce  corps  jiar  un  corps  seuiljlaljh;  cl  scniblaljlenu'nl  placi'-. 
Il  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  nous  avons 

(19)  „,=  £(P^a=-(-  I',  p2+  P,yi+  i-Wpy  +  iT,yy.  +  2T,a;3)ro, 

(20)  /«  =  (a'-H  ;3--Hy-)ro. 

Par  un  changement  convenable  d'axes  de  coordonnées,  nous  pour- 
rons toujours  faire  cpie 

se  transforme  en 

S|,  So,  s,  étant  trois  quantités  qui,  comme  les  quantités  I'  et  T, 
dépendent  exclusivement  de  la  ligure  du  corps  étudié  et  qui,  de  plus, 
sont  les  mêmes  pour  tous  les  corps  semblables. 

I''n  même  leuq)s,  la  somnie  (a'' -f- ^^ -f- y-)  se  transformera  en  la 
somme  (a'-  -t-  p'^  +  y'-). 

Oïl  voit  alors  que  toute  disLribulion  additionnelle  uniforme,  déposée 
sur  un  corps  de  telle  figure  et  de  coefficient  d'aimantation  R,  fera 
jjrendii'  à  0  la  valeur  suivanle  : 

(21)  cp  =  -  (S|a'-+Sj[3'-+ S3-/'-)nT  H ^-j- '—vn. 

Si  les  trois  coefficients  S,,  S^,,  S3  sont  inégaux,  soit  S,  le  jdus 
grand  d'entre  eux;  d'une  manière  plus  générale,  soit  S,  un  de  ces 
coefficients  choisi  de  telle  sorte  qu'aucun  des  deux  autres  ne  lui  soit 
supérieur.  Si  K  est  une  f[uantité  négative,  inférieure,  en  valeur 
absohnv  à  l'inverse  de  îS,, 

(22)  £|K|<^, 

la  valeur  (21)  de  o  sera  négative;  l'addition,  sur  le  corps  considéré, 
à  partir  d'un  étal  d'é(|uilibre  magnétique,  de  la  dislribulion  uni- 
forme (a',  [3',  y')  aura  ponr  ellel  de  faire  décroître  le  potentiel  interne 
du  svslème. 
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Si  donc  un  laillc  nii  cof/i.s  donl  la  figure,  donnée  d'avance^  cor- 
respond à  une  valeur  bien  déterminée  de  la  quantité  S,,  dans  une 
substance  diania<^nélique  de  coefficient  d'aimantation  assez  petit 
pour  que  l'inégalité  {-ri)  soit  vérifiée^  l'équilibre  magnétique  d'un 
tel  corps,  plarr  en  présence  d'aimants  permanents  donnés,  quel- 
conques d'ailleurs,  ne  pourra  jamais  correspondre  à  un  minimum 
du  potentiel  interne  du  système;  le  signe  de  la  variation  seconde 
de  ce  potentiel  suffira  à  nous  assurer  qu'il  n'est  pas  minimum. 

Dès  lors,  si  l'on  admet  le  Postulat  formulé  au  n°  5,  on  obtiendra, 
cette  proposition  : 

Sur  un  tel  corps  diamagnétique,  i équilibre  magnétique  sera 
toujours  instable. 

9.  Appliquons  ces  considérations  au  cas  particulier  d'un  ellipsoïde 
dont  les  trois  axes,  ua,  -ib,  ic,  soient  respectivement  dirigés  suivant 
Ox-,  Oy,  Oz. 

Les  formules  données  par  Lejeune-Dirichlet  conduisent  sans  peine 
au  résultat  suivant  (  '  )  : 

Si  l'on  pose 


(23) 


•6  =r  Tïal)C  f 

X  =1 7:  abc  1 

^  u 

=  Il  abc  I 


«F  = 


dl 

(a'- 

+  À)V^ 

+  >.)(6- 
dl 

+  1){C 

-\- 

l) 

(b'- 

+  ).)\/(w^ 

-+-l)(b-' 
d). 

-^l){c- 

-h 

>0 

(c-  +  l)  ^(':i--i-l)(ly'-}-l)(c-'^  l) 


on  a,  en  tout  point  intérieur  à  rdlipsoïde, 

(24)  -r-=:2<I>0t,  —  =  2XP.  —  =2»I'V. 

d.v  Oy  as  ' 

La  formule  (i3)  donne  alors 

(r=£(a)3:2-t-X,S-+  Wy^)^ 

(')  P.   DuiiEH,    Leçons   sur  l'Eteclricité  et   le   Magnétisme,   t.    II,   p     i3?, 
égalités  (lo). 


loo  p.   nuiiKM. 

ou  l)ieri 

{:>.:))  II'  —  -(S, «M-  Sj(3-+  Say-)^. 

si  l'on  pose  • 

(36)  S, =  2*,        S,=  2X,        S,-2W. 

La  quantité  S,  sera,  d'ailleurs,  comme  il  en  a  été  convenu  au  numéro 
précédent,  au  moins  éijale  à  chacune  des  doux  quantités  S.,  S,  si  Ton 
a  eu  soin  de  placer  rdlipsoïde  de  telle  manière  que  l'axe  2a  soit  au 
plus  égal  à  chacun  des  deux  autres  ih^  -ic  : 

(27)  o^b,        oSc. 

Ou  voit  donc  (]ue,  .sv//-  1//1  ellipsoïde  taillé  dans  nue  substance 
diamagné tique  et  placé  en  présence  d'aimants  pern/anenis  quel- 
conques, aucune  distribution  magnétique  ne  peut  correspondre 
à  un  minimum  du  potentiel  interne  du  système,  si  le  coejjicient 
d'aimantation  est  assez  petit  en  valeur  absolue  pour  qu  on  ait  l' iité- 


galité 


{20)  ,  ,    ,   >  maùc  I        , 


){c'+l) 


l'axe  ia  de  l'ellipsoïde  n  'étant  supérieur  à  aucun  des  deux  autres, 
■ib,  2C. 

Si  l'on  admet  le  Postulat  énonré  au  n"  .">,  on  pourra  dire  (jue,  sui- 
un  tel  ellipsoïde  diamagnétiqw,  tout  équilibre  magnétique  serait 
instable. 

10.  (^)iielle  ligure  laul-il  donner  à  Tellipsoïde  pour  (pif  la  limite 
supéricuic  imposc'c  par  rinégalité  (28)  à  la  (juantité  £|K|  ait  la  plus 
grande  valeur  possible? 

On  reconnaît  sans  peine  que,  pour  des  ellipsoïdes  homothétiques, 
le  second  memljre  de  linégalité  (28)  a  même  valeur.  iJès  lors,  pour 
résoudre  le  problème  posé,  il  nous  suffit  de  faire  \arier  b  et  c  en  lais- 
sant a  invariable. 

licrivoris  le  second  membre  de  l'inégalité  (28)  sous  la  forme 

/•-'--  dl 

(29)  2-«/ 

J  n 


«■^+X)y/(«-^  +  /0(.-^^)(.  +  p) 
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et  nous  reconnaissons  iminédiatenienl  que  cette  (juantilé  prend  sa 
plus  petite  val(!ur  lorsque  les  deini-axes  b  et  c  prennent,  eux  aussi,  les 
valeurs  les  plus  petites  dont  ils  soient  susceptibles;  or,  en  vertu  des 
conditions  (iiT),  ces  valeurs  sont 

b  =  a.  c=:^(i. 

Le  second  membre  de  l'inégalité  (28)  prend  donc  sa  plus  petite 
valeur  lorsque  Fellipsoïde  considéré  a  la  figure  d'une  spbère.  Cette 
valeur  est,  d'ailleurs, 

(3o)  2r.a'         (a'  +  l)    ■' dl=j-K. 

Nous  arrivons  ainsi  à  la  conclusion  suivante  : 

Si  uiin  splièrc^  Idillre  dans  une  substance  diamagnétique  dont  le 
coejjicient  d'ainianlalion  vérifie  La  condition 

(30  '\^\<h 

est  placée  en  présence  d'aimants  permanents^  aucune  distribution 
magnétique  ne  peut,  sur  cette  sphère,  correspondre  à  un  minimum 
du  potentiel  interne;  partant,  sur  cette  sphère,  tout  équilibre 
magnétique  est  instable,  si  l'on  admet  le  Postulat  formulé  au  n"  5. 

Ce  théorème  peut,  d'ailleurs,  s'établir  directement,  sans  recourir 
aux  formules  de  l'attraction  des  elli[)soïdes.  l'"n  tout  point  intérieur 
à  une  sphère  qui  porte  une  aimantation  uniforme  (a,  ^,  y),  on  a 

de        4  dv        k    Q  de       4 

d-x       i  dy       i  az       i    ' 

en  sorte  que  l'égalité  (i3)  donne 


2 


(32)  ,  M'=^7re(«'-+-p'+-/: 

et,  par  conséquent, 

(33)  S,=  S,=  S,— l?:. 


w 
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I  I .   Si  l'on  ('cril  le  second  membre  de  la  condition  ('-îS)  sons  la 
l'orme  (29),  on  voil  qn'il  est  lonjours  inférienr  à  la  (juantilé 


-/ 


<fk 


dont  on  peut,  d'ailleurs,  en  prenant  un  ellipsoïde  suffisamment  aplati, 
le  rendre  aussi  voisin  (|ue  l'on  voudra.  Si  donc,  on  a  l'inégalité 


(34)  B\K\< 


Vr.' 


l'inégalité  (28)  se  trouvera  vérifiée  pour  tous  les  ellipsoïdes  possibles. 
D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  le  coefficient  d'aimantation  d'une  substance  dianiagnétiquc 
vérifie  la  condition  (^4)?  aucun  ellipsoïde,  taillé  en  une  telle 
substance,  ne  pourra,  en  présence  d' aimants  permanents ,  se  recou- 
vrir d' une  distribution  magnétique  qui  rende  minimum  le  potentiel 
interne  du.  système.  Si  l'on  admet  le  postulat  énoncé  au  n"  5,  aucun 
ellipsoïde  taillé  en  une  telle  substance  ne  pourra  être  le  siège  d'un 
équilibre  magnétique  stable. 

12.  De  ce  théorème  il  nous  est  maintenant  facile  de  conclure  cette 
autre  proposition,  (pii  est  entièrement  générale  : 

Sur  un  corps  dianiagnétiquc  m:  iorme  quelc.onouk,  placé  en  pré- 
sence d\nmanls  permanents,  aucune  distribution  magnétique  ne 
peut  rendre  minimum  le  potentiel  interne  du  système,  si  le  cocjji- 
cient  d'aimantation  de  ce  corps  vérifie  la  condition  (3/|).  Si  donc 
on  admet  le  Postulat  formulé  au  n°  5,  un  tel  corps  ne  saurait, 
en  aucun  cas,  être  le  siège  d'un  équilibre  magnétique  stable. 

l'.n  effet,  l'emploi  de  la  formule  (11)  n'impose  aucune  restriction, 
pas  même  la  continuité,  à  la  distribution  additionnelle  (a,  P,y).  11 
nous  est  permis  de  supposer  que  cette  distribution,  généralement 
différente  de  a  =  o,  [3  =  o,  y  =  o  en  une  partie  du  corps,  soit  nulle 
en  tous  les  points  de  l'autre  partie.  Dès  lors,  l'intégralion  cpii  ligure 
au  second  mendjre  de  l'égalité  (i  i)  et  les  deux  intégrations  qu'il  faut, 
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selon  la  formule  (g),  effectuer  pour  oliU'uir  la  valeur  de  «•js'olendronl 
simpiemeul,  toutes  trois,  à  la  partie  du  corps  |)Oiir  laquelle  la  distri- 
bution additionnelle  n'est  pas  identiquement  nulle. 

Celte  remarque  faite,  dessinons  à  l'intérieur  du  corps  considéré  un 
ellipsoïde  de  figure  quelconque;  supposons  que  la  distribution  addi- 
tionnelle, nulle  en  tout  point  extérieur  à  l'ellipsoïde,  soit  uniforme 
à  l'intérieur  de  l'ellipsoïde;  le  théorème  démontré  au  numéro  1 1  nous 
donnera  la  proposition  que  nous  venons  d'énoncer. 

13.  La  proposition,  précédente,  demeure  vraie  même  pour  un 
corps  dianiagnètiquf  dont  le  coefficient  d' aimantation  vérifie 
seulement  la  condition 

(3.)  E|K|<7^. 

On  le  reconnaît  en  reprenant  la  démonstration  précédente,  mais  en 
donnant  la  figure  d'une  sphère  à  la  partie  du  corps  pour  laquelle  la 
distribution  additionnelle  n'est  pas  nulle. 

En  vertu  de  ce  cjui  a  été  dit  à  la  fin  du  n"  10,  cette  dernière 
démonstration  peut  être  présentée  sans  qu'il  soit  fait  usage  de  formules 
relatives  à  l'attraction  des  ellipsoïdes. 

l  i.  Si  donc,  on  admet  la  légitiinilé  de  la  seconde  partie  du  Postulat 
énoncé  au  n"  5,  l'existence  de  substances  diamagnétiques  pour 
lesquelles  on  aurait  à  la  fois 

i  K  <o. 

apparaît  comme  une  impossibilité  naturelle. 

Or,  ces  conditions  (3i  his^  sont  précisément  vérifiées  par  toutes  les 
substances  diamagnétiques  connues.  Le  bismuth  est,  de  tous  les  corps 
diamagnétiques,  celui  pour  lequel  le  coefficient  d'aimantation  K  a  la 
plus  grande  valeur  absolue;  or,  |)()ur  ce  corps, 

£K  =—  i46  X  lo-'. 

On  se  trouve  donc  en  présence  de  l'alternative  suivante  : 

Ou  bien  l'existence  de  corps  faiblement  diamagnéti(jues,  tels  (pie 
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ceux  rlont  la  nature  semble  nous  fournir  des  exemples,  est  une  impos- 
sibilité; les  corps  naturels  ne  sont  diamagnétiques  qu'en  apparence; 
Tétlier  du  vide  est,  lui-même,  magnéticjue;  les  corps  qui  nous  parais- 
sent diamaj,^nétiques  sont  simplement  ceux  qui  sont  moins  magnétiques 
que  l'étlier  du  vide. 

Ou  bien  le  Postulat  formulé  au  n°  5  n'est  pas  exact. 

Dans  ces  conditions,  il  est  évidemment  fort  important  de  demander 
à  l'Electrodynamicjue  et  à  rKlectromagnétisme  toutes  les  raisons, 
propres  à  conlirmer  ou  à  infirmer  ce  Postulat,  que  ces  sciences  peuvent 
nous  fournir. 

CHAPITRE  II. 

LA    STABILITÉ     Df    UIAMAGNÉTIS.MK    SELON    LES    LOIS    DE    L'ÉLECTKOMAGNÉTISME. 

lo.  Pour  les  corps  magnétiques,  le  Postulat  énoncé  au  n"  3  entraîne 
la  stabilité  de  tout  équilibre  magnétique.  I^ii  imitant  la  niétliode  suivie 
par  Lejeune-Diriclilet  dans  l'élude  de  la  stabilité  des  systèmes  pure- 
ment mécaniques,  et  en  généralisant  une  démonstration  que  Helmholtz 
avait  développée  au  sujet  de  la  stabilité  de  l'équilibre  électrique,  nous 
avons  déduit  ailleurs,  des  équations  de  l'Electrodynamiquc  et  de 
l'Electromagnétisme,  un  théorème  tout  à  fait  général  ('  ).  Ce  tliéorème 
renferme,  en  particulier,  la  justification  de  ce  qui,  en  notre  postulat, 
concerne  les  corps  magnétiques.  Nous  allons,  sans  reprendre  la 
démonstration,  reproduire  ici  l'énoncé  de  ce  corollaire  du' théorème 
général.  En  cet  énoncé,  nous  introduirons  certaines  précisions  qui  ne 
sont  pas  indiquées  en  notre  ancienne  exposition.  Ces  précisions,  qui 
visent  la  définition  même  de  la  stabilité  de  l'équilibre  magnétique. 

(')  P.  DtiiEM,  Sur  la  propagation  des  actions  électrodynamiques,  Cliap.  IV; 
Stabilité  de  l'équilibre  électrique  et  magnétique  sur  les  corps  immobiles 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  X,  1896,  pp.  B.41-H.49). 
lin  celte  déinoiislialion,  nous  supposions  que  les  corps  susceptibles  île  piendre 
raimanlalion  ou  la  polarisation  diélectrique  sont  laissés  à  eux-uiêines  et  non 
point,  comme  nous  Tadmeltrons  ici,  soumis  à  rinfluence  d'un  corps  |)erinaiienl 
dont  raimaiilation,  léleclrisallon,  la  polarisation  diélectrique,  les  courants  élec- 
tri(|ues  sont  invariables;  mais  il  suffit  il'apportei'  à  noire  démonstration  une 
modification  insignifiante  et  que  le  lecteur  trouvera  sans  peine  pour  qu'elle 
s'étende  à  un  système  où  figure  uu  tel  corps  permanent. 
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sont  rendues  nécessaires  par  les  (lifficullés  qu'on  rencontre  toutes 
les  fois  qu'on  veut  appliquer  la  mclhode  de  I^ejeune-Dirichlet  à  un 
système  qui  ne  dépend  pas  sinqjlement  d'un  nombre  limité  de  para- 
mètres variables. 

Venons  donc  à  cette  définition. 

Un  ou  plusieurs  corps  susceptibles  d'être  aimantés,  d'être  éleclrisés, 
de  subir  une  polarisation  électrique,  d'être  parcourus  par  des  courants 
électriques,  sont  mis  en  présence  de  corps  immobiles  et  permanents; 
sur  ces  derniers,  distribution  magnétique,  distribution  élcctrifpie, 
polarisation  diéleclritpie,  courants  électriques  sont  supposés  donnés 
et  rigoureusement  invariables. 

Sur  les  corps  non  permanents,  s'est  établi,  par  hypotbèse,  un  certain 
état  d'équilibre  magnétique  et  diélectrique. 

A  cet  état  d'équilibre  on  apporte,  d'une  façon  qu'on  n'a  pas  à 
indiquer,  une  certaine  perturbation  initiale.  Celte  perturbation  con- 
siste à  superposer  certaines  distributions  additionnelles  aux  distribu- 
lions  magnétique,  électrique  et  diélectrique  qui  caractérisent  létal 
d'équilibre,  et  à  lancer,  dans  la  masse  des  corps  non  pcrinauenls, 
certains  courants  électrifjues. 

L'aimanlalion,  l'éleclrisation,  la  polarisation  du  système  se  mettent 
à  varier;  considérons,  en  particulier,  l'aimanlalion;  à  un  instant  / 
postérieur  à  la  perlurbalion,  en  un  point  (x,  y,  r)  d'un  corps  non 
permanent,  on  n'a  plus  raimanlalion  (A,B,C)qu'on  avait  tant  que 
durait  l'équilibre,  mais  une  ainiantalion  (A  H- a,  B  +  p,  C  + -,')) 
a,  [i,  Y  variant  avec  le  temps  /. 

Une  constante  positive  D  étant  donnée,  arbitrairement  d'ailleurs, 
supposons  qu'aux  valeurs  absolues  des  intensités  d'aimantation,  des 
densités  électriques,  des  intensités  de  polarisation  diéleclritjue,  des  den- 
sités de  courant  éleclri(pie  qui  caractérisent  la  perturljalion  initiale, 
on  puisse,  en  chaque  point  des  corps  non  permanents,  imposer  des 
limites  supérieures  telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  /, 


/' 


On  (lira  (pie  l'équilibre  inagnétiqiir  est  stable  sur  le  système  consi- 
déré. 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome   I\.  —   Kiisc.  II,   iijii.  '4 
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Or,  lo  tliôorcnio  ii:énoral  ddiil  nous  avons  parlé  renferme  le  corol- 
laiic  siiivaiil  : 

La  stahililé  de  Vcquilibrc  ma^nctique  ai/r  un  système  quelconque 
est  assurée  à  trois  rond  liions  : 

i"  La  constante  (^u' llelniltoltz  n  introduite  en  Electrodynaniique 
et  qu' il.  a  désignée  par  la  lettre  h  n'est  pas  négative; 

■1°  Sur  aucun  corps  non  permanent,  le  coejficlent  de  polarisation 
diélectrique  n'est  négatif  ; 

3"  Aucun  de  ces  corps  n'a  un  coefficient  d  aimantation  négatif. 

(  )r  :  1°  llelmliollz  avait  annoncé  qu"on  ne  pouvait,  sans  impossi- 
bilité physique,  attribuer  à  la  constanto  k  une  valeur  négative;  la 
dénionslialion  qu'il  avait  donnée  à  l'appui  de  cette  affirnialion  ne 
pouvait  être,  assurément,  regardée  comme  convaincante;  mais  nous 
en  avons  donné  une  autre  (')  qui  ne  laisse  rien  à  désirer,  croyons- 
nous,  au  point  de  vue  de  la  rigueur. 

2"  l']n  même  tein[)s,  nous  avons  démontré,  d'une  manière  entière- 
ment générale,  que  l'existence  d'une  substance  diélectrique  dont  le 
coefficient  de  polarisation  serait  négatif  constituerait  une  autre  impos- 
sibiliti'  physique. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  sans  restriction  le  théorème  suivant  : 
La  stabilité  de  V éqiulibre  magnétique  est  assurée  sur  un  système 
où  les  aimants  non  permanents  ont  tous  des  coefficients  d'aiman- 
tation positifs. 

L'Klectrodynamique  et  ['l'^lectroniagnétisme  justifient  ainsi  la  pro- 
position à  laquelle  nous  avions  été  conduits,  au  n°  o,  en  appliquant  à 
des  corps  magnéti(pies  le  Postulat  qui  avait  été  énoncé  au  n"  5.  Reste 
à  examiner  si  l'application  de  ce  Postulat  aux  corps  diamagnétiquos 
est  légitime. 

l(ï.  Les  raisonnements  que  nous  allons  développer  supposent  que 
le  corps  capable  de  s'aimanter  soit  placé  dans  des  conditions  toutes 
ditîérentes  de  celles  qui  ont  été  considérées  jusqu'ici. 

(')  \' .  DiiiEM,  Sur  la  slabitilc  éleclrique  d'un  initieu  lioniogène  el  iltimilé 
{Festsclirift  Liidivi::^'  lioUzmann  gcwidinel  zuin  sectiszigslen  Gel)urtslage, 
2o  Februiii    i(ji>.'|,  |)|i.  \i-7-). 
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Jusqu'ici,  nous  supposions  que  ce  corps  était  soumis  à  laction 
d  autres  corps  que  nous  nommions  pci inuneiiis.  Les  corps  perma- 
nents, invariables  de  figure  et  de  position,  portent  une  aimantation 
donnée  et  sont  traversés  par  des  courants  électriques  également 
donnés-.  En  tout  point  de  l'espace  (|ui  leur 'est  extérieur  et,  en  parti- 
culier, en  tout  point  du  volume  occupé  par  le  corps  soumis  à  l'aiman- 
tation, ces  corps  engendrent  un  cliainp  majinétique  donné,  auquel 
se  superpose  un  second  champ  magnétique  produit  par  l'aimantation 
qui  s'est  développée  sur  le  corps  considéré.  En  aucun  point,  ce  der- 
nier champ  n'est  donné;  le  problème  posé  revient  à  la  détermination 
de  la  grandeur  et  de  la  direction  prises  par  ce  champ  en  tous  les  points 
du  corps  soumis  à  l'aimantation. 

Nous  allons  supposer  maintenant  de  tout  autres  conditions.  Nous 
supposerons  les  corps  extérieurs,  dont  le  corps  que  nous  voulons 
étudier  subit  l'action,  tellement  disposés  que  la  proposition  suivante 
soit  véritable  : 

En  tout  poinl  intérieur  au  corps  soumis  à  l'ainmnlalion,  cl  in/i- 
aiment  voisin  de  la  surface  qui  borne  ce  corps,  le  champ  total 
(L,  M,  N)  a  une  grandeur  et  une  direction  données. 

Ce  champ  total  résulte  de  la  superposition  du  champ  engendré  par 
les  courants  et  par  les  aimants  extérieurs,  et  du  champ  créé  par 
l'aimantation  qui  s'est  développée  sur  ce  corps  et  par  les  courants  (\m 
le  traversent.  Si  cette  aimantation  et  ces  courants  viennent  à  changer, 
ils  amèneront,  en  général,  des  variations  dans  la  grandeur  et  la  direc- 
tion du  second  champ  en  tous  les  jjoints  de  l'espace.  Les  aimants  et 
les  courants  extérieurs  devront  alors  éprouver  des  changements  telle- 
ment combinés  qu'ils  aient  pour  effet,  aux  divers  points  intérieurs  au 
corps  soumis  à  l'aimantation,  mais  infiniment  voisins  de  la  surface  de 
ce  corps,  de  compenser  exactement  les  variations  du  cliamp  de  ce 
corps,  et  de  maintenir  au  champ  total  la  grandeur  et  la  direction  qui 
lui  ont  été  assignées.  On  voit  bien  (jue  les  aimants  et  les  courants 
extérieurs  ne  pourront  plus  être,  en  général,  des  corps  permanents. 

Les  corps  extérieurs  capables  de  donner  les  conditions  que  nous 
venons  de  définir  constituent  évidemment  une  abstraction,  une  pure 
fiction;  il  ne  saurait  être  question  de  chercher  une  disposition  pra- 
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tique  qui  permît  de  réaliser  à  peu  près  ces  coiuiilions.  Mais  on  peut 
remarquer  que  l'aiuianl  [lermanenl  est  déjà,  lui  aussi,  une  iiclion. 
l'^n  l'élude  de  la  conductibilité  de  la  chaleur,  on  introduit  des  corps 
extérieurs  ilclifs  fort  analo^^ues  à  ceux  que  nous  venons  de  définir, 
lorsqu'on  suppose  ces  corps  capables  de  maintenir  une  valeur  donnée 
à  la  température,  en  chaque  point  de  la  surface  de  la  masse  à  l'inté- 
rieur de  laquelle  on  reclieiche  la  distribution  des  températures. 

I",ti  tout  point  (i,/,  :)  intérieur  au  corps  qui  est  soumis  à  l'aiman- 
tation, l'intensité  d'aimantation  (A,  15,  C)  est  liée  au  champ 
totiil  (]j,  M,  N)  par  les  ét^alités 

A  =  KL,         B  =  KM.         C  =  KN. 

La  condition  précédemment  formulée  peut  donc  être  remplacée  par 
la  suivante  : 

Le  corps  étudie  est  soumis  à  des  injlucuccs  telles  qu'en  tout  point 
qui  lui  est  intérieur  et  qui  est  infiniment  voisin  de  la  surface 
qui  le  borne,  l'aimantation  garde  une  grandeur  et  une  direction 
données. 

17.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  corps  étudié  est  conducteur 
de  l'électricilé,  mais  se,  trouve  privé  de  tout  pouvoir  diélectrique. 
En  ce  cas,  la  composante  A  de  l'intensité  d'aimantation  varie  selon 
la  loi  que  voici  (')  : 

(33)  A.\ rr=Oi 

'  p  2    dt 

dans  laquelle  p  est  la  résistance  spécifique  (résistivité)  du  milieu, 
et  —  la  constante  fondamentale  des  actions  électrodvnamiques. 

T^es  composantes  B  et  C  vérifient  des  équations  semblables. 
Supposons  qu'on  se  donne  : 

i"  A  l'instant  /  =  o,  les  valeurs  A„,  B„,  ('„  de  A,  B,  C,  en  tout 
point  du  corps; 

C)  P.  DuiliiM,  Sur  la  propagiilion  des  acLions  èteclrodynainii/ues,  équa- 
tions (i8i)  et  (182)  {Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  t.  X, 
pp.  B.6Î-B.63). 
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2"  A  toiil  instant  /,  les  valoiirs  prises  par  A,  B,  C,  en  tout  point  qui 
est  intérieur  au  corps  et  infiniment  voisin  de  la  surface  terminale  S. 

Le  mouvement  magnétique  se  trouvera-t-il  entièrement  déterminé 
par  l'équation  (35)  et  par  les  équations  analogues? 

Imaginons  que  ces  équations  comportent  deux  solutions  distinctes. 
Selon  l'une  de  ces  solutions,  au  point  (if,y,  -)  et  à  l'instant/,  l'aiman- 
tation a  des  composantes  A,  B,  C;  selon  l'autre,  au  même  point  et  au 
même  instant,  elle  a  des  composantes  A  +  a,  B  4-  [i,  C  +  y-  Les  con- 
ditions données  nous  enseignent  : 

1°  Qu'à  l'instant  l  =  o,  on  a,  dans  toute  la  masse  du  corps  étudié, 

(36)  a  —  o,         (3  =  0,         y  — o; 

2°  Qu'en  tout  point  de  la  surface  S,  on  a,  quel  que  soit  /, 

(37)  a—o,         |3  =  o,         y  =  o. 

Les  deux  quantités  A  et  A  4-  a  vérifient  également  l'équation  (35); 
leur  différence  a  doit  aussi  vérifier  cette  équation  ;  on  a  ainsi 

(38)  ^,_^Jlil±JEÎ^^È^:r=0. 

^      '  p  1    dt 

Multiplions  par  a  rfîn  les  deux  membres  de  cette  équation  (38),  et 
intégrons  pour  le  volume  entier  du  corps  étudié;  nous  trouvons 


0_ 
dt 


I  a-  f/ro  :=  — — — —. 7^-    /  a  Aa  r/ro. 

/  7ra'(i -t- AtiîK)  J 


L'emploi  du  théorème  de  Green  et  de  la  première  condition  (37) 
nous  permet  de  transformer  cette  égalité  en  la  suivante  : 

^   ^'       àtj  T.a'{\+  '\T.îW)  J    \\,dx  j        \dy  J        \dzj 

Si  (i  -t-  f\-tK)  est  positif,  le  second  membre  de  cette  égalité  (39)  ne 
peut  jamais  être  positif.  La  (pianlilé    /a-r/trr,  cpii  ne  peut  pas  être 

négative,  ne  peut  non  plus  être  fonction  croissante  de  /.  Or, 
pour  (  =  o,  elle  est  nulle,  en  vertu  des  conditions  (3(i).  Fdie  est  donc 
constamment  rmlle,  ce  qui  exige  qu'on  ait,  en  tout  point  du  corps  et 
à  tout  instant, 


a  =  0. 


iio  p.    nriiE^r. 

On  démontrerait  de  même  (|u'on  ;i,  en  tout  point  du  corps  el  à  tout 
instant, 

(3  =  0,  y  =  o, 

ce  qui  justifierait  la  proposition  suivante  : 

Quel  que  soit  le  signe  du  coejfficienl  d' aimantai  ion  K,  si  le 
binôme  (i  4-4~£K.)  <?*'  positif,  le  mouvement  magnétique  sur  un 
corps  est  détermine  sans  ambiguïté  par  la  connaissance^  à  l' instant 
initial,  de  l'aimantation  en  toute  la  masse  du  corps  el,  à  tout 
instant,  de  l'aimantation  aux  points  infiniment  voisins  de  la  surface 
de  ce  corps. 

18.   Ktudions  maintenant  la  stabilité  d'un  tel  mouvement. 

Un  premier  mouvement  est  déterminé  sans  ambiguïté  pai-  une 
certaine  aimantation  initiale  dont  nous  désignerons  par  A„,  ]}„,  C,,  les 
composantes  en  un  point  (juelconquc  de  l'aimant,  et  par  une  aiman- 
tation, à  chaque  instant  connue,  en  tout  point  de  la  surface  limite 
de  l'aimant.  En  ce  premier  mouvement,  les  composantes  de  l'aiman- 
tation, au  point  (.f,  j',  ::)  et  à  l'instanl  /,  sont  désignées  par  A,  B,  C 

Un  second  mouvement  est  déterminé  en  gardant  à  chaque  point 
infiniment  voisin  de  la  surface,  en  chaque  instant,  une  aimantation 
identicjue  à  celle  que  possédait  le  même  point  au  même  instant,  au 
cours  du  premier  mouvement,  mais  en  prenant  une  autre  aimantation 
initiale  A„  +  a„,  B„  +  P„,  C„  +  Yo-  Au  cours  de  ce  second  mouvement, 
l'aimantation  au  point  {x,y,  z)  et  à  l'instant  /  aura  pour  composantes 
A  -f-  a,  B  +  p,  C  -t-  Y- 

Soit  D  une  constante  positive  arbitrairement  choisie  ;  si  l'on  peut, 
aux  valeurs  absolues  de  «„,  [ï(,,  Yoj  imposer  des  limites  supérieures 
telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  t, 

on  dira  que  le  premier  mouvement  est  un  tnouvemeni  stable. 

Les  conditions  (^y)  sont,  ici  encore,  vérifiées  quel  que  soit  /,  ce  qui 
nous  permet  de  récrire  l'égalité  (Sg).  Or,  si  le  binôme  (i  -+-  4~£K) 
est  positif,  celte  égalité  nous  démontre  que  la  (piantité  /  y.'^dtn  ne  peut 
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être  fonction  croissante  de  /,  en  sorte  qu'elle  ne  peut  jamais  surpasser 

sa  valeur  initiale  /  x^rfcr.  Les  quantités  /  p-c?cï,  /  y- rfcï  justifient  des 

propositions   analogues.   La   condition   (/jo)    sera    donc   assurément 
vérifiée,  f[uel  (|ue  soit  /,  si  l'on  a 


/' 


D'où  le  lliéorèine  suivant  : 

Quid  que  .soil  le  aignedu  coc/fK-lciil  d'aimantation  K,  tout  mouve- 
ment magnétique  est  assurément  stable  sur  un  corps  pour  lequel 
le  binôme  (i  +  4"^  K.)  est  positif  : 

(4i)  J  -i-  47:cK  >  o. 

19.  Imaginons  qu'au  lieu  d'être  des  fonctions  données  du  temps, 
les  composantes  A,  B,  C  de  l'aimantation,  en  tout  point  infiniment 
voisin  de  la  surface  du  corps,  soient  des  constantes.  Le  mouvement 
magnétique  compatible  avec  ces  données,  mouvement  que  nous  savons 
être  déterminé  sans  ambiguïté,  est  l'équilibre  magnétique.  Or,  ce 
mouvement  doit  êlre  stable.  Donc  : 

Imaginons  que,  sur  un  corps,  on  maintienne  i/ivariablcs  la  gran- 
deur et  la  direction  de  l'aimantation  en  tout  point  injiniment  voisin 
de  la  surface  qui  limite  ce  corps.  Quel  que  soit  le  signe  du  coej/i- 
cient  d'aimantation  K,  si  le  binôme  (i  -h4-îK)  est  positif,  tout 
équilibre  magnétique  réalisé  en  de  telles  conditions  est  stable. 

20.  Voyons  maintenant  ce  qu'on  peut  dire  au  sujet  de  la  stabilité 
du  mouvement  magnétique  ou  de  l'équilibre  magnétique  sur  un  corps 
diamagnétique  pour  lequel  la  condition 

(42)  l  +  ^T.î)\  <0 

est  vérifiée. 

Gardons  toutes  les  notations  employées  au  n°  18,  et  différen lions 
par  rapport  à  t  les  deux  membres  de  l'égalité  (Sp);  nous  trouvons 


()t 
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Mais  l'emploi  des  égalités  (37)  permet  d'écrire 

dx    d-  y. 


j  [du-  0.r 


-a 

ût 


ôv  OyùI 


; — -  W/m  =  —  /  Aa  — -  rfro. 

ôz  ôzOtJ  J         Ol 


A  son   tour,  le  second  membre  de  cette   égalité  peut,  en   vertu   de 
l'équation  (38),  s'écrire 

; — ^—, — p-  fi^y.y  dTS. 


Nous  trouvons  donc,  tout  calcul  fait, 

(43)  4^   i'x'(/rn=     ,    .,     P'". i^   ({^y.)-dr^. 


Cette  égalité  (43),  dont  le  second  niciubro  ne  peut  ])as  être  négatif, 

nous  apprend  cpie  la  quantité—  /  cf.-dxr>  ne  peut  jamais  élre  fonction 

décroissante  de  /;  elle  garde,  quel   (jue  soit  /,  une  valeur  au  moins 
égale  à  la  valeur  0  qu'elle  avait  pour  /  =  o. 
Or,  l'égalité  (39)  nous  donne 

47TSK)  j 


(44) 


T.a'-(\  -\-  !\i 


Oju 


à.y 


l'àx„ 
\  Oz 


dr^. 


I^es  (piantités  a„,  j^l,,,  y,,  doivent  vérifier  les  conditions  (37);  a,,  est 
donc  nul  en  tout  point  infiniment  voisin  de  la  surface  S;  d'autre  part, 
parmi  les  trois  quantités  oco,  jS^,  y,,,  il  en  est  assurément  an  moins  une 
qui  n'est  pas  nulle  en  tous  les  points  du  corps  aimanté;  nous  pouvons 
toujours  supposer  (pi'on  ait  choisi  les  axes  de  coordonnées  de  telle 
sorte  que  a,,  ne  soit  pas  nul  en  tout  point  du  corps  aimanté;  dès  lors, 
on  ne  pourra  pas  avoir,  en  tout  point  de  ce  corps, 


f.a  quantité 


dx 


o. 


à  y 


<)y-o 


/■f(ëV-(^i'-(t) 


dm 


aura  une  valeur  positive  et,  si  l'inégalité  (V-)  est  vérifiée,  0  aura  aussi, 
en  vertu  de  l'égalité  (44),  une  valeur  positive. 

Par  conséquent,  —  /  'x'-Htô  demeure,  (pn'l  que  soit  /,  au  moins  égal 
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à  une  valeur  positive  o  el  /  a-r/n  croll  au  delà  do  IouIl'  liniile  avec  /. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si,  pour  un  corps  diamagnéliquc,  /<'  hiiiônu;  (i-t-  'i-îK)  est 
négatif,  tout  mouvement  magnétique  et,  en  particulii-r,  tout  équi- 
libre magnétique,  obtenus  sur  ce  corps  dans  les  coiuliliuns  indi- 
quées, sont  in  si  a  Ides. 

21.  Nous  allons  reprendre  maintenant  les  problèmes  que  nous 
avons  traités  aux  n""  17,  IS,  19  el  "20,  en  supposant  (pic  le  corps 
susceptible  d'aimantation  soit  également  capable  de  polarisation 
diélectrique;  K' sera  le  coefficient  de  cette  polarisation  diélectiicpie; 
en  tout  ce  Cliapitre,  nous  le  supposerons  positif. 

Pour  laisser  aux  problèmes  traités  leur  entière  généralité,  nous 
supposerons  que  le  corps  étiulié  soit  conducteur  de  l'électricité;  siTon 
voulait  qu'il  fût  isolant,  on  n'aurait  qu'à  bill'er,  en  toutes  nos  éf|ua- 

tions,  les  termes  (|ui  renfermeiil  eu  l'acteur  l'inverse  -  de  la  résistance 
spécifique. 

Des  trois  équations  du  mouvement  magnétique,  voici,  alois,  ipielle 
est  la  première  (  '  )  : 

(  a-J  )  T^i -, i —  J  V r- —  =:  O. 

^      '  ■2.T.a-W'{\-^'^-z\\)  plv'   Ot         Ot- 

Les  deux  autres  s'en  déduisent  eu  remplaçant  A  par  B  on  [)ar  C. 
Supposons  qu'on  se  donne  : 

1°  A  l'instant  /  =  o,  les  valeurs  de  A,  B,  C,  -r-»  -^>  -^  en  tous  les 

ut     01     ot 

points  du  corps  soumis  à  l'aimantation; 

1°  A  chaque  instant  t,  les  valeurs  de  A,  B,  C  en  tout  point  inté- 
rieur au  corps  et  infiniment  voisin  de  la  surface  qui  borne  ce  corps. 

Demandons-nous  si,  dans  ces  conditions,  le  muuveineut  magné- 
tique sera  entièrement  déterminé  sur  ce  corps. 

—    —  —    — , 

(  '  )  I*.  iJitiicii,  toc.  cil.  I>es  (leuv  coiislanles  i|ue  mous  représentions  alors  par  -S- 
et  par  C-,  doivent  être  prises  idciiliinies  eiitio  elles  el  à  a'^. 
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Gardons  les  nolations  qui  ont  été  employées  au  n"  17. 
D'après  les  condilions  qui  viennent  d'être  posées,  on  aura 
i"  A  l'instant  initial  /  =  o,  en  tout  point  du  corps, 


a  =  o,  P  —  o,  ■/  =  o, 


(46)  Ja  d&  ÔY 

i  -—  =  o,  -!-  =  o,  -f-  =  O. 

{  dl  dt  o't 

2"  Quel  que  soit  /,  en  tout  point  du  corps  infiniment  voisin  de  la 
surface  qui  le  borne, 

(37)  x—o,  [3  =  o,  y  —  o. 

En  outre,  en  vertu  de  l'égalité  (45),  on  aura  constamment 

,,   ,  I . 1     de.       d-sc  _ 

^•^^'  27ra^K'(.-+-47:£K)  oK'àt         àl'-  ~  ^' 

dy. 
Multiplions  par  1  —  les  deux  membres  de  celte  égalité  et  intégrons, 

pour  le  volume  entier  du  corps,  les  résultats  obtenus;  nous  trouvons 

A  l'aide  du  lliéorèmc  de  Green  et  des  condilions  (37),  cette  égalité 
devient 

Le  second  membre  de  l'égalité  (18)  ne  peut  jamais  cire  positif. 
La  quanlilc 

ne  peut  doue  jamais  être  fonction  croissante  de  /. 

D'après  les  conditions  (4^))  cette  quantité  est  nulle  pour  /  ^  o. 

Enfin,  si  le  binôme  (1  +  4~^K.)  est  positif,  cette  quantité  ne  peut 
jamais  être  négative. 
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Dès  lors,  on  doit  avoir,  quel  que  soit  /, 

U=ro, 
ce  qui  exige  qu'on  ait,  à  tout  instant  et  en  tout  point  du  corps, 

dt 
,!•„,  d»  de/.  ()x 

ax  oy  az 

En  vertu  des  égalités  (^7),  pour  que  les  égalités  (00)  aient  lieu 
à  tout  instant  et  en  tout  point  du  corps,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 
aussi  à  tout  instant  et  en  tout  point  du  corps, 


On  démontrerait  de  même  qu'on  a,  à  tout  instant  et  en  tout  point 
du  corps, 

(3=0,        y  =  o, 

ce  qui  justifierait  le  théorème  suivant: 

Si  le  binôme  (i  -i-  /j-cK)  est  positif,  tout  mouvement  magnétique 
sur  le  corps  considéré  est  déterminé,  sans  aucune  ambiguïté,  par 
les  conditions  qui  lui  ont  été  imposées. 

22.  Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  stabilité  d'un  tel 
mouvement.  Dans  ce  but,  nous  garderons  les  notations  dont  nous 
avons  fait  usage  au  n"  18,  mais  nous  changerons  la  di'-finition  de  la 
stabilité  qui  a  été  donnée  en  cet  endroit. 

Soient  E  e/  F  deux  constantes  positives  données  d'avance,  arbi- 
trairement d'ailleurs.  Si,  aux  valeurs  absolues  initiales  de 

^Of  Poi  yo) 

dcf.t,  (bço  à^ 

djc  '  dy  dz  ' 

\^):        i'di):        (rf)o' 

on  peut,  en  tout  point  du  corps,  imposer  des  limites  supérieures 


ii6  p.    nriiKM. 

telles  (ju\)ii  ail,  (jufl  ijik'  soil  /, 


(5i) 


<li. 


(52) 


m)'-m< 


<)t 


(lm  —  ¥. 


le  mouvcmctil  considéré  sera  un  m()u\enienl  stable. 

roui-  reconnaître  la  grande  dilToreiice  qui  existe  entre  cette  défini- 
tion de  la  stal>ilité  et  celle  qui  a  été  donnée  au  n"  18,  il  suffil  de  faire 
la  remarque  suivante  : 

En  vertu  de  la  première  condition  (S^),  aucune  des  deux  inté- 
grales 


dixV 


/-'"■  f\m-m-i% 


dm. 


no  peut  s'annuler  à  moins  que  l'autre  ne  s'annule  en  même  lenqis; 
mais  il   n'est  pas  permis  (ralliimer  qu'elles  sont  infiniment  petites 
ensemble  ni  qu'elles  sont  inliiiimcnt  grandes  ensemble. 
Ij'égalité  {\'6)  nous  permet  d'écrire,  quel  (pie  soil  /. 


J   {\0t]  ^  9.rui^K' 


dl 


(  I  -h  \  T.î  K  ) 


2  7îr/-'K'(i  H-  -1  ::•  k  ) 


d.r) 


m -m" 


■dm 


dm 


Si  le  binôme  (i-f-4~îl'^)  est  positif,  nous  en  déduisons  les  deux 
conditions,  vérifiées  quel  que  soil  /, 


dm 

()xV- 
IJÏ 


mv-' 


dm. 
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Pour  chiiciino  des   deux   (iiianlilcs  ^  et  y,  on  [teul  élablir  deux 
cotidilions  analogues  aux  conditions  (53)  et  (54). 

Dès  lors,  désignons  par  G  la  plus  petite  des  deux  quantités  posi- 
tives 

[l et     F. 

Il  est  clair  qu'aux  valeurs  absolues  de 

3to5  Po>  Vo' 

()x„  ()x„  àiXo 

ôx  ()y  dz 

(^)o'  (^)o'  (^)o' 

nous  pouvons  assigner  des  limites  supérieures  telles  (jnc  nous  ayions 
l'inégalité 

(-)     /i„„.K,.'.,„K,[(S)'-(t)'-(1g)'] 

+  ( -^)    +...    <r/ra<G, 

dans  laquelle  -i-  . . .  désigne  des  termes  qui  se  déduisent  de  ceux  qui 
sont  explicitement  écrits  en  remplaçant  a  d'abord  par  p,  puis  pary. 

Cela  fait,  les  conditions  (53)  et  (54)  nous  assnicnt  que  les  inéga- 
lités (5i)  et  (52)  seront  vérifiées  quel  (]ue  soit  /. 

D'où  la  conclusion  suivante  : 

Si  le  binôme  (i  +  4-eK)  est  positif ,  (oui  womcincni  magnétique 
obtenu  sur  Ir  corps  considéré  est  stable  dans  les  conditions  indi- 
quées. 

Cette  proposition  est  ivraie,  en  particulier,  de  l'équilibre  magné- 
tique qu'on  obtient  en  maintenant  invariables  la  grandeur  et  la 
direction  de  l'aimantation  en  chaque  point  intérieur  au  corps  et 
infiniment  voisin  de  la  surface  de  ce  corps. 

23.  Nous  allons  montrer  mainlenant  que,  dans  les  conditions 
indiquées,  tout  mouvement,  magnétique  et,  en  particulier,  tout 
équilibre  magnétique  est  instable  si  le  biiiùnie  (1+4-ôIv)  est 
négatif. 


ii8 

(Considérons  la  rjuantilô 
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(56) 


-/!( 


dx\' 


dl  /        2  7:a'K'(n-47r£K) 
L'égalité  (4^)  nous  donne 


m-m-mv- 


En  vertu  de  réquulion  (47),  cette   dernière   ég;aiité  peut  encore 
s'écrire 

rfU 
dt 


(58) 


~V   L2-«"-K'(i  +  4t:£K)       pK'  dt\ôt    '^• 
L'égalité  (57)  nous  donne 

u     ,  r/à'-xy ,      ,r[  i   iv^     à'y.\,)x. 


dHJ 
dû 


Si  l'on  compare  celle  égalité  à  celle  qu'on  obtient  en  difTéren liant 
l'égalité  (47)  par  rapport  à  /,  on  voil  (ju'on  peut  l'écrire  sous  la 
forme 


-d-^v 


'dî^ J       27:M-k'(i +4toK/)  t)7  ""  (77 


àix      ()x 


dns 


que  l'emploi  du  lliêorèmc  de  Cîrecn  et  des  conditions  (37)  transforme 


en 


,,  ,    d'V     ,  r\/,Poi\' 


27ra-K'(i  -\r  f\nsli) 


d'à 
àx  dt 


d'-x 
df  dt 


d'à 
âzdt 


dzs. 


Si  le  binôme  (i-i-4~ïK.)  est  négatif,  celte  égalité  nous   montre 

d-V  1    T      i-        •       dV  , 

que  -p- ne  peut  jamais  être  ncgatii.   La  tonclion  -j-  ne   peut  donc, 


a  aucun  moment,  être  fonction  décroissante  de  /;  ipiel  que  soit  /,  elle 
demeure  au  moins  égale  à  sa  valeur  initiale  (-7- )  ■ 

Or,  on  voit  aisément  (pi'on  peut,  sans  francliir  les   limites  supé- 
rieures imposées  aux  valeurs  absolues  de  a^  et  de  (-r-  j  ,  faire  en  sorte 

,  .    ,  / dV  .... 

que  la  quantité  (  —  I    soit  positive. 
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En  effet,  en  sus  fies  coiulitions  qui  imposent  des  limites  supérieuies 
à  leurs  valeurs  absolues,  les  quantités  a„  et  (  -^  j  sont  assujetties  seule- 
ment à  s'annuler  en  tout  point  infiniment  voisin  de  la  surface  qui  limite 
le  corps. 

Sans  nous  occuper  tout  dabord  des  limites  supérieures  imposées 

aux  valeurs  absolues  de  a„,  de  --^,  -^,  ^  et  de    — -     ,  prenons  pour 

"  Ov     à  y     dz  \<)t  /  „    '  ' 

valeur  def-r^  )    le  produit  d'une  constante  A  par  une  fonction  continue 

quelconque  de  x,  y,  :.,f(x,y,  z),  assujettie  seulement  à  s'annuler  en 
tout  point  de  la  surface  qui  limite  le  corps.  Choisissons  ensuite  une 
autre  fonction  continue  g(x,y,:),  nulle  à   la  surface  du  corps,  et 

telle  que 

ffi:r,y,z)  /(.r,,v-..) 

2  7rrt-K'(i -t- /iTTêk)  pK' 

ait,  en  chaque  point,  le  signe  de  /(.f,y,  ;);  puis  déterminons  a„  par 
les  conditions  de  s'annuler  à  la  surface  du  corps  et  de  vérifier,  en  tout 
point  du  corps,  l'équation 

Toutes  choses  égales  d'ailleurs,  a„  sera  proportionnel  à  X. 

On  pourra  maintenant  donner  à  Tv  une  valeur  absolue  assez  petite 

,1  III  1     t)^n    àoc^    àixo     .1     /'àa\ 

pour  que  les  valeurs  absolues  de  a„,  de  -tt'-î— '  -j7  ^^  "^  (  17  )    "^  *"'"" 

passent,  en  aucun  point,  les  limites  supérieures  qui  leur  ont  été  assi- 
gnées. 

Mais,  d'autre  part,  en  vertu  de  l'égalité  (58),  on  aura 

et  le  second  membre  de  celte  égalité  est  assurément  positif. 

Comme  nous  lavons  vu,   —  ne  poiii'ra  jamais  devenir   intérieur 

à  cette  valeur  positive  initiale.  Donc  U  croîtra  au  delà  de  toute  limite 
avec  /. 

Si  l'on  se  reporte  alors  à  l'expression  (5G)  de  U,  on  vuil  ipic, 
quelque  petites  (pie  soient  les  limites  supéiicMii-es  imposées  aux  valeurs 


[20 


r.    iPiiiiiM. 


al)si)liies  fies  qiiaulilés 


()y.o       <)y.„       â<x„       dy-a 
UI'     'Jy'     "J7'     Ut 


on  peut  loujours  disposer  de  ces  quantités  de  telle  sorte  que  Tune  au 
moins  des  (pianlilés 


mh-   JWHfA 


dz 


dm 


croisse  au   delà   de   toute   limite  avec  /,  ce   (pii   établit   riu.slal)ililé 
annoncée. 


2i.  On  [leiil  reprendre  les  [)rol)lèines  traités  aux  deux  numéros 
précédents,  mais  en  adoptant  une  nouvelle  définition  de  la  stabilité 
qui  n'est  équivalente  ni  à  celle  dont  il  a  été  fait  usaj^c  en  ces  deux 
numéros  ni  à  celle  (|ui  a  été  donnée  au  u"  18.  Voici  cette  définition  : 

e  et  f  élaiil  deux  quaiitilcs  posilives  arbhvaiicincid  choisies 
d'avance,  si  l'on  peut,  aux  valeurs  absolues  de  a„,  po;  "j'o  *?'  de  leurs 

dérivées  pre/nières  et  secondes  pur  rapport  à  x,y  et  z,  de  l—\, 

(   }    )  '  (    j   )    ''  '^''  '''"''■"'"  '/''rivées  premières  par  rapport  à  x,  y  et  z, 
impose/-  des  limites  supérieures  telles  qu''on  ait,  quel  que  soil  t, 


(60) 
(6.) 


m 


^y.y  +  {^py-+-{ly)']dm<c, 


ôt 

().r  di 

JllL 

<).r  dl 


()y  cjt 

OyOt, 
d'y 

ÔV  ÔL 


à-'a  V 


\Oiàt 

\ôzdt) 

d'y 
():.  Ot 


(tm  </, 


le  moui.em.eNt  md^Ki'lHjui'  est  stid'le 


On  i-econnaiLi'a  la  (lillérenee  (|u"il  y  a  entre  celte  iU)U\L'lle  défini- 
tion de  la  stabilité  et  celles  ipii  ont  été  données  précédemment  en 
observant  : 
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1°  Qu'en  vertu  des  conditions  (37),  l'intégrale 

(a--T-  3--!-  ■/-)  dxs, 


/' 


l'intégrale  qui  forme  le  premier  membre  de  Tinégalité  (ji)  et  Tinté- 
grale 

''[(Aa)^-l-(A3)--f-(A-/)-]rfro 


/■ 


s'annulent  en  même  temps,  mais  qu'il  n'est  permis  de  dire  ni  qu'elles 
sont  infiniment  petites  en  même  temps  ni  qu'elles  sont  infiniment 
grandes  en  même  temps; 

2°  Qu'en  vertu  des  mêmes  conditions  (37),  l'intégrale 


/ 


^hm-m  I- 


et  l'intégrale  qui  forme  le  premier  membre  de  l'inégalité  (61)  s'an- 
nulent toujours  ensemlile,  sans  qu'il  soit  permis  de  dire  qu'elles  sont 
infiniment  petites  en  même  temps  ou  infiniment  grandes  en  même 
temps. 

23.  Nous  allons  prouver  d'abord  que,  selon  celle  nouvelle  défini- 
lion,  loiil  mouvemenl  magnétique  cl,  en  parliculier,  lout  équilibre 
magnéliqiie  est  encore  stable  sur  un  corps  magnétique  ou  diama- 
gné tique  pour  lequel  le  binôme  (i  -+-  4  ~î  K.)  ''■^^  positif. 

Multiplions,  en  effet,  les  deux  membres  de  l'égalité  (47)  par 

2  A  -T-dm 
àt 

et  intégrons  pour  le  volume  entier  du  corps  soumis  à  l'aimantation. 
Nous  trouvons  l'égalité 

— y-  I  (Aa)-rfro  —  2  /  -—A— -dus—  —^  1  —-  A-r-ora. 

L'emploi  des  conditions  (37)  et  du  théorème  de  Green  transforme 
cette  égalité  là  en  la  suivante  : 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  I\.  —  Kasc.  II,  igiS.  it 
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Le  second  membre  de  cette  égalité  ne  peut  jamais  être  négatif; 
l'intégrale  qui  figure  au  premier  membre  ne  peut  jamais  être  fonction 
croissante  de  /;  à  aucun  instant,  sa  valeur  ne  surpasse  celle  qu'elle 
avait  prise  à  l'instant  initial.  Ce  résultat  acquis,  la  démonstration  du 
ibéorème  énoncé  s'achève  par  une  méthode  semblable  à  celle  (pii  a  été 
employée  au  n"  22. 

26.  Selon  la  nouvelle  définition,  tout  mouvement  magnétique  et, 
en  particulier,  tout  équilibre  magnétique  est  instable  sur  un  corps 
diamagnétique  pour  lequel  b:  binôme  (i  -(-  4  ~-  K.)  e.v/  négatif. 

Nous  allons  prouver,  en  effet,  que,  quelles  que  soient  les  limites 

supérieures  imposées  aux  valeurs  absolues  des  quantités  c/.^,   (it) 

et  de  leurs  dérivées  premières  par  rapport  à  x,y  et  z,  on  pourra  tou- 
jours disposer  de  ces  quantités  de  telle  sorte  que  l'une  au  moins  des 
intégrales 

(62)  \  =  I  {^xfdxs. 


(63) 


■01 


()y  dt 


/  d'à 
[dzdt 


dm 


croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  ^  ('). 
Nous  trouvons,  tout  d'abord. 


(6-',) 
puis 


ât        ' 


d'\ 
dt* 


-r  =  2  /  Aa 

àl  J 


A        A   ^''^    J 

Aa  A  — -—  dm. 
ât- 


d^oc 


Au  moyen  de  l'équation  (  '17),  qui  donne  -r-^,  cette  égalité  devient 


A   '^^  J 
A-r-rfCJ 

dt 


(')  Celte  (liMiionslralion  est  analogue  à  celle  <iue  nous  avons  donnée  au  para- 
grapfie  3  de  noire  travail  Sur  la  slal/itilé  Électrique  d'un  milieu  homogène  et 
illimité.  Cerlaines  faules  de  calcul.  (|ui  s'élaienl  glissées  en  ce  travail,  sont 
corrigées  ici. 
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L'emploi  du  théorème  de  Green  et  des  conditions  (37)  permet 
de  mettre  celle  dernière  égalité  sous  la  forme 

2      r/()A«    d-o.         d  \oL    ô- CL        d  \oi.   d^<x 


dm 


dx    dœôt         dy    dydt  dz     dzdl 

7rfl-K'(i-i-4Ti£K)  J    I  \   dx  )  '^\  dy  )  "^  \ 


r/m. 


D'autre  part,  en  vertu  du  théorème  de  Green  et  des  conditions  (37), 
l'égalité  (63)  peut  s'écrire 

rdx  .  dx  , 
J   dt      dt 

Nous  en  tirons  l'égalité 

dS  r  d-OL  .à'J.   ,  rdx.O'-a., 

dt  J    dt-       dt  J    dt      dt^ 

que  l'emploi  du  théorème  de  Green  et  des  conditions  (3^)  trans- 
forme en  l'égalité 

di  rd-a.da, 

dl  J     dt-       dt 

En  vertu  de  l'équation  (47),  cette  dernière  égalité  devient 

^      '         dt       pK' J    dt      dt  T:n-K'(i  +  ^r.eK)J  dt 

Nous  lirons  de  là 

d'i         2      rd-x  .  de  o.      fax  .  d'x  , 

dt-        pK.'J    dl'      Ot  pK'J    -"       ■'" 


'  7Ï  rt-  K'  (  I  +  4  TTC  K 
I 


/(4) 


dt       dt- 
dm 


7:a-l\.'(i  +  4 


4t:cIv)J 


dt- 


Le  théorème  de' Green,  joint  aux  conditions  (37),  nous  permet 
d'écrire 


/ 


dx  .dx, 
dt      dt- 


r  d-  X     dx 

J  UF    In 


dis. 


p-K'-J    ai 


dl 
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Moyennanl  celte  remarque  et  l'équation  (47),  l'égalité  précédente 
devient 

dt-  ' 

r — rcTT 7 — ïrrrr  /  ^^  ^^  dis 

Un  nouvel  emploi  du  théorème  de  Greên  et  des  conditions  (S^) 
donne 


'^''  S=pfe/[ 


d'-x 


3 r/d\x 


dydt 

à  \x    d-OL 


ôzdt,)  J 


dm 
à  Ac.    d-  X 


t)  Aa    d-a 


^  2[-«^K'(i  +  4r£K)J-' j   [[du:)     '    V  <^.r 

Considérons  maintenant  la  (piantité 

(68)  W  =  J .,    /      ,     ■  -   • 

2-rt-  K  (i  +  ^-cKj 

Les  égalités  (64)  et  (66)  nous  donneront 


d.rdt    '      dr    dydt         dz     dzdt 
d  Ax\-       /dlxX-^ 

jt)  j 


dus 


dis 


(69) 


d\\ 
dl 


-^f[w 


dx 
dl 


Sx 


dx   , 
-r-  dm. 
dt 


7:a-K'(i  -H4-£k) 
Quant  aux  égalités  (6.j)  et  (67),  elles  nous  donneront 

/•(    rjLj^!£ ; dSxi'- 

J    }      \pK'du-dt        7ra-K'(i-H47:£k)    dx  J 
[p K'  dy  dt       T.a- R' (i  -1-  .', r.i K )    dy  J 


c^<- 


(J-5C 


d\o 

<;Aa 


pl\'  (ivc'<       7:rt-k'(i-(-47rcK)    c^c 


^w. 
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Celle  dernière  égalité  nous  montre  que,  si  le  binôme  (i  +  '(-cK) 
est  négatif,  '—j-r  ne  peut  jamais  prendre  de  valeurs  négatives,  en  sorte 
que  -j-  garde,  quel  que  soit  /,  une  valeur  au  moins  égale  à  celle  que 

cette  quantité  avait  à  l'instant  initial. 

Nous  allons  montrer  maintenant  que,  sans  transgresser  aucune  des 
limites  supérieures  qu'on  aura  imposées  aux  valeurs  absolues  de  a,, 

de  (  -T-  j   et  de  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  kx,y  ei  z,  on  peut 

disposer  de  ces  quantités  de  telle  sorte  que  (  —r-  j   soit  positif. 

Soit,  en  effet,  f(^x,  y^  z)  une  fonction  finie  et  continue  quelconque, 
nulle  en  tout  point  de  la  surface  qui  limite  le  corps  et  différente  de 
zéro  en  tout  autre  point  de  ce  corps;  soit  X  une  constante  provisoire- 
ment quelconque.  Prenons 

Prenons  ensuite,  pour  a„,  une  fonction  de  x,y,  z  qui  s'annule  en  tout 
point  de  la  surface  qui  limite  le  corps  et  qui  vérifie,  en  tout  point  du 

corps,  l'équation 

Ao«o  =  W  ^N  r,3), 

p.  étant  une  quantité  indépendante  de  x,  y,  z. 

Cela  fait,  nous  pourrons  prendre  la  constante  \  assez  voisine  de  zéro 

pour  que  les  valeurs  absolues  de  a„,  de  (  —  j  et  de  leurs  dérivées  par- 
tielles ne  surpassent  assurément  pas  les  limites  supérieures  qui  leur 
ont  été  assignées. 


Mais,  en  vertu  de  l'égalité  (69),  nous  aurons 


^Jï---i 


I 


pK'       T.a-K'{\  +  [\T.iK)_ 


[/(■2-.  7,  ;)]-(/cT, 


quantité  essentiellement  positive. 

Puisque  -j—  garde,  quel  (|ue  soit  /,  une  valeur  positive  au  moins 

égale  à  (^-7- )  >  W  croît  au  delà  de  toute  limite  avec  /.  D'après  l'éga- 
lité (68),  cela  ne  peut  être  que  si  l'une  au  moins  des  deux  intégrales  I 
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et  .T  croît  au  delà  de  toute  limite  avec  /.  Le  théorème  énoncé  est  donc 
démontré. 

27.  Les  diverses  méthodes  fondées  sur  Temploi  des  équations  de 
rEleclrodynamique  et  de  rÉIcctromas^nétisme  conduisent  donc  à  ce 
résultat  :  Sur  un  corps  diamagnétique,  qu'il  soit,  d'ailleurs,  capable 
ou  non  de  polarisation  diélectrique,  l'équilibre  magnétique  est  stable 
si  le  binôme  (i  +  4~-K.)  est  positif  et  instable  si  le  binôme 
(i  4-  4~'  K.)  est  négatif.  Or,  le  Postulat  formulé  au  n"  5  annonce  que, 
sur  un  corps  diamagnétique,  l'équilibre  magnétique  est  instable  toutes 

les  fois  que  le  binôme  (  i  -I-  -^  tc£K)  est  positif.  11  apparaît  donc  que 
le  Postulat  dont  nous  venons  de  parler  reçoit  un  démenti  de  la  part 
des  équations  de  l'Electrodynamique  et  de  rÉlectromagnélisme. 

A  la  vérité,  on  pourrait  essayer,  de  la  manière  que  voici,  d'éviter 
cette  contradiction  : 

Le  cor[)s  dian)aguétique  pour  l('(|uel  on  discute  de  la  stabilité  de 
l'équilibre  magnétique,  n'est  pas,  lorsqu'on  lui  applique  des  équations 
de  l'Electromagnétisme,  placé  dans  les  conditions  où  il  se  trouve 
lorsqu'on  fait  usage  du  postulat  relatif  au  potentiel  interne;  en  cette 
circonstance-ci,  on  le  suppose  soumis  à  l'induence  de  corps  perma- 
nents; en  cette  circonstance-là,  on  maintient  invariable  le  chanqj 
magnétique  en  chaque  point  intérieur  au  corps  diamagnétique  et 
infiniment  voisin  de  la  surface  de  ce  corps;  on  pourrait,  sans  absur- 
dité, admettre  que  l'équilibre  magnétique,  stable  dans  un  cas,  ne  l'est 
pas  dans  l'autre. 

On  fermera  cette  échappatoire  si  l'on  peut  définir  un  cas  où  les 
deux  dispositifs  dont  nous  venons  de  parler  cessent  d'être  différents 
l'un  de  l'autre.  Or,  voici  comment  on  peut,  fort  simplement,  imagi- 
ner un  tel  cas  : 

Concevons  un  milieu  magnétique  ou  diamagnétique,  homogène, 
illimité  en  tout  sens,  soustrait  à  l'aclion  de  tout  corps  étranger. 
Admettons   sim[)lcineiil   (ju'à   l'iiilini,    les   conqiosantes   a,   p,    y  de 

l'ainianlation   s'aiinulciil  comme  —,   et  leurs  dérivées  partielles  par 

rapport  à    x,  y,   z,    comme    —,   /•   étant    la  distance  du  point   (pii 
s'éloigne  à  Tinfini  à  un  point  fixe  situé  dans  la  région  où  nous  étudions 


SUR    LE    DIAMA.GNÉTISME.  1 27 

l'aimanta tlon.  Dans  ces  conditions,  on  pourra  encore,  comme  on  le 
voit  aisément,  faire  usage  de  toutes  les  formules  que  nous  avons  précé- 
demment écrites  pour  un  corps  aimanté  de  dimensions  finies. 

Si  un  tel  milieu  est  entièrement  désaimanté,  il  est  évidemment  à 
l'état  d'équilibre  magnétique.  Cet  équilibre  est-il  stable  ou  instable? 

Traitons  d'abord  la  question  au  moyen  du  Postulat  énoncé  au  n"  3. 

Si  le  milieu  est  diamagnétique  et  si,  cependant,  la  valeur  absolue 
de  son  coefficient  d'aimantation  est  assez  petite  pour  que  le  binôme 
(i-l-4~£l^)  soit  positif,  ce  postulat  nous  avertit  que  l'équilibre 
magnétique  considéré  n'est  pas  stable. 

En  effet,  le  potentiel  interne  du  milieu  désaimanté  est  nul. 

Au  sein  de  ce  milieu,  dessinons  un  ellipsoïde  quelconque  et,  en  cet 
ellipsoïde,  imaginons  une  distribution  magnétique  uniforme  quel- 
conque, sans  concevoir  aucune  aimantation  dans  le  milieu  extérieur  à 
l'ellipsoïde.  Le  potentiel  interne  du  système,  qui  se  réduit  au  potentiel 
interne  de  l'ellipsoïde  aimanté,  est  maintenant  négatif. 

Donc,  en  l'état  d'équilibre,  ce  potentiel  n'était  pas  minimum. 

On  arriverait  encore  à  cette  conclusion,  même  si  le  binôme 
(\  -\-  l\7zi  K)  était  négatif,  pourvu  seulement  que  le  binôme 


(,  +  |„k) 


fût  positif;  il  suffirait,  dans  la  démonstration  précédente,  de  remplacer 
l'ellipsoïde  par  une  sphère. 

Reprenons  maintenant  le  même  problème  au  moyen  des  équations 
de  l'Electrodynamique  et  de  l'Electromagnétisme.  Les  considérations 
développées  au  cours  du  présent  Chapitre  nous  apprennent  que,  pour 
un  milieu  diamagnétique  capable  ou  non  de  polarisation  diélectrique, 
l'équilibre  est  stable  si  le  binôme  (i  -f-  4  ~£  K  )  est  positif  et  instable  si 
le  binôme  (i  -i-  4  t^î  K)  est  négatif. 

Ainsi,  appliqués  à  ce  même  problème,  le  Postulat  énoncé  au  n°  5 
et  les  lois  de  l'Electromagnétisme  conduisent  à  des  résultats  con- 
cordants si  le  milieu  est  magnétique.  Ils  conduisent  encore  à  des 
résultats  concordants  si  le  milieu  est  diamagnétique  et  si  l'on  a  les 
deux  inégalités 
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Mais  ils  conduisent  à  des  résultats  qui  se  contredisent  si  le  milieu 
est  diamag  né  tique  et  si  l'on  a  l'inégalité 

I  +  4ra'^  >  o. 

De  là  cette  première  conclusion  : 

Le  Postulat,    knonc:e  au   n"  ô,  justifik  pouk  les  systèmes  dont  le 

MOUVEMENT  DEPEND  DES  SEULES  LOIS  DE  LA  DYNAMIQUE,  NE  l'eST  PLUS  l'OUR 
LES  SYSTÈMES  OU  I  IGURENT  DES  i:ORPS  MAGNÉTIQUES  ET  DONT,  PAU  CONSÉ- 
QUENT,    LE    MOUVEMENT    DÉPEND    DES    LOIS    DE    l'ElECTROMAGNETISME. 

28.  De  là  aussi  cette  seconde  conclusion  : 

L'existence  d'un   coups   assez   foutement  diamagnetique  pour  que   le 

BINÔME  (l-|-4~£K)  soit  négatif,  APPARAIT  GOMME  UNE  IMPOSSIBILITE  PHY- 
SIQUE. Mais   les   objections  formulées  contre  l'existence  de  corps  dia- 

MAGNÉTIOUES  s'ÉVANOUISSENT  SI  CES  CORPS  SONT  ASSEZ  FAIBLEMENT  DIAMAGNÉ- 
TIQUES   pour  qu'aucun  d'entre  eux  ne  rende  NÉGATIF  LE  BINÔME  (l  +  i~t  K). 


CHAPITRE  IIL 

COMPARAISON   ENTRE    LES   CORPS    DIÉLECTRIQUES    ET    LES    CORPS    DIAMAGNÉTIQUES. 

29.  Il  est  intéressant  de  reprendre,  au  sujet  des  corps  diélectriques, 
des  considérations  semblables  à  celles  que  nous  venons  de  développer 
au  sujet  des  corps  diamagnétiques,  et  de  comparer  entre  eux  les 
résultats  que  donnent  ces  deux  études. 

La  Statique  des  corps  diélectriques  est  absolument  semblable  à 
la  Statique  des  corps  magnétiques,  en  sorte  qu'on  peut  n'-péler 
textuellement,  au  sujet  des  corps  diélectriques,  tout  ce  qui,  au  Cha- 
pitre L  <i  été  dit  des  corps  magnétiques.  Il  suflit  de  remplacer  l'inten- 
sité d'aimantation  DW.  et  ses  composantes  A,  B,  C  par  l'intensité  de  la 
polarisation  diélectrique  Ole' et  ses  composantes  A',  B',  C;  le  coeffi- 
cient d'aimantation  K  par  le  coefficient  de  polarisation  K';  la 
constante  £  des  actions  magnétiques  par  la  constante  s'  des  actions 
électrostatiques;  la  fonction  potentielle  magnétique  V  par  la  fonction 
potentielle   électrostatique   V';   enfin,  les  composantes  L,  M,  .\  du 
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champ  magnétique  par  les  composantes  X,  Y,  Z  du  champ  élec- 
trique. 

Le  potentiel  interne  d'un  système  formé  par  un  corps  électrisé  d'une 
manière  permanente  cl  par  un  coips  diélectrique  se  calcule  de  la  même 
manière  que  le  potentiel  interne  d'un  système  formé  d'un  aimant  per- 
manent et  d'un  corps  magnétique. 

Dès  lors,  si  Fon  admet  la  généralité  du  Postulat  énoncé  au  n°  3,  on 
peut  formuler  les  propositions  suivantes  : 

S/  le  coefficient  de  polaiisation  K'  d'un  corps  diélectrique  est 
positif,  ce  corps,  placé  en  présence  d'un  corps  électrisé  d'une  ma- 
nière permanente,  pan-iendra  à  un  état  d'équilibre  de  polarisation 
qui  sera  assurément  stable. 

Cet  état  d'équilibre,  au  contraire,  serait  assurément  instable  si 
le  coefficient  de  polarisation  K'  était  négatif,  tandis  que  le  pou- 
voir inducteur  spécifique  (i -H  4  ~£'K')  ou  même  simplement  le 
binôme  (  i  -f-  --  -  e'  K'  )  siérait  positif. 

Mais  rien  ne  nous  autorise,  jusqu'ici,  à  étendre  aux  systèmes  qui 
renferment  des  corps  diélectriques  le  Postulat  qui  a  été  formulé  au 
n°  5;  la  justification  de  ce  Postulat  suppose  l'emploi  des  équations  de 
la  Dynamique;  or,  lorsqu'un  système  contient  des  corps  diélec- 
triques, l'étude  du  changement  de  la  polarisation  prise  par  ces  corps 
ne  dépend  pas  des  équations  de  la  Dynamique,  mais  bien  des  équa- 
tions de  l'Electrodynainlque;  c'est  donc  à  ces  dernières  qu'il  faut 
demander  la  démonstration  ou  la  réfutation  des  propositions  qui  vien- 
nent d'être  formulées. 

50.  En  premier  lieu,  pour  les  corps  diélectriques  dont  le  coefficient 
de  polarisation  est  positif,  on  peut  répéter  exactement  ce  i|ue  nous 
avons  dit,  au  n"  lo,  des  corps  magnétiques  dont  le  coefficient  d'aiman- 
tation est  positif.  Le  théorème  général  dont  nous  avons  parlé  en  cet 
endroit  s'applique  à  un  système  qui  contient  à  la  fois  des  cor|)s  magné- 
•  tiques  et  des  corps  diéleclricpies;  il  suppose  seulement  que  le  coeffi- 
cient d'aimantation  des  uns  et  le  coefficient  de  polarisation  des  autres 
soient  positifs.  Si  donc,  nous  définissons  la  stabilité  d'un  é([uilibre  de 
polarisation  exactement  comme  au  n°  13,  nous  avons  défini  la  stabi- 

Journ.  de  .'\falli.  (6*  série),  tome  IX.  —  Fasc.  II,   igiS.  1^ 
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lité  d'un  équilibre  d'aimantation,  nous  pourrons  énoncer  le  théorème 
suivant  : 

I j'équilibre  do  polarisation  qiii.s'èlablit.  sous  V influence  de  corps 
étectrisés  et  polarises  d'une  manière  permanente,  sur  un  corps 
diélectrique  dont  le  coefficient  de  polarisation  est  positif,  est  un 
équilibre  stable. 

51.  Imaginons  maintenant  un  corps  diélectrique  placé  dans  des 
conditions  telles  qu^en  tout  point  intérieur  à  ce  corps  et  infiniment 
voisin  de  la  sur/ace  qui  le  limite,  le  champ  électrique  et,  par  consé- 
quent, V intensité  de  la  polarisation  diélectrique  gardent  une  gran- 
deur et  une  direction  invariables.  Proposons-nous  d'étudier,  sur  un 
tel  corps,  la  stabilité  de  l'équilibre  de  polarisation. 

Considérons,  tout  d'abord,  le  cas  où  le  corps  dont  il  s'agit  est  privé 
de  conductibilité  électrique. 

Les  équations  qui  régissent,  sur  un  tel  corps,  les  changements  de 
la  polarisation  diélectrique  ont  été  données  par  Helmholtz  (');  voici 
la  première  : 

^''       d<'    ~  27:a-K'(n-4T:cK) 

(i-h47r£K)(n-47r£K')— /.    d   /àX'       àK       <)C 


27ra'X-K'(n- 47ï£K  )         dx  \  ()x        à_y         dz 

F^es  deux  autres  se  déduisent  de  celle-là  en  remplaçant  successive- 
ment X  par  y  el  z,  et  A'  par  B'  et  C. 

/>■  ri'préscnte  la  constante  que  Helmholtz  a  introduite  en  Electrody- 
uamique  et  que  nous  savons  ne  pas  pouvoir  être  négative. 

Voici  le  théorème  que  nous  nous  proposons  de  démontrer  : 

Si  l'on  admet  que  la  constante  k  de  Helmlioltz  est  positive  ; 
Que  le  binôme  (i-i-4~-K.),   relatif  au  coefficient  d'aimanta- 
tion, est  positif; 

Que  te  pouvoir  inducteur  spécifique  (t  -t-  4~î'K')  est  également 
positif  ; 

(')  il.  IIki.mholtz,  Ueber  die  liewegungaglfichiingen  der  Hlcktricildl  fiir 
riiltende  leilende  Kôrper  [Borcliardl's  Journal.  Bd.  LWII,  1870,  p.  Ô7  ; 
Wissenschaftliche  Al)handliingen,  Bd.  I,  1S82,  p.  545;  équations  (21  c)]. 
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Mais  que  le  coc (ficiciil  de  polarisation  diélectrique  K'  est  négatif  : 
La  polarisation   diélectrique  ne  peut,  sur  le  corps  considéré  et 
dans  les  conditions  indiquées,  être  en  équilibre  stable. 

Nous  prendrons  les  lettres  A„,  B^,  C^  pour  designer  les  valeurs 
des  composantes  de  la  polarisation  diélectrique  en  l'état  d'équilibre. 
En  un  autre  état  quelconque,  nous  poserons 

En  tout  point  intérieur  au  corps  et  infiniment  voisin  de  la  surface 
de  ce  corps,  nous  devrons  avoir,  quel  que  soit  /, 

(72)  a'=3  0,  p'—o,  y'-o. 

En  outre,  les  (juanliLés  a',  p',  y'  devront  vérifier  trois  équations  qui 
se  tirent  des  équations  (71),  et  dont  voici  la  première  : 

^         2  7r«-'^Iv'(i-f-47:£K)         ()x\0.c  '^  Oy  ^  dz}' 

De   là   nous  allons  déduire  les  formules  fondamentales  de  notre 
analyse. 

Considérons  la  quantité 

(74)  li^'-j\a-'+^^"^-/-^)dm. 

Nous  trouvons 


ac      J    \      <Jc  oc       '    ai  ] 

IJUIS 


ôl 


dm 


-f 


/( 


Mais  les  égalités  (jS)  donnent 


Ot-       ^    dl^        '    dt-  I 
I 


— — ^- -, — z^  /  (  3C'  Aa'  -s-  ,3'  A^'  +  /  A-/  )  dm 

(i-t-47t£K)(i-(-47;£'K')-/'  f[      ô^(ii^   ^  d(5' 


2  7:«- A- K'(i -t~  47:£K)        ,'    |      ÔJLXdx         dy 


ôz  I 


dcn, 
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+  ...  drsignanl  deux  termes  (|iii  se  déduisent  par  permutation  di 
terme  explicitement  écrit. 

Mais,  en  vertu  des  conditions  (72),  on  a 


/—-/[(S)- 


cIts 


et  deux  égalités  analogues  à  cette  dernière. 
L'égalité  (7G)  peut  donc  s'écrire 

I rr    /^y    [â^y    /â^\ 

-(S)'-(f)'-(f) 

(1  4-47:£K)('  +  -1-;'K')  — /.-   /Y— +  ^       ^Vrte 

Les   formules  (7:))  et  (77)   nous  permcttioiit   de    di''nionlr('r    le 
théorème  énoncé  lorsque  nous  aurons  établi  «luatic  leninies. 


Pkemier  i.k.mmi..  —  Posons 

(-8) 


ô.v        ûy        i)z 


Ou  pi'ul,  il  l'inslanl  /  =  o,  clioisii-,  dans  lout  le  cni'ps,  les  valeurs  de 

T)'  (?)' 

,  di  y„     V  dt  '„ 


"o-        Ho-        7„- 


d^ 

df  Jo' 


de  telle  soih^  : 


1"  ()ue  les  valeurs  absolues  de  ces  (juaulilés  soient  int'éi  ieuies  à 
telles  liiiiilcs  su[)(''rieures  qu'il  aura  plu  de  li'ur  imposer; 
2"  Que  les  conditions  (72)  soient  vériliées; 
3"  Que  l'on  ail,  à  cet  instant, 


(79) 
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4°  Que  rinlégrale 

ait  une  valeur  positive. 

Prenons,  en  oITet,  ce  qui  est  évidemment  possible  d'une  infinité  de 
manières,  trois  fonctions  de  x,  y,  ;,  désignées  par  />,  q,  /;  qui  soient 
assujetties  aux  conditions  suivantes  : 

i"   Dans  l'étendue  occupée  par  le  corps, 

/)  (Y.r  +  q  dy  +  r  dz 

n'est  pas  une  dillërcntielle  totale; 

1°  Les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  /j,  y,  /■  s'annulent  en 
tout  point  de  la  surface  qui  limite  le  corps. 

Prenons  ensuite 


,         ôr\  jOx'\  lôq        dr\ 


dij        ôr  \ 
dz  ~  Ji 
Or        ()jj  \ 


dl  Jo' 

(dr 

àp\ 

dtjo 

=KI 

àq\ 

dxj  ' 

7.  et  [/.  étant  deux  quantités  quelconques  indépendantes  de  x,  y,  z,  /. 

La  deuxième  et  la  troisième  conditions  seront  vérifiées  quelles  que 
soient  les  valeurs  imposées  à  7^  et  [jl. 

L'égalité  (8o)  prend  maintenant  la  forme 

Pour  que  la  quatrième  condition  soit  vérifiée,  il  suffit  que  A  et  \u 
soient  deux  quantités  de  même  signe. 

En  donnant  enfin  à  chacune  de  ces  deux  quantités  des  valeurs 
absolues  suffisamment  petites,  on  satisfera  à  la  première  condition. 

DKL'xnciME  LKMMi..  —  Si  le  rapport 
(8.)  ^='-'^^ 


i3/, 


l>.     llLIlIiM. 


est  nul  ou  positif,  et  si  l'on  a,  à  l'instant  initial,  en  tout  le  volume 
occupé  par  le  corps, 

(79)  9o-o.  (^)=o, 

0  demeure  nul  cpicl  (|ue  soil  /. 

lùieiïel,  dillérenLions  respectivement  les  équations  (^3)  par  rapport 
k  X,  y,  z  et  ajoutons  membre  à  membre  les  résultats  obtenus  en 
tenant  compte  de  la  définition  (78)  de  0.  Nous  trouvons,  moyennant 
l'é^'alilé  (81),  l'équation 

(82)  !Ll-P^e-o. 

a/- 

Si  I'  est  nul,  cette  équation  se  réduit  à 

j-  garde  alors  une  valeur  indépendante  de  /,  qui  est  zéro,  on  vertu  de 

la  seconde  condition  (7;)');  0  est  donc  indépendant  de  /  et,  parlant, 
constamment  nul  en  vertu  de  la  première  égalité  ("9). 

Su|>posons  maintenant  que  V  soit  négatif.  L'é(piati()n  (82)  se 
ramène  à  une  é(piali(iii  de  Laplace  à  quatre  variables.  En  vertu  diin 
théorème  bien  connu  d'Axel  Harnack,  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion (82),  continue  ainsi  cpie  ses  dérivées  pimiièies  en  x,  y,  :,  /,  est 
fonction  analytique  de  ■<■',  y,  z,  t. 

D'autre  part,  l'écjuation  (82),  jointe   au\   conditions  (79),  nous 

montre  (pi'on  a,  à  l'instant  initial,  '-—  =  o. 

De  même,  en  dilTérentianl  1,2,...,  11,  ...,  fdis  ré(piation  (82)  par 
rappoi'l  à  /,  nous  (Icnioiilrcrons  de  proche  en  [)roclir  ipic  les  dérivées 

(PO      (PO  ô"^-B 


sont,  à  l'instant  iiulial,  nulles  dans  tout  le  corps. 

l'uisqne  0  est  l'ontiiou  arialyli(]ue  de  /  cl  ipic,  |)our  /  —  o,  ses  déri- 
vées lies  divers  ordres  |)ar  rapfxirt  à  /  sont  toutes  nulles,  0  est  nul  (piel 
que  soit  /. 


SUR    LK     ni.VM.VGNÉTISME.  l35 

Troisième  i.emme.  —  Posons 

dz        Oy  ''  O.r         d:  '  ûy         d-r  ' 

On  peut,  à  rinstant  initial,  rlioisir,  dans  tout  le  corps,  les  valeurs 

<  K-  ■'■■  (^).-  (f  ).■  m.- 

de  telle  sorte  : 

1°  Que  les  valeurs  absolues  de  ces  quantités  soient  inférieures  à 
telles  limites  positives  qu'il  aura  plu  de  leur  assigner; 

2°  Que  les  conditions  (72)  soient  vérifiées; 

3°  Que  Ton  ait,  à  cet  instant, 

1  OJj.o=0,  Wjo^Oî  Wio^O, 

(84)  /dM^\  /du>y\  /JwA 

{[^)=^^    [uf)r'''    (^)o="= 

4°  Que  l'intégrale 

soit  positive. 

Prenons,  en  elTet,  une  fonction  u(.v,y,z)  qui  ne  se  réduise  pas  à 
une  constante,  mais  dont  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
s'annulent  eu  tout  poiut  de  la  surface  du  corps. 

Prenons  ensuite 

,       ,  du  /dx'\  _     du 

''o-'-d^'     [urj-^d^' 

.,       ^du  (d?>'\  du 

,  du  /dy'\  du 


db'  \()tL    ^'dz 


les  quantités  X  et  u.  étant  deux  quantités  quelconques  indépendantes 
de  X,  y,  s,  t.  La  deu.vième  el  la  troisième  conditions  seront  évidem- 
ment vérifiées.  , 
L'égalité  {So)  preudia  la  forme 


V,.= 


^^im-^m'-mi-'- 
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en  sorte  que  V^  sera  positif  pourvu  seulement  qu'on  attribue  à  X  et 
à  u.  deux  valeurs  de  même  signe. 

lùifin,  on  poiîrra  toujours  limiter  supérieurement  les  valeurs 
absolues  de  ces  deux  (piantilés  A  et  a  de  telle  sorte  que  la  première 
condition  soit  vérifiée. 

(Quatrième  i.km.me.  —  Si  le  rapport 
(85)  Q 


2ria-  K'(i  +  ^TTîIv) 


est  négatif  et  si  Ton  a  choisi  les  données  initiales  de  telle  sorte  qu'on 

ait 

'àùu 


Wj.  demeure  nul  quel  que  soit  /. 

Pour  chacune  des  deux  (pianlités  co,,  w.,  on  peut  foi  inuler  une  pro- 
position analogue. 

Diirérentions  en  effet  la  seconde  équation  (7.3)  par  rajiport  à  z  et, 
du  résultat  obtenu,  retranchons  niera])re  à  membre  la  troisième  équa- 
tion ("S)  différentiée  par  rapport  à  j';  moyennant  les  égalités  (83) 
et  (85),  nous  obtenons  l'équation 

(86)  !^=QAa,,. 

Les  quantités  w^,  w^  vérifient  des  équations  semblables. 

Pour  établir  le  lemme  énoncé,  il  suffit  de  reprendre  le  raisonnement 
qui  a  donné  le  second  lemme. 

[Vous  voici  maintenant  en  état  d'établir  le  théorème  énoncé  et  cela 
par  deux  démonstrations  équivalentes. 

Pi'.EMiEr.i:  DiMONSTiiATioN.  —  Choisissous  les  données  initiales  comme 
le  premier  lemme  nous  a  permis  de  le  faire. 
D'après  nos  hypothèses,  le  rapport 

(8.)  ^H-4^ 

est  négatif;  dès  lors,  comme  les  équations  (79)  sont  vérifiées  à  l'instant 
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initial,  le  second  lemme  nous  apprend  qu'on  a,  quel  que  soit  l, 

.       Oa'        dij'        <)■/ 
ax        oy        oz 

Moyennant  cette  égalité  et  l'égalité  (8.5),  l'égalité  (77)  devient 


d'-\]  _         r 
di-  "         I 


/àoL' 


ôj:  )       \dy . 

ôj. 

dx 


dvn 


Oz  } 


Or,  d'après  les  hypothèses  faites,  le  rapport 
(85)  Q  = 


m 


:/c7. 


d'V 


2T:a'  K'(i  4-  AttsK) 

est  négatif.  '-^^  ne  peut  donc  jamais  prendre  de  valeur  négative. 
D'autre  part,  les  égalités  (76)  et  (80)  donnent  l'égalité 

'dl]\         ., 

et  le  choix  des  données  initiales  a  assuré  à  V„  une  valeur  positive. 

Nous  voyons  donc  que  la  quantité  U,  définie  par  l'égalité  (74),  croît 
au  delà  de  toute  limite  avec  /.  L'équilibre  du  système  est  instable. 

Seconde  démonstration.  —  Choisissons  les  données  initiales  comme 
le  troisième  lemme  nous  a  appris  à  le  faire. 
En  vertu  des  hypothèses  faites,  le  rapport 

1 


(85) 


Q  = 


27:a-K'(i-|-4TOK) 


est  négatif. 

Le  quatrième  lemme  nous  apprend  alors  que  les  conditions  (84), 
vérifiées  à  l'instant  initial,  entrauienl,  quel  que  soit  l, 

d?>'      dy' 

dz        dy 

_  dy'        dix' 


"^^  dx        dz 
à^'       d?>' 


—  o, 


"        dy        dz 

Jouni.  de  Matli.  (G'  série),  loinu  I\.  —  Kasc.  U,  i<ji3. 


I« 
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11  existe  donc  une  fonction  v(x\y,  z,  t  )  telle  (|u'on  ait 
(87) 


«'=11,         (3'=^, 


,       ai' 


Les  conditions  (72)  nous  apprennent  (ju'en  tout  point  de  la  surface 
du  corps  et  à  tout  instant,  on  a 


(88) 


di-  (h 

-T-^o,         -7-  -  o- 


En  vertu  des  équations  (87),  on  a 

Ox        ôy         Os 


ôy.'        àâ'        0-/ 

'^   H — f-  —  Al' 


et,  par  conséquent, 


/(ë-=^-^"- 


Oy        Oz , 


.JiAi'Y-dm, 
ce  que  le  théorème  de  Grccn,  joint  aux  égalités  (88),  permet  d'écrire 


,0   ^      CfOy-        d'^'       dy'\-  ,  r  l  ai'      Ov        Oi-Ov        ôi,  Oi-\   , 

D'autre  pari,  le  théorème  de  Grccn,  joint  aux   conditions  (72), 
permet  d'écrire 

ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (87), 


(90) 


/ 


{^i^y-^(j^yy''=-ft^t 


dxr:. 


(^elle  égalité  (9<»)  et  deux  égalités  analogues,  comparées  à  l'éga- 
lité (89),  nous  donnent  : 


(Ç 


CtT 

(Oy.'Y 

-m 

-m 

-m 

%h(Mhm]^-m*î-^%ï^- 
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Moyennant  cette  égalité  (91)  et  l'égalilé 

(8.)  i>='+v;k  ' 

l'égalité  (77)  prend  la  forme  suivante  :  ' 

D'après  les  hypothèses  faites,  Pest  négatif;  -^-3- ne  peut  donc  jamais 
prendre  de  valeurs  négatives. 

D'autre  part,  les  égalités  (70)  et  (80)  donnent  l'égalité 


et  le  choix  des  données  initiales  a  assuré  à  V(,  une  valeur  positive. 

Nous  voyons  donc  que  la  quantité  U,  définie  par  l'égalité  (74),  croît 
encore  au  delà  de  toute  limite  avec  l,  en  sorte  que  l'équilibre  du  système 
ne  peut  être  stable. 

Par  deux  voies  distinctes,  le  théorème  énoncé  est  démontré. 

52.  Nous  allons  nous  proposer  maintenant  de  démontrer  le  même 
théorème  en  supposant  que  le  corps  diélectrique  soit  doué  de  conduc- 
tibilité. Plus  exactement,  voici  l'énoncé  du  théorème  que  nous  allons 
établir  : 

Désignons  toujours  par  A'„,  B'„,  C„  les  composantes  de  la  polarisa- 
tion que  prend  le  corps  considéré,  en  un  point  déterminé,  lorsque 
l'équilibre  est  établi;  par  A',  B',  C'  les  composantes  de  la  polarisation, 
au  même  point,  en  un  mouvement  quelconque;  posons 

A'=A;  +  a',         B'=Bà+|3',   ■     C'=C;-f--/. 

Ouplquc  petites  que  soient  les  limites  supérieures  imposées  aux 
valeurs  absolues  initiales  de 


(93) 


«', 

!3', 

/> 

ôt' 

dt' 

dy' 

dt' 

()-ol' 

dt' 

d'y' 
dt'- 
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si  K'  cs(  négatif  tandis  que  (i -f- 4'r:£'K'),  (i-t-4~'K.)  et  /»  sont 
positif s^on  pourra  toujours  disposer  des  valeurs  initiales  des  quan- 
tités (93)  de  telle  manière  que  la  quantité 

<»«    '  w=l/[(^)V(f)=.(^)>., 

croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  t. 

De  celte  proposition,  nous  donnerons  deux  démonstrations  qui 
procéderont  comme  les  deux  démonstrations  relatives  au  corps  diélec- 
trique dénué  de  coiiduclibilité;  mais,  pour  des  raisons  que  nous  signa- 
lerons en  leur  temps,  elles  n'auront  pas  la  même  rigueur. 

Les  trois  quantités  a',  [ï',  y'  vérifient  trois  équations  aux  déiivées 
partielles  du  troisième  ordre  (').  Si  nous  posons,  comme  précédem- 
ment, 

(8.)  P=^±A^, 

(83)  Q  = 7r-^ -, ri' 

et  si  nous  continuons  à  désigner  par  p  la  résistance  spécifique  (résisti- 
vité)  de  la  substance,  la  première  de  ces  équations  sera 

(90)         _=..QA— -^(P-g)^^-Hj^(^^^-— j. 

Les  deux  autres  se  déduisent  de  celle-là  par  des  permutations  aisées. 
L'égalité  (94)  nous  donne 

puis,  en  tenant  compte  des  égalités  (yj), 

(97)  -^  =  11  +  4., 


(')  p.   IJuiiEM,  Sur  la  propagation  des  actions  clectroi/rnamir/iics,  équa- 
tions (i.J5). 


avec 

n 


^b  = 
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a'AK'pJ  \dx  de  '^  dy   dt  "^  dz  dt  )    "^ 
K'o  J  V 


Mais  remploi  du  théorème  de  Green,  des  conditions  (72)  et  de 
Tégalité  (78)  transforme  ces  expressions  de  H  et  de  $  et  permet 
d'écrire 


d'-cc'Y      /  d'-x' 


dvdl)        \àzdt 


\dxOt)  '^[dydt)  '^\àzdtj 


d'y' 
0.vdl 


+  (Q-P)/(f)**. 

,      .       „  I      r/àx'  'Py.'       d^'  d'P>'       dy'  d-y'        ■îz\de\. 

(99)      *=-K^j(^^-^^  +  i-^  +  ^^iJ7J^'^- 

Considérons  maintenant  la  quantité 

Nous  trouvons 
puis 

(.02)  7F=-*- 

Formons  la  somme 
(io3)  V  =  W  +  X. 
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T-.CS  égalités  (96)  et  (loi)  nous  donncronl 


(io4) 


dt 


f 


(  dt    Ot-    "*"  àl    ûl-    ~^  dl    dt- 

I      'f<2^Y     fàp^Y     {^Y 
'^  2K'pl\dt  )  '^\dt  )  ^\dtj  ' 


2£' 

7FI 


//ot. 


tandis  que  les  égalités  (97)  et  (102)  nous  donneront 
,     .,  d'Y 

(103) 


dt' 


=  11. 


Ces  formules  une  fois  établies,nous  allons  démontrer  quatre  lemmes 
analogues  à  ceu.v  que  nous  avons  déuiontrés  au  numéro  précédent. 

Premier  lemme.  —  On  peut,  à  TiustanL  /  =  o,  choisir,  dans  tout  le 
corps,  les  valeurs  de 

de  telle  sorte  : 

1"  Que  les  valeurs  absolues  de  ces  quantités  soient  inférieures  aux 
limites  supérieures  qui  leur  ont  été  assignées; 

2°  Que  les  conditions  (72)  soient  vérifiées; 

3°  Que  l'on  ail,  à  cet  instant, 

(■oG)  6„  =  o,         {§)~o,         {Ç\=o; 

l\"  Que  rintégrale 


_  r{àc^.'  d'cc'       d^'  d^'^'       dy'  d'y' 


iK'p 


dm 


dt  )  ^\dl  J       \dt 
ail  une  valeur  positive. 

Définissons,  en  effet,  les  fonctions  /*,  y,  /-comme  au  premier  lemme 
du  iiuinéro  précédent,  el  |)osons 

.=1    l'^-^l 


dz       dy 

dy.\     f  dq        dr 

'àtj,   ~^    \'dl~d^ 

d^OL 

dt 


'■Oi\  (dr,        àr\ 
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A,  u.,  V  sont  trois  quantités  indépendantes  de  x,  y,  z  et,  justju'ici, 
arbitraires.  La  deuxième  et  la  troisième  conditions  sont  désormais 
vérifiées. 

L'égalité  (107)  deviendra 

Il  suffira  de  donner  à  v  une  valeur  positive  plus  grande  que  la  valeur 
absolue  de  —rr-  pour  être  assuré  que  Z^  est  positif. 

Cela  fait,  on  pourra  donner  aux  constantes  X  et  a  qui,  jusqu'ici, 
sont  demeurées  arbitraires,  des  valeurs  absolues  assez  petites  pour  que 
la  première  condition  soit  sûrement  vérifiée. 

Deuxième  lemme.  —  Si  P  est  négatif  et  si,  à  l'instant  l  =  o,  on  a 

0  demeure  nul  quel  que  soit  /. 

Difïérentions  la  première  égalité  (gS)  par  rapport  à  x,  la  seconde 
par  rapport  à  y,  la  troisième  par  rapport  à  z,  et  ajoutons  membre 
à  membre  les  égalités  obtenues,  en  tenant  compte  de  la  défini- 
tion (78)  de  0.  Nous  trouvons  que  0  vérifie  l'équation  aux  dérivées 
partielles 


S'il  était  établi  que  toutes  les  intégrales  de  cette  équation  sont, 
lorsque  P  est  négatifs  fonctions  analytiques  de  x,  y,  z,  /,  la 
démonstration  du  lemme  s'achèverait  comme  s'est  achevée,  au 
numéro  précédent,  la  démonstration  du  second  lemme.  Mais  pour 
l'équation  (108),  on  n'a  pas  démontré,  du  moins  à  notre  connais- 
sance, un  théorème  analogue  à  celui  qu'Axel  Harnack  a  démontré  au 
sujet  de  l'équation  de  Laplace. 

La  seule  proposition  que  nous  puissions  affirmer  avec  assurance  au 
sujet  de  l'équation  (108)  est  la  suivante  : 

Si  P  est  négatif,  il  ne  peut  pas  exister  de  surface,  fixe  ou 
variable  avec  t,  qui  séparerait  deux  intégrales  analytiques  diffé- 
rentes de  l'équation  (108),  au  travers  de  laquelle  0  et  toutes  ses 
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dérixces  jusqu' à  l'ordre  n  (n^i)  seraient  con/inues,  tandis  que 
les, dérivées  d'ordre Çn  -+•  i)ou  l'une  au  moins  d'entre  elles  seraient 
discontinues. 

Appli(|aons,  en  efiel,  la  inélliode  de  Cliristolîel  et  d'Hugoniot  à  la 
détermination  de  la  vitesse  normale  de  propagation  x  d'une  telle 
onde.  Nous  trouvons 

en  sorte  que  dT,  est  imaginaire  lorsque  P  est  négatif. 

Ce  résultat  rend  vraisemblable,  mais  ne  suffit  pas  à  transformer 
en  vérité  démontrée  le  postulat  suivant  : 

PosTLLAT.  —  Lorsque  P  est  n(-i;ati/,  toute  intégrale  de  l'équa- 
tion (io8)  est  /onction  analytique  de  t,  même  pour  t  =  o. 

Si  l'on  admet  ce  postulat,  la  démonstration  du  deuxième  lemme  se 
fait  sans  aucune  difficulté. 

Troisioif.  LEMMi;.  —  Posons,  comme  au  numéro  précédent, 

^      '  dz        Oy  dx        dy  •'  à  y        dx 

On  peut,  à  l'instant  initial,  choisir,  dans  tout  le  corps,  les  valeurs  de 

'"•  Vôi):  K-dF):  ■■■' 

de  telle  sorte  : 

1°  Que  les  valeurs  absolues  de  ces  quantités  soient  inférieures  aux 

llmiles  qui  lour  ont  été  assignées; 

2"  Que  les  conditions  (72)  soient  vérifiées; 
3"  Que  l'on  ait,  à  ccl  instant  initial. 


("09) 


Wxa=  o. 


4°  Que  l'intégrale 
soit  positive, 


s\H   LK    1)I\m\(;>;ktismi:. 


i4S 


Délinissoiis  la  fonction  u(x^y,z)  comme  au  troisième  Icmme  du 
numéro  précédent,  et  posons 

,       ,    Ou  fôy.'\  du  /à'x'\  •>" 


X,  [X,  V  étant  trois  quantités,  indépendantes  de  x',y,  z,  qui  sont  provi- 
soirement arbitraires. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  ces  quantités,  la  seconde  cl  la  troi- 
sième conditions  sont  vérifiées. 

En  vertu  de  ces  déterruinalions  de  a,,,  ( -p- )  '  ( -7-r  )  ,   ••■!  réya- 

\  ut  /(,     \  Oi'  /  0 

lité  (i  10)  devient 


-•='-/i(-^)[0'-(l)'n^r 


+     .,,..,    (A»)-  \d-m. 


On  pourra  toujours,  après  avoir  fixé  arbitrairement  la  valeur  de  \, 
donner  à  v  une  valeur  positive  assez  grande  pour  que  T„  soit  positif 
quel  que  soit  [x. 

11  suffira  alors  de  iloiuiiM'  à  u.  une  valeur  absolue  assez  petite  pour 
que  l'exécution  des  premières  conditions  soit  assurée. 

Quatrième  ijjimi;.  —  Si  (^  est  négatif  et  si  l'on  a,  à  l'instauL  initial, 

ojj.  demeure  égal  à  o  quel  que  soit  /. 

Différentions,  en  rU'et,  la  seconde  équation  (gS)  par  ra|)porl  à  :;, 
et  retranchons-en  membre  à  membre  la  troisième  é(]uali()n  (((r)),  diil'é- 
renliée  par  rapport  ky]  en  tenant  eonqite  de  la  définition  (H'i)  de  Wj., 
nous  Irouvous 

En  vertu  des  couditions  (1 1 1),  celle  é(jualion  eulraine  relie  autre  : 
ojj.  el  co.  véiilii'ut  îles  équations  semblables. 

Jouin.  de  Math.  (6"  série),  lonie  IX.  —  l'asc.   Il,   njiS.  I<) 
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Ail  sujet  (le  celle  t'iiiialioii  (112),  la  mélluxle  de  Clirisloflel  el 
d'lIuj,^oiiii)l  nous  peiinel  frétablir  bien  aiséiiieiil  le  lliéorème  suivant: 

Si  ()  est  né<^alij\  il  ne  peut  r.ri.sicr  niirunc  surface^  fixe  ou 
variable  avec  t,  qui  séparerait  deux  intégrales  analytiques  diffé- 
rentes de  l'équation  (112),  au  travers  de  laquelle  w^  el  toutes  ses 
dérii-ées  Jusquà  l'ordre  n  (ri-i)  seraient  continues,  tandis  que  les 
(léri\ées  d'ordre  (n+  i)  ou  l'une  au  moins  d'entre  elles  seraient 
discontinues. 

Ce  théorème  rend  vraisenihlalile,  mais  ne  suffit  pas  à  transformer 
en  vérité  démontrée  le  postulat  suivant  : 

l'osTiLAT.  —  Si  ()  est  négatif,  toute  i/it('gr<de  de  Vé(jU(illon  (112) 
est  fonction,  analytiiiue  de  t,  même  pour  t  =  o. 

Si  l'on  admet  ce  postulat,  la  démonsti'ation  de  noire  ijualrième 
lemme  s'achève  sans  aucune  diflicullé. 

Ces  lemmes  établis,  nous  allons  donner  deux  démonsiralions  diffé- 
rentes du  théorème  énoncé. 


l'iiLMiÈiiK  DÉMONS ir, ATI o.N.  —  Ciioisissons  les  données  initiales  comme 
le  premier  lemme  nous  apprend  à  le  faire. 

Selon  les  hypothèses  faites,  le  rapport  P,  dénni  par  légalité  (81  ), 
est  négatif.  Dès  lors,  en  vertu  du  second  Irmuie,  on  a,  (piel  (pie 
soit  /,  0  =  o. 

L'égalité  (98)  se  réduit  alors  à 


t)-y.' 


dxdl 

d'?,' 

d.v  dl 

,r-/ 

,1m 


-f- 


()Y  Ôt 
0  Y  Ot 


\ôzôt) 


( 


ôzdt 


â.r  dl 


\dyOl)        \dzdl) 


dm. 


Or,  en  vertu  des  liypotliéses  faites  l't  de  l'c'galité  (S;V)(pii  délinit  <■), 
ce  coefficient  est  négatif.   La  (|uantilé  II  ne  peut   donc  jamais  être 


d-\ 


négative  et,  en  vertu  de  l'égalité  (10  >),  il  en  est  de  même  de  -r-^ 
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D'autre  [xirt,  0  étant  constamment  nul,  les  ('■galitcs  (lo.'i)  et  (  107) 
permettent  d'écrire 

Le  choix  des  données  initiales  nous  assure  M'^^Itt;  )  ''  '""^  valeur 
positive.  Y  =  \N  -h  X  croît  donc  au  delà  de  toute  limite  avec  /. 

Considérons  maintenant  la  ([uanlité  X,  définie  par  l'égalité  (100). 
Puisque  0  est  constamment  nul.  elle  se  réduit  ici  à 

La  quantité  qu'on  intègre  de  o  à  /  ne  peut  jamais  être  négative; 
l'intégrale  obtenue  ne  peut  donc  pas  être  fonction  décroissante  de  /; 
comme  K'  a  été  supposé  négatif,  X  ne  peut  jamais  être  fonction  crois- 
sante de  /. 

Dès  lors,  pour  que  V  =  W -f- X  croisse  au  delà  de  toute  liuiile 
avec  /,  il  faut  que  ^Y  croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  /.  C'est  ce 
qu'on  se  proposait  de  démontrer. 

Secgxdf.  noiONSTR.VTiON.  —  Clioisissous  les  données  initiales  comme 
il  est  possible  de  le  faire  selon  le  troisième  lemme. 

En  vertu  des  hypothèses  faites,  (^)  est  négatif.  Dès  lors,  le  quatrième 
lemme  nous  apprend  que  nous  aurons,  quel  que  soil  /. 

Wj:^  O,  w,  =  O.  C0:^o. 

Une  démonstration  toute  semblable  à  celle  qui  a  fourni  l'égalité  (91) 
donnera  l'égalité 

\djcdt)       \dydt)       \dzàll 
En  vertu  de  cette  égalité  (i  i3),  l'égalité  (98)  se  réduira  à 


i48  ['.    m  iii;m. 

()i-,  en   vcilu  drs  hypothèses  faites,  1'  est  négatif.  La  (|iianlili'  Il  ne 

peut  donc  jamais  êlie  négative  et,  d'après  régalilé  (io5),  il  en  est  de 

,    d'Y 
même  de  — r-r  • 
«<- 

Les  égalités  (  lo'i  )  et  (  i  m  )  nous  donnent 

Or,  les  données  initiales  ont  été  choisies  de  telle  manière  ([ne  Tu  soit 

positif.  lien esldoncde  niêniedef -7- )  .  Dèslors,  larpianlité^  =^^  +X 

er.iii  certainement  au  delà  de  toute  limite  avec  l. 

X  est  défini  par  l'égalité  (100).  Comme  la  constante  A  de  Helnihollz 

a  été   supposée  positive,   la  quantili'  ipii   ligure  sous  le  signe    /    ne 

>-'o 

peu!  jamais  être  négative  et  l'intégiale  ne  peut  être  fonction  décrois- 
sante de  /.  D'ailleurs,  le  coeflicient  R'  a  été  supposé  négatif;  X  n'est 
donc  jamais  une  fonction  croissante  de  /.  Pour  que  Y  =  W +  X  croisse 
au  delà  de  toute  limite  avec  /,  il  faut,  comme  on  l'avail  annoncé, 
que  W  croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  /. 

53.  il  nous  faut  revenir  maintenant  sui- les  diverses  définitions  de 
la  stabilité  qui  ont  été  admises  au  cours  du  présent  Chapitre. 

-Aux  n"^  50  et  51 ,  nos  définitions  reposaient  sur  la  considération  de 
la  (jua utile 

Peut-on,  au.\  peiturhations  initiales,  assigner  des  limites  supé- 
liiMires  assez  petites  poui'  que  rinlégrale  V  ne  surpasse  jamais  une 
valeur  positive  arbitrairement  donnée  d'avance?  L'équilibre  est  stable. 
(  hu^hpie  étroites,  au  contraire,  f[ue  soient  les  limites  imposées  aux 
perturbations  iniliah'S,  peut-on  disposer  de  ces  ])ei'lurbations  de  telle 
.sorte  que  l'intégrale  U  croisse  au  delà  d'une  limilf  imposée  d'avance, 
si  grande  soit-elle?  L'(''(piilibre  est  instable.  A  la  stabilité  el  à  linsla- 
bililé  ainsi  tlélinies,  nousdonnei'ons  le  nom  de  sldliiUh'  el  iV inslabilili' 
éicclroslall'^uefi  inW'gi'alfs.  L'épilhète  clcclioslali(jiic  esL  introduite 
ici  pour  rappeler  que  les  quantités 
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HoiiL  cfllcs  dont  la  connaissance  importe  au  calcul  des  actions  éleclro- 
hiatiqiies  exercées,  à  chaque  instant,  ])ar  le  coips  polarise. 

La  stabilité  électrostatique  inl<''i;iale  ainsi  délinie  est,  selon  ce  (pii 
a  été  dit  au  u"  \S,  la  seule  au  sujet  de  hupielle  on  [luissc  démontrer, 
par  une  niélliode  inspirée  de  Lejenne-Diricldet  (  '  ),  le  ihéorènie 
général  dont  il  est  fait  usage  au  n"  lii  et  au  n°  50. 

A  côté  de  cette  stabilité  et  de  cette  instabilité,  on  en  peut  consi- 
dérer d'autres  que  nous  nommerons  stabilili'  et  iiislahililé  (Hcctro- 
slatiqacs  po/ic/itclk'.';,  et  que  nous  défînirons  de  la  Mianière  suivante  : 

Si  l'on  peut  toujours,  aux  perturbations  initiales,  assigner  des 
limites  supérieures  assez  petites  pour  rpie  les  valeurs  absolues  de  a', 
p',  Y  demeurent,  en  loul  point  et  quel  que  soit  /,  inférieures  à  des 
valeurs  positives  données  d'avance,  l'équilibre  considéré  possède  la 
stabilité  électrostatique  ponctuelle. 

Si,  an  contraire,  (piel(|ue  petites  que  soient  les  limites  supérieures 
assignées  aux  perturbations  initiales,  on  peut  disposer  de  ces  pertur- 
bations de  telle  manière  qu'e«  certains  points  (ou,  au  moins,  r/t  un 
certain  point)  du  corps  polarisé,  la  valeur  absolue  de  Tune  au  moins 
des  quantités  a',  [il',  y'  croisse  au  delà  d'une  limite  assignée  d'avance, 
si  grande  soit-clle,  l'équilibre  considéré  est  afl'eclé  d'instabilité  cleclio- 
statifjue  ponctuelle. 

Il  est  bien  évident  (pie  la  stabilité  éleclrostati(pic  poncluelle  enlraine 
la  stabilité  électrostatique  intégrale,  mais  que  la  réciproque  n'est  pas 
vraie;  que  l'instabilité  électrostatique  intégrale  enliaîne  l'instabilité 
éleclroslalique  ponctuelle,  mais  ([uc  la  réciproque  n  'est  pus  vraie. 

Uc  la  seconde  de  ces  deux  propositions  découle  celte  conséquence  : 
!.<•  diélectrique  non  conducteur  considéré  au  n"  51  possède  non 
seulement  l'' instcdtililé  électrostatique  i/it('i^rali\  mais  encore  l'insta- 
bilité électrostatique  ponctuelle. 

Lorsque  l'écjuilibre  éleclricpic  n'est  pas  établi  sur  le  diélectrique 
considéré,  ce  corps  exerce  des  actions  électrodynamiqurs.  Le  calcul 
de  ces  actions  exige  sinqilcnient  ipie  Ton  connaisse,  en  cbiupic  point 


(  '  )  Le  lecleiir  pouria  lroii\  ei\  iiii  sujet  de  cet  le  (pies-lion,  une  discussion  coni- 
plèle  dans  noire  Traité  d' Encri^élufitt'^  (>liiip.  W'I,  |iai-ai;ia|)lif  (i,  l.  Il,  pp.  3o4 
cl  suiv. 


i5o 
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du  corps,  les  coinposaïUes  o,  ■]/,  /  de  n-  (|ii*()ii  nonmio  l;i  ilrrixilc 
de  coura/il. 

Nous  pouiTous  alors  définii-  des  s/ahi/ih's cldof,  iiislaliililcsclcrtfo- 
(lynarniques,  intégrales  ou  ponctuelles,  tout  à  fait  aiialonjuc  au\ 
slabilités  et  instabilités  ôlcctroslaliques;  il  suffira,  dans  les  définitions 
précédentes,  de  substituer  au.v  composantes  a  ,  ^i',  y'  de  Tintensité  de 
polarisation,  les  composantes  ç.,  ']/,  y  de  la  densité  de  courant. 

Kn  particulier,  si,  quelque  petites  que  soient  les  limites  supérieures 
assignées  à  la  perlurlialiou  initiale,  on  ])eut  disposeï- de  cette  pertur- 
bation de  telle  sorte  (jue  l'intégrale 


(■-4) 


j/' 


(  rf-  -h  J'"  -H  Z"  )  fi^ 


croisse  au  delà  de  toute  limite  avec /,  le  système  possède  l'instabilité 
éleclrodynami(|uc  intégrale;  il  possède  seulement  l'instabilité  électro- 
dynamicpie  |)onctuelle  si,  en  certains  points,  la  valeur  absolue  de 
l'une  au  moins  des  (juanlités  ^,  '\  et  /^  croit  au  delà  de  toute  limite 
avec  /. 

La   densité  de  courant  se  compose,  en  général,  de  deux  parties  : 
la  densité  du  roufant  de  conduction  //,  r,  iv  et  la  densité  du  courant 

(te  (tcpldci'incnl  -:->  -~y  -~y  en  sor C  (iii  ou  a 
'  <)t     i)t     lit  > 


<p  =  w  + 


1)7' 


^ 


-JT' 


à-/ 
UT' 


et  que  l'égalité  (i  i4)  devient 


(".-.) 


i/ 


Ox'V 


<)t 


4:y 


àt 


ifrs. 


En  ces  formules,  on  doit  biiïer  u,  c,  u' si  le  corps  n'est  point  eon- 

,      .  ,  doi'   dS,'    ôy'    .  ,  ,  ,.,, 

clucteur,  et  -j-->  -j-,  -^si  le  corps  n  est  pas  diélectrique. 

Il  apparaît  maintenant  que  l'instabilité  démontrée,  au  n"^*2,  pour  un 
système  à  la  fois  conducteur  et  diélectrique,  n'est  comprise  par  aucune 
des  définitions  (pii  viennent  d'être  données,  puisque  la  qnaiililé  dont 
nous  avons  établi  la  croissance  indéfinie  n'est  pas  la  quantité  S,  définie 
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par  régalilé  (i  i5),  mais  seulciiiciit  la  quantité 

(94) 


^^-•^mr- 


01 


à/  , 


drs. 


Nous  allons  donc  compléter  ce  qui  a  été  établi  au  sujet  de  ce  système 
en  démontianl  le  théorème  suivant  : 

L'éqwUbi-i' du  système  ctudiéaii  n"ï**l  rsl aJJ'cclé soit  dlnslabilité 
èlcctrody nainiquc  iiiti-'^vah'.,  soit  d'i/istahilitr  élect restât iqiu'  inté- 
grale. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  transformons  l'expression  de  S. 
Si  X,  Y,  Z  sont,  en  un  point,  les  composantes  du  champ  électrique, 
nous  avons 

p«:=X,  pC^Y,  pn'=:Z. 

a'=K'X,  (3'=K'Y,  y'— K'Z. 


De  ces  égalités  nous  tirons 


oK" 


oK'" 


En  vertu  de  ces  égalités  et  des  égalilés(74)<-t  (  9'l);  l'expression  (i  i5) 
de  S  se  transforme  aisément  en  la  suivante 


(ii6) 


W 


u 


p-îK'^ 


1     dU 
0  K'    dt 


Su[)posons-  que  l'équilibre  du  système  ne  soit  pas  affecté  d'instabi- 
lité électrodynamique  intégrale.  Si  l'on  assigne  aux  valeurs  absolues 
des  [)erturbations  initiales  des  limites  supérieures  suffisamment 
petites,  on  sera  assuré  que,  de  quehjue  manière  qu'on  choisisse  les 
perturbations  initiales,  S  ne  croîtra  pas  au  delà  d'une  certaine  limite 
positive.  Soit  D  cette  limité.  ()n  aura  donc,  quelles  que  soient  les 
perturbations  initiales  et  quel  que  soit  /, 

S£D 


ou  bien,  en  vertu  de  l'égalité  (i  lO), 


oK    dl  - 


U 


p'K'* 
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cl  a  fortiori,  piiixiiio  U  ne  peut  être  négatif, 

pl\'   (U  - 
ou  liion  l'iicore 

l_î^     W_|). 

pK'   dt  = 

l'ouï-  le  corps  corisidrrc,  pK'  est  négatif;  1)  est  indépendant  de  /, 
tandis  (lue,  d'ai)rès  la  démonstration  donnée  an  n"  52,  ^^  croit  au  delà 

/I  ! 

de  toute  limite  avec  /;  il  en  est  donc  de  même  de  -j-  et,  parlant,  de  U, 
en  sorte  (pie  le  système  est  atteint  (rinslabilité  électrostatique  inté- 
grale, comme  nous  l'avions  annoncé. 

Ainsi  le  système  éludi(''  au  n"  52  est  afleclé,  soit  d'inslahililé  électro- 
statique intégrale  et,  parlant,  d'instabilité  électroslaticjue  ponctuelle; 
soit  d'instabilité  électrodynamique  intégrale  et,  parlant,  d'instabilité 
électrodynamique  poncluelle;  soitenlin,  simultanément,  de  ces  deux 
sortes  d'instabilité. 

5i-.  l'our  les  corjjs  diaaiaginHiques,  les  lois  de  rKleetromagnélisme 
se  sont  moutiécs  en  contradiction  avec  le  Postulat  énoncé  au  n"  5; 
[)Our  les  corps  diéleclri(pies,  au  contraire,  les  lois  de  l'ÉlectrodN  na- 
micpie  ne  nous  onl  rien  enseigné  qui  ne  se  pi'it  accorder  avec  ce  même 
Postulat. 

l'our  les  corps  maum'llqucs  et  |iour  les  coips  diclectinpies,  les  lois 
de  la  Statique  sont  absolument  les  mêmes;  au  contraire,  les  lois  qui 
régissent  la  stabilité  de  l'équilibre  ne  sont  pas  les  mêmes  pour  l'une 
et  pour  l'autre  de  ces  deux  catégories  de  corps,  et  cela,  parce  que  le 
mouvenieul  de  I  aimant, ilinn  sur  les  uns  et  le  mouvenieril  de  la  pola- 
risation diéleclri(pi<'  sui'  l(?s  autres  ne  d(''pentlent  jias  d'équations  de 
même  forme. 

Gustave  Uoblii  a  l'ciil  (  '  ),  au  sujet  d'une  cnudilion  nécessaire  et 
suffisante  poui'  la  stabilité  de  l'équilibre  (pi'il  pensait  avoir  donnée  : 

«  11  impolie  de  remar(pier  (pie,  grâce  aux  principes  de  Carnol, 
nous  avons  pu  ('-tablir  complèlcnii'iil  celte  proposition  capitale,  sans 

(')  Gustave  Robin,  OEuvres  scientifiques  :  Therinodynainique  f^énérate, 
p.  83. 
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faire  intervenir  les  lois  de  la  Dynamique.  Or,  Lejeune-Dirichlet  a 
seulement  dcmontré  que  le  minimum  du  potentiel  est  une  condition 
suj/isanle  |Jour  l'équilibre  sl;d)le,  mais  non  qu'il  en  est  la  condition 
nécessaire  ;  et  sa  démonstration  s'appuie  sur  des  n'-siiltats  empr  untés 
à  la  Dynamique,  ce  qui  est  un  grave  défaut  :  il  n'est  pas  acceptable 
qu  on  doive  connaître  les  lois  exactes  du  mouvement  pour  établir  un 
théorème  relatif  à  l'équilibre.   » 

A  quel  point  cette  dernière  phrase  exprime  une  pensée  entachée 
d'erreur  et  capable  de  conduire  à  d'inacceptables  conséquences,  les 
théorèmes  démontrés  en  ce  qui  précède  en  sont  la  preuve  manifeste. 


CHAPITRE  IV. 

LES    CORPS    UIAMAU.NÉTIQLES    ET    LK    PRINCIPE    DE    CARNOT. 

35.  En  1889,  M.  James  Parker  a  publié,  au  sujet  du  diamagné- 
tisrae,  un  travail  qui  contenait  d'importantes  remarques  (').  Repro- 
duisons ici  quelques  passages  de  ce  travail  : 

«  Soit  A  un  morceau  d'acier  aimanté  d'une  manière  permanente; 
soit  R  un  morceau  d'une  substance  diamagnétique  quelconque,  de 
bismuth  par  exemple,  qui,  lorsqu'on  le  place  sous  l'inlluence  du 
corps  A,  est  aimanté  par  influence  et /•epousjfe  par  A.  Supposons  qu'on 
effectue  les  cycles  suivants  d'opérations  à  température  constante  : 

»  a.  Le  corps  B  est  amené  d'une  position  P,  éloignée  de  A,  à  une 
seconde  position  Q,  voisine  de  A,  et  cela  de  manière  que  Taimanla- 
tion  de  ce  corps  B  ait,  à  chaque  instant,  sa  valeur  maximum;  soit  ^^ 
le  travail  dépensé.  Supposons  ensuite  que  le  corps  B  retourne  à  sa 
position  primitive  P  en  suivant  en  ordre  inverse  la  modification  pré- 
cédente. Le  travail  W,  qui  avait  été  dépensé  dans  la  modification 
précédente,  est  recouvré  dans  celle-ci.  Il  n'y  a  donc,  en  somme,  ni 
perte  ni  gain  de  travail. 

»  b.  Le  corps  B  est  amené  de  P  en  Q  si  rapidement  que  l'aimanla- 

(')  J.  Parker,  On  Diamagnelism  and  the  Concentration  0/  EnvrgY  {Philo- 
sophical  Magazine,  b'  série,  i.  XXVII,  mai  1889,  p.  4o3). 
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lion  de  ce  corps  B  n'ait  pas  le  temps  de  s'altérer  d'une  manière  sen- 
sible. I^e  lrav:iil  fourni  l'i  H  sria  iiilV'ricur  à  N\  .  On  laisse  ensuite  B 
dans  la  position  O  assez  lonj^^lenips  ])Our  ijuil  all("ii;ne  l'aimantation 
qui  convient  à  l'équilibre,  puis  on  le  ramène  ra|)idenient  de  i)  en  P 
par  le  premier  chemin  renversé.  Le  travail  rendu  par  B  est  supérieur 
à  W.  Ce  cycle  fournit  donc,  à  température  constante,  un  gain  de 
travail,  contrairement  au  ])rincipe  de  Carnol. 

»  Trois  voies  se  présentent  pour  résoudre  cette  difficulté  : 

»  1°  On  peut  supposer  que  le  travail  qui  a  été  obtenu  a  été  créé  de 
rien.  Cette  manière  de  voir  est  en  contradiction  à  la  fois  avec  le  prin- 
cipe de  la  conservation  de  l'énergie  et  avec  le  principe  de  Carnol,  et 
ces  derniers  sont,  aujourd'hui,  universellement  acceptés; 

»  2"  Le  développement  du  maj^nétisme  sur  les  corps  diamagné- 
tiques  est  instantané,  conlrairemeul  à  ce  qui  arrive  pour  les  autres 
phénomènes  physiques  qui  exigent  un  certain  temps. 

»  3°  Le  travail  qu'on  a  gagné  a  été  produit  aux  dépens  de  la 
chaleur;  dans  ce  cas,  le  principe  de  l'énergie  demeure  intact,  mais  le 
principe  de  Carnot  est  en  défaut.  Si  nous  employons  le  travail  produit 
à  transporter  de  la  chaleur  d'un  corps  froid  à  un  corps  ciiaud,  nous 
sommes  en  possession  d'un  moyen  qui  permet  de  produire  des  inéga- 
lités de  température,  c'est-à-dire  une  concentration  d'énergie,  sans 
aucune  action  extérieure.  Il  devient  donc  nécessaire  de  modifier  le 
principe  de  Carnot.    » 

56.  Pour  décrire  le  cycle  défini  par  M.  J.  Parker,  il  faut  déplacer 
le  corps  magnétique.  On  peut  imaginer  un  cycle  analogue  dont  le 
parcours  laisse  le  corps  immobile;  les  principes  et  les  résultats  restent 
essentiellement  les  mêmes,  mais  la  discussion  en  est  rendue  plus 
aisée. 

Imaginons  un  corps  magnétique  immobile  en  une  région  de  l'espace 
où  certains  autres  corps  qui  seront,  en  notre  analyse,  les  corps  cxlc- 
rieurs  au  système  étudié,  engendrent  un  certain  champ  magnétique. 
Soient  L,  M,  N  les  composantes,  en  un  point,  de  ce  champ  magné- 
tique externe.  Soient  A,  B,  C  les  composantes,  au  même  point,  de 
l'intensité  d'aimantation  prise  par  le  corps  magnétique  (|ui  constitue 
le  système  étudié. 


suit    I.K     ni\M\r,NETISME.  10.) 

Si  ce  corps  n'^est  parcouru  par'  aucun  rourau/  de  conduclLoii; 
S'il  ne  porte  point  une  polarisation  diélectrique  varia/de; 
Si,  enfin,  il  demeure  ininiohile, 

une  modification  clémenlairo  au  cours  de  laquelle  A,  B,  C  varient 
respectivement  de  oA,  oB,  oC  correspond  à  un  certain  travail  effectué 
par  les  actions  extérieures,  et  ce  travail  a  pour  expression  : 

(117)  5=  Al.ôA  +  Môl'. -+-N(ÎC)</w. 

Cela  posé,  considérons  le  cycle  suivant,  que  nous  siqiposerons  par- 
couru sans  que  le  corps  magnétique  éprouve  aucun  changement  de 
température  : 

1°  Au  début  de  la  première  opération,  les  corps  extérieurs  sont 
supposés  dépourvus  de  tout  courant  électrique  et  de  toute  ainianlation, 
en  sorte  que  le  champ  extérieur  est  nul.  Le  corps  magnétique  est  com- 
plètement désaimanté  : 

L  =  o,         M  =  0,         N  t=  o, 

/V  =:  O,  B   =r  o,  c  ::=  O. 

Brusquement,  c'est-à-dire  en  un  temps  nul,  nous  établissons  le 
champ  extérieur;  il  prend,  eu  chaque  point  (u;,  y,  r),  des  compo- 
santes que  nous  désignerons  par  Lo,  B„,  C„;  nous  admettons  qu'awt7//<r' 
aimantation  ne  peut  être  instantanée,  en  sorte  que,  pendant  cette 
opération  de  durée  nulle,  l'aimanlation  du  corps  considéré  demeure 
nulle.  On  a  donc,  à  la  (în  de  celte  opération, 

L  =  U,        M  =  iM„        i\  =  iN„, 
A  =:  o,  B  "  O,  c  =  o. 

1°  h-à  deuxième  opération  consiste  à  laisser  le  corps  magnétique 
sous  l'action  du  champ  externe  (Lj,,  Mp,  N„),  maintenu  invariable, 
assezlongtempspourqu'il  |)rcune l'aimantation  (rt''i|uill])re(A„,  B„,Co) 
qui  convient  à  ce  champ.  (Jii  a  donc,  à  la  lin  de  celte  seconde  opéra- 
lion, 

L  =  ]-„,         .VI  =  Mo,        N  =  iV„, 

A_A,„         B=B.„         C=r(:„. 
3"  En  la  troisième  opération,  nous  anéantissons  l)ru.s(iitentent  le 
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champ  magnôlique  externe;  en  veiiu  de  la  supposition  formulée 
à  propos  de  la  première  opération,  raimanlaliou  du  corps  ne  varie  pas, 
en  sorte  (pi'à  la  fin  de  celle  troisième  opéra  lion,  nous  avons 

L  —  o,  M  r=  o,  N  —  o, 

Arr:A„.  B    =  H,„  0^0, 

/î"  La  qualricmc  opération  consiste  à  laisser  le  corps  sous  l'action 
du  champ  extérieur  nul  assez  longtemps  pour  qu'il  se  désaimante 
totalement.  A  la  fin  de  cette  0[)ération,  nous  avons 


L  =  o, 

M  =r  o, 

,N  =  o. 

A  =r  0, 

B  rro, 

Cr^O. 

Le  corps  magnétique  a  parcouru  un  cycle  fermé  cl  isothermiipie; 
ce  cycle  diffère  de  celui  que  M.  l'arUer  a  considéré;  mais  au  sujet  de 
ces  deux  cycles,  des  suppositions  semblables  ont  été  faites;  il  est  donc 
nalinel  ipTils  conduisent  tons  deux  à  des  conclusions  semblables. 

Calculons  le  ti'avail  accompli,  durant  le  parcours  de  ce  cycle,  par 
les  actions  extérieures. 

Selon  la  formule  (117),  ce  Iravad  est  nul  aussi  bien  durant  la  pre- 
mière opéralion  (pie  tluranl  la  ti'oisième,  car,  en  cbacnue  de  ces  deux 
opérations,  raimanlation  du  corps  demeuie  insariable. 

Ce  ti'avail  est  également  nul  durant  la  (piatrième  optM'ation. 
puisqu'elle  s'accomplit  alors  que  le  champ  extérieur  est  constamment 
nul. 

fiC  travail  externe  iclalif  au  cycle  total  se  réduit  donc  au  travail 
relatif  à  la  seconde  opi'ration.  Pendant  que  celle-ci  s'accomplit,  L, 
M,  rs  gardent  les  valeurs  invariables  L„,  Mo,  N^,  tandis  (jue  A,  B,  C 
croissent  respectivement  de  o,  o,  o,  à  A„,  B„,  C„.  La  formule  (117) 
nous  montre  alms  (pu-  le  travail  exlcrne  accoirqili  dans  la  seconde 
opération  et,  pai'lanl,  dans  le  cycle  tout  entier,  a  pour  valeur 

(n8)  C=J(L„A„+M„B„4-N„C„).fe. 

Mais  A„,  l]„,  (j„  sont  les  composantes  de  raimantaliou  d"é({uilibre 
(pii  correspond  au  champ  externe  Ij,,,  M^,  N„;  elles  sont  donc  données 
par  les  é(piatious  (2)  où  les  diverses  quantités  devront  être  affectées 
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de  rindice  o;  en  d'autres  termes,  si  K  est  le  coefficient  d'aimantation 
de  la  substance  et  V,,  la  fonction  potentielle  magnétique  due  à  la 
distribution  A,,,  B„,  C„,  nous  aurons 


a„  =  k(l.-.^), 


0\„ 


(..9)  B„=k(^L,-s^), 


K(L„-.i^ 


et  l'égalité  ( 1 1 8  )  deviendra 

Cette  égalité  peut  encore  s'écrire  un  peu  autrement.  Conformément 
à  l'égalité  (4),  posons 

(...)  ^.=  -j(^A„— +  B„  — +  C„^j./. 


et  nous  aurons 


A^^B;|  +  Q 


(.33)  '^=K'""""..r"";K'  ""-^"1 

Ce  résultat  est  indépendant  de  la  nature  du  corps  magnétique  et  de 
la  figure  qu'il  affecte. 

Imaginons  maintenant  que  la  substance  considérée  soit  diamagné- 
tique  (K.  <<  o),  mais  qu'elle  soit  assez  faiblement  diamagnétique  pour 
que  (i  -t-  /[TtsK)  soit  positif.  Donnons  au  corps  étudié  la  figure  d"un 
ellipsoïde  quelconque,  et  supposons  que  le  champ  externe  (L„,M„,Nj) 
soit  un  champ  uniforme.  On  sait  que,  dans  ces  conditions,  l'aimanta- 
tion d'équilibre  (A,,  B„,C,|)  .sera  une  aimantation  uniforme.  Dès  lors, 
ce  ({ui  a  été  établi  au  n°  1 1  nous  apprend  que 

est  négatif.  Ainsi,  pour  un  Ici,  corps  dinma^nèlitiue^  le  Irnvaii 
accompli  par  les  actions  cxlérieurcs  duranl  le  parcours  du  cycle 
isolherinique  considéré  est  nègatij . 
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On  rclrouverail  la  même  conclusion  en  faisant  usage  d'un  corps 
diamagnotique  pour  lequel  (i  +  /|-£lv)  serait  n.'gatif,  pourvu,  toute- 
fois, que  [i  -t-^TsK  )  fùl  positif;  selon  ce  qui  a  été  dit  au  n"  II),  il 

suffirait  alors  de  donner  au  corps  non  [)lns  la  figure  d'un  ellipsoïde 
quelconque,  niais  la  ligure  d'une  sphère. 

Nous  arrivons  ainsi,  à  l'aide  d'un  corps  diamagnélique,  à  constituer 
un  cycle  isotherinique  (pii  contredit  à  cette  proposition  de  (^>lausius  : 
Lorsqu' un  syslémc  parcourt  un  cercle  isotliermique,  le  travail 
total  accompli  par  les  actions  extérieures  ne  peut  être  que  nul  ou 
positif. 

C'est  la  conclusion  que  M.  Parker  avait  également  tirée  du  raison- 
nement ijue  nous  avons  reproduit. 

57.  Ce  raisonnement  est  vicieux,  et  M.  Parker  a  entrevu  ce  en  quoi 
il  pèche. 

Nous  avons  admis,  d'une  part,  (piune  variation  brusque  du  champ 
magnétique  externe  n'entraînait  aucune  variation  brusque  de  l'aiman- 
tation. 

Nous  avons  admis,  d'autre  part,  qu'il  n'y  avait  pas,  en  notre  corps, 
de  courants  de  conduction;  (piil  n'y  avait  pas  davantage  de  polarisa- 
tion diélectrique  variable,  partant,  pas  de  courants  de  déplacement. 

Or,  cette  seconde  supposition  entraîne  celte  conséquence  :  les 
équations  (2)  sont,  à  chaque  instant,  applicables;  la  distribution  de 
l'aimantation  sur  le  corps  magnétique  considéré  est,  à  cha{|ue  instant, 
celle  qu'il  faut  faire  corres[)oudre  au  champ  extérieur  pour  assurer 
l'équilibre.  Dès  lors,  il  est  contradictoire  d'imaginer  (pi'uiie  variation 
brusque  du  champ  ne  soit  pas  accompagnée  d'une  variation  brusipie 
de  l'aimantation.  Le  raisonnement  précédent  est  illogi(jue. 

Si  l'on  veut  ({u'uiie  variation  d'aimantation  ne  se  puisse  produire 
brusquement,  il  faut  que  les  équations  (2)  cessent  d'être  applicables 
au  corjjs  [)arfailement  dou.v  ({ue  nous  étudions;  pour  cela,  il  faut  et  il 
suffit  que  ce  corps  soit  le  siège  de  courants  de  conduction  ou  de  cou- 
rants de  dé()lacement  ou,  à  la  fois,  de  ces  deux  sortes  de  courants. 
Mais  alors,  le  travail  externe  doit  s'évaluer  tout  autrement  tpie  nous 
ne  l'avons  évalué  au  n"  56.  Nous  allons  calculer  exactement  ce  travail 
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et  niotilri'i-  comment  ce  calcul  l'ail  disparailri'   lont  paradoxe  relatif 
au\  cf)rps  iliamai;'ii(''ti(pies. 

38.  lui  chaque  poiiil  du  corps  considrié,  riiilcrisité  d'aimantation 
a  pour  composantes  A,  li,  G;  l'intensité  de  polarisation  diélectrique 
a  pour  composantes  A',  13  ,  C;  la  densité  du  courant  de  conduction  a 
pour  composantes  u,  r,  «■;  la  densité  du  courant  de  déplacement 
a  pour  composantes — .  -r— »  ^r-;  la  densité  du  courant  total  a  donc 
pour  composantes 

(.23)  9  =  "  +  ^'        ^  =  ''+d7'        '/-  =  "'  +  777- 

En  chaque  point  at^it  un  champ  magnétique  externe  dont  les  com- 
posantes sontL,  M,  N,ctun  champ  électrique  externe  dont  les  compo- 
santes sont  X,  \  ,  Z. 

Si,  pendant  un  temps  dt,  le  corps  demeure  immobile,  le  travail 
accompli  pendant  ce  temps  par  les  actions  extérieures  se  compose  de 
deux  termes  : 

Le  travail  magnétique  externe 

j    fi\  à\       „  âB       .,  âC\    , 

J  V   '^'         <^'-        <■"  / 

et  le  travail  électrique  externe 

z'  =  dt  f( X  <s  -H  Y'J;  -t-  Zy  )  rfra. 

Le  travail  externe  total  a  pour  valeur 

5=t-+-t' 
ou  bien 

iM)  5=      dtj(l.-+M-  +  N^yr. 

+  dl(\)iu       4-    Yf     -h    Z.v    ).Yro 

Considérons,  en  un  point  du  corps,  le  champ  magnétique  total.  Ce 
champ  se  compose  : 
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1"  Du  rli;iiu|i  iiiiignétique  externo  donl  T.,  M,  ÎN  sont  les  compo- 
santes. 

■2"  Un  cliaiiip  iiiai;rirlii|iio  |irodiiil  par  raiinaiilation  flistrihiiéo  sur 
le  corps;  si  l'on  garde  les  notations  posées  au  n"  I,  ce  cliainp  a  [)oiir 
composantes 


0\ 

j — ' 


à:i' 


3°  Du  champ  magnétique  produit  par  les  courants,  tant  de  dépla- 
cement ([ue  de  conduction,  qui  circulent  dans  la  masse  du  corps. 

Posons  les  formules 


'^'-'^=.7  v-'ji;-^'W:/^^" 


A(X,J,  ;): 


r 


■^■I7;r'^- 


où  /•  est  la  distance  mutuelle  des  deux  points  (.r,r,G),  (.r,,  y,,  r,); 
désignons  par  —  la  constante  fondamentale  de  ri']lectrodynainiipic; 
a  _  .  .  .  —  . 

par  ~i=  la  racine  carrée  positive  de  cette  quantité;  par  \i  la  racine 

carrée  positive  de  la  constante  fondamentale  du  Magnétisme;  les  com- 
posantes du  champ  considéré  seront 


V'2 


va 


(Chacune  des  composantes  A,  B,  C  de  l'ai  mania  lion  au  point  (^jj^,  z) 
s'obtient  en  multipliant  la  composante  correspondante  du  champ 
magnétique  total  par  le  coefficient  d'aimaiilalion  K.  Les  équations  de 
l'aimantation  sont  donc  l'équation 


(I2(i)  A=:I\.(I 

et  deux  équations  analogues. 


'  û.f 


a  y/g  ,j 
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Considérons  de  même,  au  point  (■'-\y,  r),  le  champ  olcclriquc  total. 
Il  se  compose  : 

1°  Du  champ  électrique  cxleinc  dont  les  composantes  sont  X,  "^  ,  Z. 

2"  Du  champ  électrostatique;  si  V  est  la  fonction  potentielle  élec- 
trostatique, ce  champ  a  pour  composantes 


ôy 


ôz-  ' 


3°  Du  champ  éleclrodynamique  créé  par  les  courants  de  conduction  - 
et  de  déplacement. 

Désignons  par  /.  la  conslanle  numérique  introduite  par  llcindioltz 
dans  l'étude  de  l'Électrodynamique;  posons,  avec  Hclmholtz, 

(.27)     o(^-,r^)  =  ("[-^Ç 

\  —  l.i\-~x(x^  —  x        y\  —  .y,    ,  -1— ;    \'    , 
2        /•     \    /■  /■     '  /■       / 

et  désignons  par  \;'(x-,  j,  z),  \\i>{x,y,  z)  deux  fonctions  analogues;  les 
composantes  du  champ  considéré  seront 


rt-  dv 

a-  <)<> 

a-  r}iR' 

1    <)t  ' 

""  T   àt' 

2    Oc 

4°  Du  champ  électromagnétique  dû  aux  variations  de  l'aimanta- 
tion sur  le  corps  considéré. 


Posons 


r/ 


(.28) 


l'{x.y.z)=J 


dx,  Ozi/ 


/{^''■l^ 


n(.r,j.=)-   /      x--,^,,       -.,j, 


/ro, 


Cette  dernière  partie  du  champ  aura  [loiir  composantes 

as/1  dV  rt\/Ë  dG  a\/l  dU 

\/2    àt'  sji     àt' 
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En  chaque  point,  chacune  des  composantes  //.  c,  w  de  la  densité 
du  coiiranl  de  conduction  s'obtient  en  divisant  par  la  résistivité  p  la 
composante  correspondante  du  champ  électrique;  on  a  donc 

,  ()V'       a'-  àv       n  \/l  dF 

et  deux  écpialions  analogues.' 

En  chaque  point,  chacune  des  composantes  A',  B',  C  de  la  polaii- 
sation  diélectrique  s'obtient  en  multipliant  la  composante  correspon- 
dante du  clianip  électrique  par  le  coofficienl  de  polarisation  K';  on  a 
donc 

et  deux  équations  analogues. 

Au  second  membre  de  l'égalité  (i  2/1),  transformons  le  premier  terme 
en  tirant  L,  M,  N  des  égalités  (126);  le  second  terme,  en  tirant  X, 
Y,  Z  des  égalités  (129);  le  troisième  terme,  en  tirant  X,  Y,  Z  des  éga- 
lités (i3o);  tenons  compte,  d'ailleurs,  des  égalités  (i23);  nous  trou- 
vons 

(i3i)  (î^z  (il  l  p(u--\-  v--^  w-)dm 


d 

dt 


r/OW  ÔX       f)\  dB       d\  dC 


^'"'     j(^9  '^-ôy'^  -^^'z-  j^'" 

Jo    J   \  àt  '  Ot  ^  ôt  '■    ) 


^  ùl  àt 


Oite  égalité  sup])ose  (juo  K  elK' demeurent  invariables  pendant 
le  tcnqis  tll ,  <  r  (|ii!  exige  (pic  la  tcnqi(''rature  ne  varie  pas;  si  elle  variait 
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de  -r  lit,  il  t'audrail  ajoiilci'  au  second  iiiciubi 


v.y  ak-  f/I  J  aK'2  (Il        1  dt 

Mais  :  1"  Si  l'on  garde  à  la  (luantilé  \  la  signilicalion  ((ue  lui  donne 
l'égaliLé  (3  ),  une  dén:ionslralion  connue  donne 

('('H!H    !!X  !!!!     ()y  <)c\     _d\ 

V  \d.c  Ot  "^  Or  Ot  '^'  ~dl  ~ôï)  Ti' 

2"  Si  l'on  désigne  par  VV  le  potentiel  électrostatique  lolal  dû  à 
toutes  les  charges  électritiues  et  à  toute;  la  polarisation  diélectrique 
que  porte  le  corps  considéré,  on  sait  ipron  a 

J"  De  niénic,  si  l'on  désigne  par  II  le  potentiel  électrod\  naniique 
de  tous  les  courants,  tant  de  conduction  ([uede  dé|)lacemenl,  qui  circu- 
lent dans  le  corps  considéré,  potentiel  (jiii  a  [jour  expression 

('32)  U—— '^  l(V<f +  ■<>•]/ -hVl^yJdi^. 

on  trouve  sans  peine  l'égalité 

•2  J   \  Oi  '        Ot  ^       Ol  '■;  dt 

Enfin,  rexainen  des  formules  (i25)  et  (128)  donne  immédiatement 

ôt^        01  ^        Ot  '■  Ot        ^  Ot  Ot 

Moyennant  ces  diverses. formules,  Tégalité  (ru")  devient 

(  1  ;;3  )     E  =  </W  p  (  «2  -t-c-  +  ,r'-  )  (YcT 

^'"d-tU  —ne '^^j ^^^—dr.-.^-^^x-uy 

Telle  est  Vexpi-ession  dit  travail  accompli  pai-  tes  arlions  extr- 
rieures  pendant  que  le  corps,  maintenu  innnohilc.  ('•prouve  itnc 
modification  élémentaire^  isollienniqae  et  n'ellc. 
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5/  le  corps  parcourt  un  cycle  isolheriniquc  à  la  fin  duquel  l'aiman- 
lalion,  la.  polarisation  diélectrique,  les  courants^  tant  de  déplace- 
ment que  de  ronduction,  sont  les  mêmes  qu'au  ronimencement,  le 
travail  accompli  par  les  actions  extérieures  se  réduit  à 

(134)  '^  —  I     I  p(ii--i- v^-h  iy-)(fis. 

Positif  si  le  système  a  été  parcouru  par-  des  courants  de  conduc- 
tion, ce  tra\'ad  est  nul  en  tout  autre  cas,  ce  qui  est  conforme  à  la 
proposition  de  Clausius. 

Ce  résultai  fait  évaiiouii"  l'objcclion  (juc,  de  la  proposition  de 
Clausius,  on  pouvait  tirer,  seiubie-t-ii,  contre  l'existence  des  corps 
diarnagnL'ti(|ues. 

On  voit,  par  col  exemple,  combien  il  est  dangereux,  en  rêlude 
thermodynamique  de  phénomènes  irréversibles,  d'employer  dos  rai- 
sonnements intuitifs  et  sommaires  analogues  à  celui  dont  M.  J.  Parker 
a  fait  usage.  11  est  indispensable  de  suivre  dans  le  détail  la  liaiisforma- 
lion  réellement  éprouvée  par  le  système,  en  écrivant,  à  chaque  instant, 
les  équations  qui  régissent  le  mouvement  de  ce  système.  Cette 
méthode  lente,  mais  sûre,  est  la  seule  qui  nous  puisse  mettre  en  garde 
contre  les  conséquences  paradoxales  ou  contradictoires  auxquelles  on 
est  souvent  conduit  par  l'emploi  de  procédés  trop  brefs  et  trop  peu 
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Exlidll    d'une   lettre   à   M.    lltiton    de    ta    (ioiipLLliere 
Par  (ioMES  TEIXEIUA. 


Ma  première  Corniiuinication  concerne  la  théorie  des  développoïdes, 
([ui  a  attiré  bien  des  fois  votre  attention.  Je  vais  démontrer  à  cet  égard 
le  théorème  suivant  : 

Les  foyers  d\iiie  courbe  C  sont  aussi  des  foyers  de  sa  dévelop- 
pa ide. 

On  sait  (}ue  la  développée  d'une  courbe  jouit  de  cette  propriété, 
mais  je  crois  que  le  théorème  plus  général  que  je  viens  d'énoncer  n'a 
pas  encore  été  signalé. 

Soient 

.r  =  9(0,         J  =  'J>(0 

les  équations  de  la  courbe  C.  L'équation  de  la  droite  D  qui  passe  par 
le  point  Çc^y)  de  cette  courbe  et  fait  un  angle  w  avec  la  tangente  en 
ce  point  est 

x'(y  cosw  -t-  X  sinw)  +/'(Y  siiiw  —  Xcosw)     • 
^z. y{x'  costi>  +_)''  siiioj)  —  x{y  cosco  —  j:'  sin'.i). 

En  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  /.  on  a 

j;"( Y  cosw  +  .K  siii  w)  -i- ('"(\  siii  '.»  —  X  cosw) 

1^  (^'-+ )-'-+  x.v" -hyy")  siiif.)  +-  {y.c"  —  xy")  cosw. 

Donc,  l'enveloppe  de  la  droite  D,  c'est-à-dire  la  développoïde  deC, 
peut  être  représentée  par  les  éipiations  paramétriques 


x"-t-y'» 


(■) 


Y  =  J  -H  (/  cosw  -  x'  si  110))  -7-5 — =i-7--jsiiiw, 

,7  •*        •'  j 
II 

yx'-x'Y 


x'^-hy'* 

X   =  X  -Y-  (.l'COSW    -I- j'sinw)--^-;;; "T—jSinw. 
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Cela  posé,  remarquons  qu'on  peut  déterminer  les  foyers  (ce,, y,) 
do  la  courbe  donnée  C  au  moyen  de  l'équation  qui  résulte  de  l'élimi- 
nation de  t  entre  les  équations 

(2)  y'=ix\         y,  —  i.r,  —  y  —  U. 

D'un  autre  côté,  on  peut  déterminer  les  foyers  (X,,  Y,)  de  la  déve- 
loppoïde  de  C  au  moyen  des  éipialions 

(3)  Y'=îX',        Y,-(X,=:  V  — tX. 

Or,  en  dérivant  les  expressions  de  x  et  y,  données  par  les  équa- 
tions (i)  par  rapport  à  /  et  en  faisant  ensuite  y^  ix,  on  trouve  les 
relations 

Y'  1=  y'  —  2ix'(i  cosui  —  sinoj). 
X'  =  x'  —  2  ix' { cos Ou)  +  «  sin  w  )  ; 

d'où  il  résulte 

Y'=/\'. 

Les  mêmes  équations  (i)  donnent  encore,  ([iiaud  on  pose  y  =  ix, 

\  —  i\  1=1'  —  ijo. 

Donc,  les  valeurs  de  /  qui  vérifient  les  éciuations  (  2  )  vérifient  aussi 
les  équations  (3),  si  l'on  pose  r,  =  X,,  y,  =  Y,  ;  et  par  conséquent 
chaque  foyer  de  C  est  aussi  un  foyer  de  sa  développoïde. 


Ma  seconde  (Communication  concerne  la  théorie  des  foyers  des 
courbes.  Je  vais  en  eilet  démonlicr'  li'  théorème  suivant,  (pii  est  peut- 
être  nouveau  : 

La  polaire  d'une  rourbc  (jaolconqw;  par  rapport  à  un  cercle 
ayant  son  centre  en  un  foyer  de  cette  courbe  passe  par  les  points 
circulaires  de  l'infini. 

Soient  )'  =fÇv)  la  fonction  délinie  par  l'équation  ¥{x,y)  =  o  de  la 
courbe  donnée  et  {x',y')  les  coordonnées  d'un  de  ses  foyers.  Ces 
coordonnées  doivent  vérifier  récjuation  (pii  lésulli'  de  réliniinalion 
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de  X  et  y  onlie  les  ('■(luations 

J  =  /(  -f  )  '        f'{^)—',         iy'  +  -r'  =  0'  +  X, 

c'est-à-dire  l'équation 

iy'+œ'—if\o{i)]  +  ia{i), 

OÙ  cp  désigne  la  fonction  inverse  de  la  fonction  /"(.a:). 

D'nn  antre  côté,  en  Iransporlaiil  l'origine  des  coordonnées  en  un 
point  (—  X,,  —  y^),  ré(|iiation  de  la  courbe  donnée  prend  la  l'orme 

/+.ri'— /(•^•■-•-■ï'O- 
et  l'équation   de  sa   polaire   par  rapport   au    cercle    représenté  par 
l'équation 

x^  +  y^  =z  /•-, 

résulte  de  l'élimination  de  x  cVy  entre  les  équations 


[/(j:-  +  a',)— j,]Y-t-a'X  =  /■-, 
Y/'(.i--+  ,r,)  +  Xz=o, 


qui  donne 


:4'(-Y 


v,h  + 


X 


-  ^\ 


X  =  r^- 


■  ■      Y 


En  faisant  X  =  co,  lim  ^  =  /,  on  déduit  de  cette  équation  la  condition 

pour  que  la  polaire  considérée  passe  par  les   points  circulaires  de 

l'infini,  savoir  : 

n-,  +  Xi  —  f[o{i)]  +  o{i). 

Donc  X,  =  x',  y,  =y',  et  le  théorème  est  démontré. 


Avant  de  terminer,  je  communiquerai  encore  un  théorème  sur  un 
autre  sujet. 

Si  une  courbe  glisse  sur  une  droite  fixe  de  manière  qu'elle  soit 
toujours  tangente  à  cette  droite  en  un  même  point  de  la  droite,  un 
point  M  du  plan  de  la  courbe  décrit  mie  ligue  nommée  i;/is.ic//('  de  la 
courbe  par  rapport  à  la  droite.  Cela  posé,  nous  avons  trouvé  le 
théorème  suivant  : 
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La  glisscllc  du  centre  du  cercle  fixe  d'une  êpicycloïde  <iu  liypo- 
cycloïde  quelconque  est  une  ellipse. 

Happerions  la  courlie  glissante  à  un  système  de  coordonnées 
polaires  (p,  0)  ayant  ponr  pôle  le  point  décrivant  M  et  ponr  axe  une 
droite  arbitraire  du  plan  de  cette  courbe,  el  rapportons  la  giissellc  à 
un  système  de  coordonnées  cartésiennes  orthogonales  ayant  pour 
origine  O,  le  point  de  conlactdt;  la  conri)e  niobilcavecla  droitedonnée, 
et  pour  axe  des  abscisses  celte  droite.  En  désignant  par  v  l'angle 
que  la  droite  OM  fait  avec  cet  axe,  et  par  x-,  y  les  coordonnées  dn 
point  M,  on  a 

X  ^  OM  cosc  ^=  p  cosc,        j  =  psinc, 

et  par  conséquent  la  glissetlc  peut  être  représentée  par  les  éc|uations 
paramétriques 

p  (h                                   p^  dO 
•■ — — '■ 1' = ■ 


Si  la  courbe  glissante  est  représentée  par  les  équations  paramétriques 

polaires 

p  =  ç(«).        B-^'l{u), 

les  équations  précédentes  prennent  la  forme 

(')  ^=-7==^'      y- — — — 


0'  et  p'  désignant  les  dérivées  de  G  et  p  par  rapport  à  //. 

iNous  allons  appliquer  ces  formules  générales  aux  épicycloïdes  et 
hypocycloïdes. 

Les  équations  de  ces  courbes  sgnl,  Il  et  /•  étant  les  rayons  des 
cercles  mobile  et  lixe, 

x  ^z  (l\  +  r)  cosa  —  /■  cos ; —  a, 

,  rv  ^    •  .    R  -f-  /• 

y  ^  (  K -(- /■)  sina  —  /■  sin a. 

Donc 

('0  p-=j.-^  +  j^—{R-]-r)--^  /■=— 2(Rh- /■)/-cos^3(. 
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Nous  avons  encore,  en  faisant  x  =  p  cosO,  JK=  p  sinO, 


dçt  COS0  —  p  i\nO  dB  —  {\\  +  /)  I  sin  a  —  sinot  I  f/«, 

c^p  sin9  +  p  c6s9  dû  =  (  H  +  r)  (  cosa  — 


COS 3!      rt3£ 


et,  par  suite,  en  tenant  compte  de  l'équation  précédente, 

dp- 4-  p-  dO-  =  '.i ( H  +  /•)'-(  I  —  co-i  -  J«  j  dx-  =  (  li  +  /■)  ^-^ dx-. 

Mais  Téqualion  (2)  donne 


p  f/p  =  (K  4-  ;•)  K  siii  —  a  >/c. 


et,  par  suite. 

Donc 

et,  par  suite. 


de.'-  : 


dO: 


^r^-p'dp- 

HHp-'-l\^)[{i\  +  -2ry--p'Y 

H^[(H-T-2r)^— p-J 
\/K^  -  p-  R 


p\/m^  p'-  —  K- 


K  -T-  ■:>.  r 


(lotte  équation  peut  être  intégrée  par  les  niétliodcs  classiques,,  et 
Ton  trouve 


arc  ta 


/  m^p-—l\'  Im"- '^  —  R- 1 

"Si  / -, :; '"  •ii'C  ta  11"!  /  — H 

"V   ni^-^W'—p^)  ^V      R-— p'    J 


ou 


5  =  —  (  arc  taii^  —  —  //(  arc  lany(/  ), 
ni  \  ni 


en  posant 


/m- a- —  K- 


Donc  la  courbe  peut  être  représentée  [lar  les  équations  [)arainé- 
triques 

'  /              «  \ 

9  =r  —    arc  tanjr m  arc  tans«  1, 

m  \  ^  ni  "    /' 

IV  (»^ -4-0 

lui  applicpiant  niainlenant  à  ces  étjualiotis  les  foi'inules  (i)  et  en 

Joiini.  de  Math.  (  li"  série),  lome  IX.  —  l'"iisc.  I!,   i;)i.i.  22 
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tenaiil  compto  des  relations 

.,  1  —  »i*  ,       \\-ini-—])ii 

'         p(ii--hni^)- 


(«-+ hi')(m--m) 

on  oblienl  les 

(''(|nalions 

\\u 

\/i/-  +  m- 

y 


\lu-  +  ni- 

d'où  il  i(''snllc,  par  réliniiiialion  (!e  11, 

j:-+  /»-j- —  IV'. 

Cette  êqnation  représente  une  rlli|)se,  et  le  théorème  énoncé  est 
donc  démontré. 

Dans  le  même  ordre  d'idées,  j'énoncerai,  sans  m'arrêtera  sa  démons- 
tration, la  proposition  snivaiilc  : 

La  roidcHi'  onlinnirr  cl  la  i-oiilrllt'  à  glisscmrnl  piopoilioiiiirl 
décrites  par  }<•  rculrr  du  m  rie  fixe  d'une  épicycloïde  ou /type r- 
cvrloïde  ordinain-^  roulniil  sur  une  droite,  sont  formées  par  une 
suite  d'arcs  d'el/.ipse. 

J'appelle  /Valette  à  i^/isse/nc/zt  proportionnel  la  courbe  décrie 
par  un  point  du  plan  dune  courbe  roulant  et  glissant  sur  une  droite, 
de  manière  que  le  segment  com|iris  entre  le  point  de  contact  M  avec 
la  droite  et  un  point  fi'cc  O  de  cette  droite,  soit  proporlioniicl  à  Parc 
de  cette  courbe  compris  entre  le  point  M  et  le  point  de  la  courbe  qui 
coïncide  avec  O  quand  elle  devient  tangente  à  la  droite  en  ce  point. 

On  connailcelte  propriété  des  roulettes  ordinaires  des  épicycloïdes 
ou  hypocycloïdes,  mais  je  crois  ipie  la  généralisation  aux  roulettes 
à  glissement  proportion ncl  \\';\  pas  encore  été  signalée. 
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Sur   les-   systcnie.s    de  réservoirs 
et  divers   i/rohlèmes  d^-ilgebre   et  d' Anidyse   eorrélalifs ; 

Par  Eomoxd  MAILLET. 


I.  —  Introduction. 

J'ai  étudié  anlérieuremenl  (')  les  systèmes  de  /i  réservoirs  S,,  ..., 
S„,  en  envisageant  surtout  les  réservoirs  de  liquide  dont  la  surface  est 
libre,  et  dont  les  dispositifs  de  communication  ne  sont  pas  noyés,  el 
supposant  que  chaque  dispositif  ne  réunissait  que  deux  réscr\oirs. 

Mais  d'abord,  il  pourra  arriver  pour  les  liquides  que  certains  dispo- 
sitifs soient  noyés,  c'est-à-dire  que  le  débit  du  dispositif  qui  fait  com- 
muniquer par  exemple  S,  el  S^  dépende  des  niveaux  z,^  z,^  de  ces  deux 
réservoirs;  d'autre  part,  des  problèmes  de  inènie  nature  se  ren- 
contrent dans  la  théorie  des  gaz  et  dans  celle  de  la  chaleur,  probable- 
ment ailleurs  encore;  enfin,  ceitains  dispositifs  de  communication 
peuvent  être  établis  de  façon  tpic  chacun  réunisse  un  nombre  <juel- 
conque  de  réservoirs,  en  sorte  que  S,-  perd  ou  gagne  par  ce  dispositif 
un  débit  dépendant  des  niveaux,  pressions,  etc.,  de  ces  réservoirs 
(exemple  :  conduites  branchées  ou  maillées  dans  les  distributions 
d'eau).   On   est  ainsi   conduit  à  envisager  l'étude   de   ce   problème 


Soient  ii  objets  ou  réservoirs  S,,  ...,  ^^  qui  jouissent  d'une  pro- 
priété ou  d'un  état  déjini  pour  chacun  par  une  certaine  quantité 
caractéristique  variable  -,,  ....  z,„  qui  s'injluencenl  réciproque- 
ment, et  dont  chacun  peut  subir,  en  outre,  des  actions  extérieures 

{')  Voir,  par  exemple,  Comptes  rendus,  i3  juillet  et  28  novembre  1908; 
Journ.  de  Mat/i.,  1909;  Journ.  École  Polyl.,  1909. 
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fonctions  des  quantiirs  zi  011  il  11  temps  l .  Ouellcs  sont  les  variations 
'drz„...,zj 

Il  s'agira  gériéralcmeiil.  de  /i  réservoirs  d'énergie,  qui  écliarigent  de 
l'énergie,  et  en  perdent  ou  en  gagnent  ;ni  dehors,  dans  des  conditions 
convenables. 

D'antre  part,  les  diverses  questions  (|uc  soulève  celte  étude  con- 
duisent à  une  série  de  problèmes  d'Algèbre  ou  d'y^nalyse.  11  convient 
d'abord  de  poser  ces  problèmes  sous  une  forme  aussi  simple  et  aussi 
générale  que  possible  pour  l'analyste.  Ainsi,  dans  le  cas  des  liquides, 
les  débits  des  dispositifs  de  communication  peuvent  avoir,  d'après  les 
formules  usuelles,  des  expressions  assez  diirérentes,  multiformes,  qui 
pourraient  conduire,  pour  un  même  système  de  réservoirs,  à  plusieurs 
types  de  systèmes  d'équations  difTérentielles  et  à  une  grande  compli- 
cation dans  les  recherches.  De  plus,  les  formules  usuelles  pourront 
être  légèrement  modifiées  plus  tard,  et  elles  ne  s'appliquent  qu'à  des 
types  de  dispositifs  de  formes  assez  régulières  et  spéciales.  C'est  là 
une  difficulté  qui  relève  suiioul  de  l'Hydraulique  théorique  et  expéri- 
mentale et  de  la  Physique,  qui  se  présente  d'ailleurs  souvent  dans  les 
problèmes  que  la  nature  offre  à  l'analyste,  et  qui  peut,  une  fois  résolue, 
n'être  pas  toujours  appréciée  à  sa  valeur.  Enfin,  on  doit  encore  désirer 
donner  aux  équations  fondamentales  une  forme  assez  générale  pour 
que  les  propriétés  qu'on  en  déduit  aient,  avec  le  moins  de  démonstra- 
tions possibles,  des  applications  mécaniques  et  physiques  aussi  variées 
que  possible. 

J'ai  réussi,  pour  des  cas  très  étendus  :  1"  à  établir  les  systèmes 
d'équations  dilîérentielles  et  implicites  du  problème  général  précité; 
2°  à  montrer  que,  avec  une  alimentation  limitée,  les  quantités:;,, ...,  z„ 
restent  limitées  si,  bien  entendu,  les  communications  inleines  ot 
externes  sont  convenablement  disposées;  3"  à  étudier  la  stabilité  du 
régime  permanent,  les  petites  perturbations  périodiques  et  les  régimes 
voisins  de  ce  régime. 

La  base  de  tues  recherches  est  le  postulat  (  '  )  suivant  que  j'ai 

(')  Seconde  AoLicc  supplémentaire  sur  mes  travaux  scientifiques,  l'ari?, 
Gaulhier-Villars,  1909,  p.  19.  Je  l'ai  déjà  iiuliqué  sous  une  forme  moins  géné- 
r.nle  dans  des  écrils  aiih-rieiirs  (par  exemple,  Journ.  École  Polyl..  p.  âa). 
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adopté  :  le  d/'liil  (riin  dispositif  de  communicalion  de  deux  réser- 
voii's  S,,  S^  (Cl  de  doux  sciilcrneiit.)  csl  Iiahiliiollcmcril,  sauf  ihins  tirs 
doniainrs  liiiiili'.s,  une  fouclion  iiiiivaloiilc  |  mais  (jui  peut  ètic  niulli- 
forme  (')]  de  z,  clz.,,  croissiiiitc  de  :;,,  décroissante  (ou  non  crois- 
sante) de  z.,,  (piand  r,>-j,  ^i  el  z.^  élaul  les  (juatililés  caractéris- 
tiques de  S,  el  S^.  Ce  postulat  est  d'accord  avec  les  faits  connus 
(Bazin,  Boussinesq,  Parenty,  etc.),  même  quand  le  dispositif  est 
un  siphon,  cas  où  le  débit  est  bivalent  dans  un  domaine  limité;  il 
pourrait  conduire  à  des  expériences  de  vérificaliun. 

Une  formule  de  M.  Bazin,  relative  aux  déversoirs  noyés,  en  hydrau- 
lique des  liquides,  semble  être  en  contradiction  partielle  avec  ce  pos- 
tulat. Or,  il  se  trouve  que  les  expériences  corrélatives  concordent  au 
contraire  avec  lui,  par  suite,  naturellement  aussi  la  formule  dans 
les  limites  où  elle  se  trouve  établie. 

Plusieurs  fois  j'ai  rencontré  des  problèmes  d'Algèbre  et  d'Analyse 
que  je  n'ai  pas  complètement  résolus,  ou  dont  la  portée  peut  être 
rendue  sensiblement  plus  générale  qu'il  n'est  nécessaire  pour  les  con- 
séquences que  j'avais  en  vue.  Certains  de  ceux  dont  j'ai  détaillé  ici  la 
solution  font  l'objet  d'une  exposition  spéciale  qu'on  peut  lire  sans 
étudier  à  fond  le  reste  du  Mémoire  (§  IV  au  §  VI).  Une  solution  plus 
étendue  de  quelques-uns  de  ces  problèmes  posés  au  mathématicien 
pur  serait  très  désirable  :  elle  comporterait,  comme  cas  particuliers, 
des  applications  aux  systèmes  de  n  réservoirs.  Je  signalerai  principa- 
lement l'étude  d'une  équation  algébri([ue  (§  V).  qui  comprend  l'éijua- 
tion  dite  séculaire  (-). 

(')  Celte  fonction  peut  avoir  jusqu'à  ciiu]  l'oiines  différentes  aux  environs 
d'un  même  point  ^i,  z«. 

(^)  La  plus  grande  partie  de  mon  Mémoire  a  fait  l'objet  de  dtMix  Communica- 
tions résuméies  à  l'Académie  des  Sciences  de  Par\s(Comple.<i rendus,  12  et  19 juillet 
1909);  voir  encore  Intermédiaire  des  Malh.,  1909,  p.  2/41,  question  'Mti'i. 

Incidemment,  je  mentionnerai  que  les  fonctions  as\  niploli(|uement  pério- 
di(iues,  rencontrées  au  cours  de  mes  recherches  d'hydraulique,  ont  fait  aussi 
l'objet,  pour  le  domaine  réel  et  le  domaine  complexe,  d'une  Communication  au 
Con"rès  de  l'Assoc.  franc,  pour  L'avancement  des  Sciences,  tenu  à  Lille  en 
1909,  et  d'une  Note  dans  le  ISull.  Soc.  matli..  t.  .WW'III,   içho.  y.  268. 
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II.  —  Généralités. 


i.  Réservoiks  pouvant  communiquer  deux  a  deux.  —  Soil  un  système 
de  «réservoirs  S,,  .:.,  S^j  contenaiil  un  liquiilc,  de  l'eau,  par  exemple, 
dont  la  surface  est  libre,  de  niveau.v  j',,  .  ..,y„  comptés  à  partir  d'un 
plan  horizontal  de  comparaison  ;  ces  réservoirs  peuvent  communiquer 
2  à  2  (mais  non  3  à  3,  /|  à  4j  •••)»  reçoivent  de  l'extérieur  des  débits 
a,,  . ..,  a„  fonctions  ou  non  du  temps,  et  Tun  au  moins  se  déverse  à 
l'extérieur.  En  ajoutant  au  besoin  des  réservoirs  supplémentaires,  on 
peut  toujours  supposer  que  le  vidage  se  fait  à  l'extérieur  par  des  déver- 
soirs, orifices,  etc.,  non  noyés,  ou  encore,  ce  cjui  revient  au  même  au 
point  de  vue  de  l'analyse,  dans  des  réservoirs  à  niveau  fixe  assez  bas 
qui  n'appartiennent  pas  au  système. 

J'ai  surtout  envisagé  antérieurement  le  cas  où  les  déversoirs,  ori- 
fices, etc.,  de  communication  ne  sonlpas  noyés  (');  on  pcutalors  tou- 
jours supposer  les  réservoirs  numérotés  de  façon  que,  au  moins  pen- 
dant une  certaine  période  de  temps,  Sy  alimente  exclusivement 
Sy.,.,,  ...,  S„,  et  que  S„  a  ses  exutoires  externes. 

Ce  cas  est  comjiris  dans  celui,  plus  général  et  conq)li(pié,  où  l'on 
ne  fait  pas  d'hypothèses  sur  les  déversoirs,  orifices,  etc.,  dont  le  débit 
n'est  plus,  pour  Sy,  exclusivement  fonction  de  yj^  ce  qui  rend  les  pro- 
blèmes bien  plus  difficiles.  En  effet,  la  méthode  que  j'ai  habituelleineut 
employée  consistait  à  étudier  le  mouvement  des  eaux  de  i,  2,  ..., 
///  réservoirs,  en  véiiliaut  les  lois  supposées  pour  un  réservoir,  admet- 
tant leur  exactitude  pour  un  système  d'au  plus  /a  —  i  réservoirs,  puis 
l'établissant  pour  un  système  de  /n  réseivoirs.  Cette  méthode  est  évi- 
demment eu  défaut  dans  le  cas  plus  étendu  précité. 

Il  y  a  pourtant  un  vif  intérêt  à  aborder  ce  dernier  :  le  prublèmc 

(')  Comptes  rendus^  28  juillet  et  ?.3  nov.  1908;  Journal  de  Math.,  1909; 
Journ.  Ecole  Polyt.,  1909,  par  exemple.  Errata  au  Journal  de  Math.,  1909  : 
page  257,  ligne  5  el  page  259,  lignes  1 1  et  17,  après  ajutages,  ajouter  non  noyés; 
page  259,  ligne  19,  au  lieu  de  «,-,  lire  zj. 
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général  de  m  réservoirs  do  liquide  considéré  ci-dessus  n'est,  en  efl'et, 
qu'un  cas  particulier  du  problème  type  suivant  : 

2.  PRonLi.MK  TYPE.  —  Soient  n  objets  S,,  ...,  S„  jouissant  d'une 
propriété  ou  d'un  état  défini  pour  chacun  par  une  certaine  quantité 
caractéristique  variable  -, ,  . . .,  -„  ;  celle  propriété  pour  chacun  est 
influencée  par  la  propriété  analogue  des  autres,  suivant  une  lui 
supposée  connue  :  étudier  les  lois  de  variation  de  j,,  ...,  z„.  Les 
n  objets  peuvent  en  outre  subir,  au  sujet  de  celle  propriété,  des 
influences  extérieures  caractérisées  pour  S,-  par  une  fonction  a,-  du 
temps  et  une  fonction  de  Zi,  ou  même  de  plusieurs  des  quantités  z. 

Les  problèmes  envisagés  dans  la  suite,  et  qui  rentrent  dans  le  pro- 
blème type  qui  vient  d'être  énoncé,  sont  relatifs  au  cas  où  l'on  regarde 
^1)  •  •  -5  S„  comme  des  réservoirs  d'énergie,  cette  énergie  étant  suscep- 
tible de  se  transmettre  d'un  réservoir  à  l'autre  ou  au  dehors,  et  les 
réservoirs  pouvant  en  outre  être  alimentés  en  énergie. 

Comme  je  l'ai  déjà  indiqué  ailleurs  ('),  on  peut,  à  ce  point  de  vue, 
étudier,  par  exemple,  en  dehors  du  cas  des  liquides  : 

1°  Dans  la  tiiéorie  de  la  chaleur,  n  corps  conducteurs  aux  tempéra- 
tures ;,,  ...,  r„,  et  qui  s'influencent  réci[)ro([uemenl,  en  étant  ou  non 
en  communication  avec  des  sources  de  chaleur  ; 

2°  Dans  l'hydraulique  des  gaz,  n  réservoirs  d'air  ou  de  gaz  com- 
primé ou  rarélié,  aux  pressions  r,,  . . .,  j„,  qui  comumniqucnt  et  sont 
ou  non  alimentés  du  dehors. 

Je  signalerai  d'autres  cas  par  la  suite. 

Mais,  dans  ces  nouveaux  problèmes,  le  débit  transmis  par  le  corps 
conducteur  ou  le  réservoir  de  gaz  S,  à  Sy  peut  dépendre  de  r,  et  de  -y, 
comme  pour  les  réservoirs  d'eau  quand  le  dispositif  de  communication 
est  noyé.  On  se  trouvera  donc,  s'il  en  est  ainsi,  dans  un  cas  tout  à  fait 
analogue  au  cas  général  des  «réservoirs  de  liquide.   Il  iuqiorte  d'es- 

(')  Bull.  Soc.  rnalk.,  t.  XXUI,  igo.î,  p.  i-'|i. 

Si  l'on  ne  veut  pas  négliger,  comme  je  continue  à  le  faire,  l'inlhiencc  du  temps 
de  parcours  des  dispositifs  de  communicalinti,  les  problèmes  se  comj)iiquont 
enoore;  mais  peut-être  ieui-  importance  s'ancroîl-elle.  On  rencontre  ainsi  des 
problèmes  relatifs  aux  distrijuitious  d'eau,  aux  i-ivières  canalisées  avec  des 
barrages  fixes,  etc. 
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sayer  d'obtenir,  pour  lous  ces  cas,  des  systèmes  d'équations  dilleren- 
tielles  semblables,  de  façon  qu'un  exposé  commun  conduise  simulla- 
nément  au  plus  fïiand  nombre  possible  de  propriétés  du  mouvement. 
Je  conviendrai  d'appeler  chaque  objet  un  réservoir-  cl  Zi  la  quantité 
caraclcrisliquo  de  l'étal  de  l'objet  S,  à  l'inslanl  /.  Il  existera  une  cer- 
taine fonction  de  3, 

(V,=  F,-.(5,) 

croissante,  ou  non  décroissante  (je  dirai  dans  la  suile  croissanlc,  en 
vue  d'abréger),  qui  sera  la  capacité  de  S,-  pour  la  valeur  de  r,  consi- 
dérée, et  dont  je  fixerai  le  sens  exact  plus  loin. 
Nous  allons  chercher  à  délinir  analylicjuement  : 

i"  L'indueiicc  réciproque  de  deux  réservoirs  S,-  el  S^,  due  aux  dis- 
positifs de  communication  qui  les  relient  direclement  sans  être  ratta- 
chés à  d'autres  réservoirs  ou  à  l'exlérieur; 

2"  Les  influences  extérieures  s'exerçant  sur  un  réservoir  Sy  sans 
intervention  des  autres  réservoirs  ; 

3"  Des  cas  étendus  où  les  dispositifs  de  communication  de  deux 
réservoirs  sont  reliés  en  même  temps  à  au  moins  un  autre  réservoir 
ou  à  l'extérieur.  Ou  ramènera  ces  cas  aux  deux  précédents,  grâce  à 
l'inlroduclion  de  réservoirs  fictifs  aux  nœuds  des  dispositifs,  c'est- 
à-dire  aux  points  où  se  réunissent  deux  dispositifs. 

ô.     Im'LUENCK    DIUECTE    de    deux    RÉSKIÎVOIKS    l'uN    SUR    l'aUTRE.     —    Si    S; 

et  Sy  communiciucnl  par  un  ou  plusieurs  dispositifs  (déversoir,  orifice 
ou  tuyau,  siphon,  fil  conducteur,  etc.)  qui  ne  sont  rattachés  à  aucun 
autre  des  objets  ou  réservoirs  ('  ),  quand  r,>r^,  le  débit  par  unité  de 
temps  de  S,  vers  Sy  sera,  dans  le  cas  le  plus  général,  à  l'instant  /,  une 
fonction  9i>(-i;  -y)"^"!  et  que  je  supposerai  provisoirement  croissante 
de  r,,  décroissante  de  Zj,  el  continue;  ces  hypothèses  peuvent  toutefois 
être  en  défaut  dans  certains  domaines  limités. 

(^iiaud  Zi<^  Zj,  le  débit  ^yv-^o  a  lieu  de  S^  vers  S,  et  est,  en  général, 
d'après  riiypothèsc  ci-dessus,  fonction  croissante  de  ry,  décroissante 
de  z,-.  Mais  si  l'on  pose  alors 

(')  C'est  ce  que  j'ai  supposé  dans  mes  Liavaux  aiiloi  ieiii  .s  en  y  disaiil  ipie  les 
réservoirs  rommuniqucnt  deux  à  deux. 
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définiss.inl  ;iinsi  0,7  (|iiancl  :,<:^:.j,  on  voit  (jiroii  peut  loujoiirs  dire 
que,  quel  (|iie  soil  le  sii,aie  de  r,  —  Zj,  Sy  reroil  de  S,,  à  rinslanl  /,  le 
débit  par  iinilc  de  temps  o,j(:i,  :-j),  posilif  011  négatif,  avec  0,^=0 
pour  z-i  =  zj,  et  qui  est  toujours,  en  général,  (onction  croissante  de  r,, 
décroissante  de  c,.  De  niènie,  Sy  reçoit  de  S,  le  di'liit  oy,  =  —  o,,  à 
l'instant  /. 

Ondoil,  de  plus,  admettre  (|uc  la  fonction  o,,  :  1"  ne  dépend  [)lus 
de  :;,  ou  de  zj  (piand  z,-  ou  Zj  devient  inférieur  à  une  certaine  limite 
commune  r,^;  i>"  s'annule  rjnand  les  varial)les  z,-  elZj  s'abaissent  toutes 
deux  au-dessous  de  z,j. 

i.  Ixri.i  KNC.i;  DiinT.Tr.  DK  l'kxtf.uif.uu  siK  IN  ru'.sKiiVoin.  —  J'jivisageons 
maintenant  les  influences  extérieures  au  système  et  (jui  agissent  sur  S,. 
Ce  réservoir  :  i"  recevra  de  l'extérieur,  par  des  procédés  (jue  nous 
n'avons  pas  besoin  de  définir,  un  certain  d('hi(  (7'alimrnla/ion  a,(l) 
au  moins  égal  à  zéro  (en  gém-ral)  et  fonction  du  temps;  -i"  abandon- 
nera à  l'extérieur,  par  des  dispositifs  convenables  (déversoirs,  aju- 
tages, lils  conducteurs,  etc.)  qui  ne  sont  reliés  à  aucun  autre  réservoir, 
un  certain  dchil 


quantité  nulle  ou  positive  par  liypotlièse;  nous  admettions  ([ue  —  po,- 
s'annule  (juand  3,  s'abaisse  au-dessous  d'une  certaine  limite  r,,,  et  est, 
en  général,  sauf  dans  des  domaines  limités,  fonction  continue  et  crois- 
sante de  Zi. 

i>.  Ki;si;uv((ir,s  I'ouvant  c.o.MMLMour.n  3  \  3,  !\  \  .'\,  ...  ;  RKsr.isvoir.s  nc.ïiis 
AUXiUAniKS.  —  Si  le  dispositif  de  communication  de  S,  et  de  Sy  est 
rattaché  à  quelques  autres  réservoirs,  un  seul,  S^,  par  exemple,  la 
question  des  échanges  de  S,,  Sy,  S^  devient  bien  plus  compli(piéc.  On 
en  a  un  exemple  relativement  sinqile  dans  l'hydraulique  des  litjuides 
par  le  problème  dit  dr.s  /rois  réservoirs  (')  S,,  Sy,  S^,  d'où  parlent 
des  tuyaux  aboutissant  à  un  ikciuI  O  {Jig.  i)  :  on  négligera  ici  l'in- 
fluence de  la  longueur,  supposée  (ailde,  des  tuyaux  OS,,  OS^,  OS^. 


(')  Flamant.  Ilydraulu]uc,  3"  édilion,  Pan,:  Bélanger,  1909,  p.  176.  — 
lUnuT.  Cours  aulographié  d' llydiauUque  de  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées. 
1 90.3-1906.  p.  109  et  1  i4- 

Jouin.  de  Matk.   (G"  strie),  tome  IX.—  I';isc.  II,  i<ji3.  2J 
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l'oiii-  des  sections  données  7,,  or,,  t^;.  de  ces  Uiyaux,  si,  [uir  excMiple. 

•'(  >  -y  >  -/,  1 

on  sail(|tu'  S/,  rci.dil  «le  rcau,  (|iic  S,  en  l'oninit;  mais,  siiivaiil  1rs  cas, 
S^  peut  en  recevoir,  par  exemple  si 

"y  —  ^i 

Zi  —  Zj 

csl  assez  pelil;  on  en  tonrnir.  par  exemple  si 


-y—  -/. 


est  assez  pelit. 

Une  remar(|ue  analogue  s"appli(|nera  dans  les  anlros  cas  (chaleur 
et  gaz  )  signalés  plus  haut. 


Avec  la   lerminologie  généi'aie  délinie  précédcninieiil,  li"  déhil  du 
udMiii  O  vers  le  réservoir  S,,  à  l'instant  /,  est  une  fonction 

où  z  est  une  (pianlilé  analogue  à  ;,  (niveau  piézoni(''lri(pH;  (  '  t,  tempé- 
rature, pression],  caractéristique  de  l'état  du  nœud  <).  <  )ii  a,  pour 
déterminer  :;, 


(0 


?.,./-+-  ?(../-)-  9w/.=  o, 


et  ç„„,  9„>y,  poiA  sont,  en  général,  des  fonctions  croissantes  de  ;  et 
décroissantes  de  j,,  Zj  ou  z^  respectivement,  ayant  mêmes  propriétés 
que  les  o,y. 

Il  y  a  des  cas  encore  plus  Compjjcjués  :  ainsi,  dans  le  dispositif  de 
communication  précédent,  on   peut  remplacer   le   nœud   O  par   un 


(')  Il  s'agitde  la  quanlité  Ç -h  — >  (|iie  certains  aulem;.  a|niellcnl  .n\si'\  cltargc 


{t,  niveau;  /;,  pression;  ct,  poids  spécitifiiie). 
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triangle  (une  maille)  OjOjO^.  (iliaque  nreud  0„  Oy,  O^  donne  lien 
à  une  équation  analogue  à  (i). 

On  raim'-iiera  ces  cas  compliqués  au  cas  où  les  réservoirs  peuvent 
communiquer  2  à  2,  mais  non  3  à  3,  \  k  .\^  .  . .,  en  supposant  à  chaque 
nœud  O  (ou  O,,  Oy,  O*)  un  réservoir  fermé  Jictif,  pour  lequel  la 

l'"ig.  2. 


quantité  analogue  à  r,  est  z,  et  dont  la  capacité  «■  =  F(-)  est  nulle, 
négligeable  ou,  plus  généralement,  constante.  Les  réseivoirs  S  seront 
dits  des  réservoirs  réels,  pour  éviter  toute  confusion. 

I^e  cas  où  les  dispositifs  de  communication  de  deux  ou  plusieurs 
réservoirs   sont   aussi    reliés  à   lextérieur,  se   traitera    de   la  même 

l'iS.  3. 


Extérieur 


manière  :  on  introduira  toujours  aux  points  de  croisement  de  deux 
dispositifs  (tuyaux,  fils,  etc.),  un  réservoir  fictif  donnant  lieu  à  une 
équation  analogue  à  (i),  mais  où  figure  une  fonction 


Ceci  posé,  dans  ce  qui  suit,  je  n'exclurai  pas,  a  priori,  contraire- 
ment à  ce  que  j'ai  fait  dans  mes  travaux  antérieurs,  les  cas  où  le  dis- 
positif de  communication  de  deux  réservoirs  réels  est  relié  à  un  autre 
réservoir  réel  ou  à  plusieurs  auti'es,  c'est-à-dire  le  cas  où  il  v  a  des 
réservoirs  fictifs.  Je  n'exclurai  pas  davantage  le  cas  où  les  réservoirs 
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peuvfiil  réaji^ir  2  à  2  rnii  sui  l'iiuli-c,  c'esl-à-dire  où  les  fonctions 
ç,y(r,,  :;,)  dépciulent  de  z,  el  z^  à  la  fois,  .le  changerai  dès  lors  de 
notation  pour  simplifier;  S,  dcsii^iiera,  soit  un  réservoir  réel,  soit  un 
réservoir  fictif,  el  j'aurai  à  étudier  un  système  de  //  réservoirs 

S„     ....     .S„ 

dont  certains  sont  réels,  les  autres  étant  fictifs. 


III.  —  Équations  du  problème.  —   Justification  des  hypothèses 

du  paragraphe  II. 

(>.  Soit  le  réservoir  S,  réel  ou  liclif  :  il  reçoit,  pai-  unité  de  temps, 
le  (lél)it 

Q,=  90/-+-  <?!,•+•  •  •+9/-I,:-)-  ?/+l,(-t--  ••+  <?,/,-!-  «,-. 

a,  étant  le  débit  d'alimentation  qui  vient  de  l'extérieur  au  temps  /, 
avec  «,(/)  "o  en  i;énéral;  si  l'on  ]K)se  9,7=  o, 

g,  =3  9„,-  +  ffli, •+ . . .  +  9,,,  -h  a,. 

Je  me  placerai  dans  le  cas  étendu  011  (),dl  est  égal  au  produit  de  la 
pei'turhalion  </;,  a[)portée  pendant  le  temps  dt  par  les  autres  réser- 
voirs et  le  milieu  extérieur  à  l'étal  de  S,,  et  d'une  certaine  fonc- 
tion S,(::,)^o  de  -,.  [^u  capacité  tv,  est  justement  prise,  yoa/"  déjini- 
lioii,  de  façon  (pie 

'"'=17r^^'(->177' 
c'est-à-dire  (pie 

(2)      -^  — S,--^  =Q,=  9„,  +  .. .+ 9,,,-1-rt,.  rt>o         («  =  i,2 n). 


On  dira  (pie  S,  est  un  réservoir  fictif  si  l'on  a,  f]uels  que  soient  / 

el  z,, 

—jj- —  o  el  S,(:,)  =  o. 

FjC  système  (2)  est  alors,  en  général,  nu  système  mixte  d'équations 
dill'éi-entielles  et  implicites. 

l'our  plus  de  clarté,  el  aussi  [)our  juslilier  suffisamment  les  hypo- 
thèses que  nous  avons  faites  au  paragraphe  11  sur  les  fondions 
<D,y(j/,  Zj),  il  sera  bon  de  préciser  un  peu  la  signification  et  la  forme 
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des  (juantilés  qui  figurent  dans  les  formules  (a),  lorsqu'on  étudie  un 
des  cas  indiques  dans  le  paragraphe  précédent  ou  d'autres  analogues, 
et  relatifs  à  l'hydraulique  des  eaux,  à  celle  des  gaz  et  à  la  théorie  de 
la  chaleur.  Il  en  résultera  une  idée  plus  nette  et  plus  détaillée  du 
caractère  de  généralité  des  équations  (2)  et  de  la  variété  de  leurs 
applications. 

7.  Réseuvoirs  1)'e.vu.  —  Je  me  contente  de  rappeler  les  formules 
usuelles  des  réservoirs,  des  ajutages  ou  des  siphons  servant  d'exu- 
toires  à  un  réservoir. 

Dih'crsoir  non  noyé  à  crête  horizontale  (').  —  Si  r  est  la  cote  de 
la  surface  libre  du  réservoir,  r„  celle  de  la  crête  du  déversoir,  le 
débit  Q  a  pour  valeur 

(3)  Q  =  „i(=-r„)% 

où  ni  est  un  coefficient  positif  constant  ou  lentement  variable  avec  z\ 
Q  est  nul  pour-^3„.  On  peut  prendre  aussi 

(3  bis)  m  =^'A\-\-  f.(     "^"7^     )'    ' 

OÙ  a  et  k  sont  peu  variables  avec  z  et  positifs,  et  p  est  une  con- 
stante >  0  et  qui  dépend  du  déversoir. 

Déversoir  noyé  à  crête  horizontale  (-).  —  Si  j,  est  le  niveau  du 
réservoir  d'aval,  r  celui  du  réservoir  d'amont,  z^,  celui  de  la  crête  du 
déversoir,  on  peut  se  servir  de  la  formiili^  de  Lesbros  ou  de  celle  de 
Bual 

Q=:/«,(;-3„)V^;-=, 


ou 


(4) 


avec  ;^3,^3„, 


(')  Flamant,  Hydraulique,  3' édition,  Paris,  Béranger,  1909,  p.  120.  —  Rabit, 
Cours  autograpliié  d' Hydraulique  de  l'Ecole  des  Pouls  et  C/iaussées.  1900- 
1906,  p.  218.  —  Voir  encore  les  lravau>c  de  M.  Bazin,  Annales  des  Po/ils  et 
C/iaussées  et  de  M.  Bolssinesq,  Comptes  rendus,  ainsi  i|iie  A.  Boulanger, 
Hydraulique  générale;  Paris,  0.  Doin,  1909,  t.  II. 

(-)   Goiisiiller  les  iiiètnes  ailleurs. 
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m ^  Cl  in ^  /'liiiit  peu  variables  avec  :;  et  ;,;  <^)  s'annule  lotsc|ue  rot  z^ 
sont  au  plus  égaux  à  z^. 

On  peut  aussi  envisager  les  valeurs  de  Q  données  pai-  M.  Bazin 
(à  ce  sujet,  ?'o/r  ci-après). 

Ajutages  et  orifices  analogues  (').  —  (juand  leurs  dimensions 
sont  modérées,  soit  j„  la  cote  du  centre  de  gravité  de  l'orifice;  le  débit 
sera,  z  et  r,  étant  les  niveaux  des  réservoirs. 


(5) 


O  =  /;,,  Jz  -  . 


>  „   >  _ 


-  >  .   >  - 


suivant  que  l'ajutage  est  noyé  ou  non;  Q  s'annule  encore  pour  :; 
et  :?,  <o,  et/«o,  in.^  sont  des  coefficients  lentement  variables  avec  ^et^,. 
On  pourrait  trouver  des  cas  un  peu  différents  si  l'on  supposait  les 
orifices  munis  de  clapets  qui  soient  eux-mêmes  soumis  à  l'action  de 
l'essor  ts. 

Siphons  (-).  —  Soient  H  la  cote  du  sommet,  Ji  et  A,  les  cotes  des 
centres  de  gravité  des  orifices  d'entrée  et  de  sortie  du  siplion,  orifices 
supposés  petits,  l'our  simplifier,  je  suppose  H  —  //,  M       //,   nolable- 

i-is.  4- 


ment  inférieurs  à  la  hauteur  du  liquide  qui  équivaut  à  la  pression  de 
l'atmosphère  (ou  du  milieu  extérieur). 

Soient  ;  le  niveau  de  l'eau  du  réservoir  où  débouciie  IDrilice//,  ::,  le 
niveau  analogue  pour  le  réservoir  où  débouche  l'orifice  //,,  //.  la  plus 
grande  des  quantités  //  et  A,,  et  z^^z^.  Le  débit  Q  est  nul  (le  oas  de 

(')  Flamant,  Hydraulique,  p.  53.  —  Rabut,  Cours,  p.  2i3  el  221. 

Si  l'ajutage  élail  suivi  d'un  tuyau  de  longueur  ap|)réciable,  il  faudrait  prendre 
pour  Za  la  cote  du  ceiilre  de  j,'ravilé  de  rorifice  de  sortie. 

{■)  GoLLlGNON,  Hydraulùjue;  Paris,  Dunod,  1880,  p.  26.1.  On  peut  aussi  se 
reporter  à  cet  Ouvrage  pour  ce  qui  précède. 
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Taiiiorçage  arlilicicl  étanl  (.'xclii  )  si,  à  aiicmi  iiioiikmiI,  on  n'a  eu  z^H. 
Si  l'on  vient  à  avoir  rjîH  et  si,  ensuite,  r  en  variant  reste  ^li^-^-z 
{t  petit), 

(6)  !  ou 


Enfin,  si  ;  devient  Sh^-i-  £,  puis  varie,  on  a  ()  =  o  lanlcjuc  ;  ■<  H. 
Ici,  X  et  X,  sont  des  coefficients  constants  ou  lentennent  variables 
avec  ^  et  S|. 

Observations  gcnrntli's.  —  Dans  ces  formules  usuelles,  Q  est  bien 
fonction  croissante  de  z,  et  décroissante  ou  non  croissante  de  ;,; 
toutefois,  une  formule  de  M.  Bazin  (')  relative  aux  déversoirs  noyés, 
cl  que  nous  ne  reproduisons  pas,  ne  satisfait  pas  complètement  à  ces 
conditions.  Mais,  comme  l'indique  lui-même  M.  Bazin,  cette  formule 
n'est  vraie  qu'entre  certaines  limites;  si  l'on  se  reporte  au  graphique 
expérimental  dont  celte  formule  est  la  représentation  aigébiique,  on 
remarque  immédiatement  que,  dans  l'étendue  des  expériences  exécu- 
tées, les  conditions  en  (juestion  sont  ciilièrenient  remplies. 

D'une  façon  générale,  les  expériences  mêmes  de  M.  iîazin  viennent 
à  l'appui  de  mes  hypothèses  du  paragraphe  II. 

Si  l'on  prend  le  Talileau  de  la  page  700  des  Annales  des  Ponts  et 
Chaussées  de  décembre  iSc^G  relatifs  aux  déversoirs  noyés,  on  voit, 
en  en  parcourant  les  lignes,  (pie,  pour  un  même  débit  Q,  le  niveau 
d'amont  r  croit  quand  le  niveau  d'aval  z,  croit;  quand  on  parcourt 
les  colonnes,  on  constate  que,  pour  une  même  valeur  de  z,  et  un  même 
déversoir  (A,  B,  C  ou  D  d'après  les  notations  de  M.  Bazin),  z  croit 
avec  O;  on  en  conclut 

dz  <)'k 

De  même,  d'après  les  séries  70  à  S.')  de  M.  Bazin  (A/in.  des  Ponts 
cl  Chaussées,  février  189/1),  o"  P<^"^  vérifier  rapidement  (jue  la 
charge  H,  sur   la  crête  du  déversoir  de  comparaison,  par  suite,  le 


(')  lUiiiiT,  Cours,  ]).  29.1.  —  II.  Hazin,  /î.rpèrieiices  nom-ellcs  sur  l'ccoiile- 
nienl  en  déversoir  ;  l^aris,  Diinod,  1898,  j).  io3,  forimile  (16),  el  giapliiqiie  de 
la  page  102  bis. 
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(]i''l)il  ().  croit  avec  z  (:  =  /i  rU^wj^c  (l'aiiionl  )  et  est  fonction  cli'crois- 
siinte  de  z,  ( z,  =  h,  charge  d'aval). 

On  pourra  encore  consulter  les  séries  i,  2,  3,  etc.,  des  Annales  des 
Pouls  et  Chaussées  d'octobre  1888  et  les  travaux  théoriques  de 
M.  Boussinesq  (  '  ). 

Les  expressions  de  Q  qu'on  vient  d'indiquer  ou  de  rappeler  sont, 
chacune,  iiuivaleiilcs;  mais,  cjuand  r  et  r,  varient  avec  le  temps,  la 
valeur  rj  ([ui  exprime,  à  Tinstant  /,  le  débit,  peut  être  égale  tantôt  à 
l'une  tantôt  à  l'autre  de  ces  expressions;  q  sera  donc,  en  général,  une 
fonction  nadti forme .  D'antre  ])arl,  q  pourra  être,  (|uand  ;  cl  z^ 
restent  entre  certaines  limites,  une  fonction  bivalente  :  en  dehors  du 
cas  évident  des  siphons,  il  semble  résulter  des  éludes  de  M.  Bazin, 
que,  surtout  aux  environs  des  valeurs  de  r  et  z,  pour  lesquelles  la 
formule  (pii  cxptini-e  y  change,  l'expression  (^)  à  choisir  poui'  q  peut 
dépendre,  non  seulement  de  :;  et  j,,  mais  encore  des  circonstances 
antérieures  du  mouvement;  aux  environs  de  ces  valeurs  critiques, 
q  pourrait  être  une  fonction  par  exemple  bivalente,  et  même  discon- 
tinue de  w  et  :;,;  il  paraîl  loulelois  possible  d'admettre  (jue  ceci  n'a 
lieu  qu'au  voisinage  de  valeurs  particulières  de  -  et  de  ;,  ou,  comme 
pour  les  siphons,  dans  un  domaine  limité.  On  aura  à  tenir  compte  de 
ces  circonstances  à  l'occasion;  mais,  si 

« 

OÙ  o  est  pcjsilif  ou  négalif,  il  semble  qu'on  [tuissc  toujours  admeltre, 
dans  la  théorie,  que 

©(+ ce,  ;,  )  =  +  oc,  o(;.-t-Qo)=: — oc. 

JajouLe  une  dernière  remarijue,  (jui  a  son  intérêt  :  les  lormules 
ci-dessus  sont  relatives  plutôt  au  cas  où  le  régime  est  permanent, 
c'est-à-dire  où  j  et  z^  sont  constants;  (piand  le  régime  n'est  pas  per- 
manent, il  pourrait  convenir  de  regarder  certains  des  coefficients  qui 
entrent  dans  ces  formules  comme  dépendant  légèrement  du  tenq)S /, 
mais  de  façon  (|ue  les  valeurs  de  ces  coefficients  dilTèrent  peu  de  celles 
qui  cori'es[)on(l(nl  au  légiine  [)ermanent  [)our  les  mêmes  valeurs  de  z 
et  de  r,,  an  moins  qiLind  les  vaiùations  de  z  et  ;,  sont  assez  lentes.  Ceci 

(')  Coinplcs  rendus  el  Flamant,  Hydraulique,  p.  88  et  suiv.  —  A.  Bou- 
LANGElt,  tJvdrautiijue  générale,  t.  11. 
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conduirait  à  faire  une  hypothèse  analogue  sur  les  fonctions  Zij{zi,  :/) 
considérées  au  paragraphe  II;  on  pourra  voir  plus  loin  ^  j^  A  III)  (jue, 
dans  certains  cas  au  moins,  les  problèmes  envisagés  restent  abor- 
dables, malgré  la  complication  qu'introduit  cette  hypothèse  ('). 

Enfin,  il  suffira  d'indiquer  que,  dans  la  formule  (2),  pour  les  réser- 
voirs d'eau  ou  de  liquide,  lorsque  S,  est  un  réservoir  réel,  vv,  est,  à 
une  constante  près,  le  volume  du  licpiidede  ce  réservoir  correspondant 
au  niveau  :;,,  tandis  que  S,(z/)  est  >  o  et  représente  la  section  horizon- 
tale du  réservoir  ;  quand  S^i  est  un  réservoir  fictif,  la  quantité  S^(z/i)  =  o. 

8.   Rksf.rvoirs  de  chaleur.  —  Soient 

n  corps  conducteurs  (réservoirs  fictifs  ou  non)  à  l'intérieur  de  chacun 
desquels  se  maintient  une  température  uniforme  (ou  sensiblement) 


isolés  ou  non  de  l'extérieur,  et  réunis  par  des  fils  conducteurs  isolés  et 
dont  on  néglige  la  longueur  et  le  volume.  On  aura  ici,  90  et  ©„,•  étant 
des  quantités  de  chaleur  par  unité  de  temps, 

où 

kij,     (jij,     //,,     0-.. 

sont  des  constantes  et  z^  la  température  du  milieu  extérieur.  D'autre 
part, 

(8)  f^=QV,^,         S,(=,)=C,V,. 

où  V,  est  le  volume  de  S,  et  C,  une  constante.  A  une  première  approxi- 
mation, les  équations  (2)  du  n°  (î  sont  linéaires  et  à  coefficients  con- 
stants,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué  antérieurement  (-)  dans  un  cas 


(')  Ce  procédé  a  une  portée  1res  générale.  Il  paraît  susceptible  d'être  utilisé 
dans  les  applications  théoriques  de  beaucoup  de  formules  expérimentales  con- 
nues, quand  on  suppose  que  celles-ci  ne  sont  (|u'iip|)ro\imatives  (exemples 
possibles  :  formules  relatives  à  la  résistance  au  iii<uuen)«-iil  d'un  corps  dans  un 
fluide,  coefficients  de  frottement,  etc.). 

(2)   liiill.  Soc.  mal/i.,  t.  XXIIl,  1905,  p.  142- 

Journ.  de  Malh.  ((j' série),  Uiiiie  L\.  —  Kasc.  Il,  H)i3.  2q 
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moins  général;  mais  rien  n'empôche  de  supposer  que  les  paranictros 
kij,  . . .,  S,  soient  légèrement  variables  avec  ;,  et  Zj  ou  avec  z,. 

Ces  considérations  s'applitiucnt  aussi  aux  cas  où  les  dispositifs  de 
comiuiinication  sont  branchés  ou  maillés,  à  condition  d'iiilroduire  îles 
réservoirs  ou  corps  fictifs  pour  lesquels 

diK'j 

~dr  ~ 

On  pourrait  compliquer  le  problème  en  supposant  (jue  certains 
corps  sont  formés  (à  part  leur  enveloppe  extérieure)  de  substances 
susceptibles  de  passer  de  l'état  solide  à  l'état  liquide,  et  réciproque- 
ment. Envisageant  S,,  pendant  les  périodes  où  aucun  changement 
d'état  ne  se  produit  dans  S,,  on  a  encore  la  même  équation  (2)  que 
précédemment  pour  S,,  la  quantité  caractéristique  de  l'état  de  S, 
étant  ;:,;  pendant  les  périodes  où  un  changement  d'état  se  priKluit 
dans  S,,  la  température  z,  reste  constante  et  égale  à  Z,,  mais  lepoids^, 
de  la  substance  fusible  contenue  dans  S,  devient  la  quantité  caracté- 
ristique de  l'état  de  S,,  et 

où  y,  est  un  paramètre,  P,  le  poids  total  de  la  substance  fusible  ('). 

9.  Réservouis  de  gaz.  —  La  variété  des  cas  est  considérable.  On 
peut  supposer  que  certains  réservoirs  échangent  ou  non  de  la  chaleur 
avec  le  milieu  extérieur;  s'ils  en  échangent,  on  pourra  étudier  le  cas 
où  ils  sont  maintenus  à  une  température  fixe  qui  pourra  ne  pas  être  la 
même  pour  chacun  d'eux,  ou  le  cas  où  quelques-uns  se  refroidissent 
par  simple  rayonnement.  Je  me  contenterai  d'indiquer  ici  deux  cas  où 
les  réservoirs  sont  supposés  conserver  une  même  température  T,,,  (jui 
est  aussi  celle  du  milieu  extérieur. 


(' )  Je  ne  me  piéoroupe  pas  ici  de  lu  (]ue,slion  de  la  réalisalioii  physique  eflTec- 
llve  des  condilioiis  du  pioblème.  On  aurait  un  cas  plus  conipliqui',  semble-L-il, 
si  l'on  supposait  que  les  substances  P,  peuvent  passer  de  l'état  li<]nide  a  l'état 
gazeux. 
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Cas  OÙ  récoulemriil  pai- Ica  orlftces  est  aflial)niiiiiii\  —  l.a  vitesse 
(récouleinent  dans  la  section  contractée  pour  un  orifice  reliant  les 
réservoirs  S,  et  Sy,  on  les  pressions  sont  /),  et  Pj,  avec  l'i'^  Pj,  est  telle 
qneCO 


4-ter'] 


M-~C,     I  —  \       )  (/=:  i,4i  environ), 

ici  p  est  la  pression  clans  la  section  contractée  et  C,  une  constante 
(comme  les  quantités  Cj,  C3,  ...  qu'on  va  envisager;.  Le  débit  en 
poids  est 

Cp,y  :=  C2  M  0, 

où  0  est  la  densité  dans  la  section  contractée;  on  a 


,,=c.,(^)V,-(i)'*'  =  cV(^/-(^)''', 

c'est-à-dire  encore,  puisque 


Il  —  El 

•^0  ""  Pa 


Oo  etpo  étant  la  densité  et  la  pression  du  milieu  extérieur, 
(9) 


-='^""V/il)-(ê)*"' 


On  sait  (- )  que  cette  formule  s'applique  avec 

{ç^his)  P=l>j 

(')  Resal,  Trailé  de  Mécaniriae.  l.  Il,  iSj/j,  p.  336.  —  Bolssinf.sq.  Journal 
de  Malh.,  igo'i,  p.  So.  —  Flama.m,  Hydraulique,  —  Voir  encore  de  Saixt- 
Ve.nant  el  Wan-tzel,  Joum.  École  Polyl.,  27"  Cahier,  1889,  p.  85. 

(-)  BoissiXESQ,  loc.  cit.,  où  la  quantité  n  est  celle  flé'-ignêe  ici  jiar  k.  —  loir 
encore,  dans  le  Tome  ClII  (1886)  des  Comptes  rendue,  les  Communications  de 
MM.  Hilton  <le  la  Goupillière,  Ilirn,  Hugoiiiol,  Piirenlv,  et  dans  li's  Annules 
des  Mines  (1902)  les  articles  de  MM.  Bateau  el  Pareulv. 
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(juaiid 


Lorsque  —  est  •<  o,52S...,  il  semble  qu'on  puisse  admtMtrc.  d'a[)fès 
de  Saint- V'cnanl  ol  Wantzel,  Hugoniot,  Rali-au,  etc.,  que 

ii=(^)'^=o.5..S.... 

Pi     V  ^  -I-  ' ,' 

La  valeur  de  9,7  s'obtient  donc  en  remplaranl,  dans  la  formule  (()) 
ci-dessus,  le  rapport  —  par  la  constante  0,5-28...,  en  sorte  que 

(.0)  9u^C,pi  pour  j;é(j^      '■ 

Il  n'est  pas  inutile  de  rappeler  (jue  cette  valeur  de  —  est  celle  qui 

rend  maximum  le  radical  tpii  lij^ure  dans  la  formule  (9),  par  suite 
aussi  le  débit  pour  une  valeur  donnée  de  pi. 

Ainsi,  dans  le  premier  cas  [formules  (9)  et  (9  bis)],  z>ij  est  fonction 
de  Pi  et  Pj,  croissante  de  /),,  décroissante  de  pj,  comme  on  le  vérifie  ; 
dans  le  deuxième  cas  [formule  (10)),  Oij  est  fonction  de  p,  seul,  et 
fonction  croissante  ('  ).  Le  premier  cas  présente  une  certaine  analogie 
avec  celui  d'un  orifice  noyé  pour  les  liquides,  le  second  avec  celui  d'un 
orifice  non  noyé. 

D'autre  part,  le  poids  du  gaz  du  réservoir  S(,  dont  le  vulume  est  V,, 
est 


\,§,  =  \iP,^  = 


H', 


et 


On  posera 


/'o 


(')  J'ai  négligé  la  variation  du  coefficienl  de  contraction;  il  semble  (Hesai-, 
loc.  cil.)  que,  si  Ton  en  tient  compte,  les  conclusions  soient  vraies  a  forliori. 
En  admeltant  d'après  d'autres  auteurs  que  ce  coefficient  décroisse  Icnlernenl  et 
régulièrement  quand  la  charge  croit,  les  conclusions  subsistent  encore,  comme 
on  peut  le  vérifier. 
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et,  pour  les  réservoirs  fictifs, 

V,— o; 

le  système  d'équations  obtenu  sera  de  la  l'orme  (2  ).  Il  est  assez  remar- 
quable que  ces  équations  sont  linéaires,  par  suite  assez  facilement 
intégrables,  dans  les  périodes  où  les  rapports  —  sont  tous  ^0,528..., 
s'il  y  a  de  pareilles  périodes.  Il  en  sera  ainsi  dans  le  cas  de  «réservoirs 
réels  S,,  ...,  S„,  si  l'on  prend,  par  exemple,  à  l'origine  des  tem[).s 

-^  <  0,528. . .  ((■  =  0.  I,  a,  ...,«  —  1). 

Cas  où  l'écoulivnenl  par  les  orifices  est  isotln-riin'.  —  La  vitesse  a 
d'écoulement  par  un  orifice  rclianl  S,  à  '^j(pi^ Pj)  est  telle  que  {' ) 

«'=  C,    iOg— ! 

où  le  logarithme  est  népérien  ;  le  débit  en  poids  est 

9,y  =  C',  MO, 

avec 

ô         0,         ô„ 
et 


(.2) 


?'7^-  C'spi/lo^—  (C',,(:;,C',  —  consl.); 


0,7  est  fonction  croissante  de  /),  ;  mais  0,7  est  fonction  décroissante 
de  p  quand 

/>  i  A=  —  o  ,6o65 . .  ./>,. 

croissante  dans  le  cas  contraire;  lorsque 
(12  bis)  Pj=^' 

on  pourra  prendre  p  =  pj,  par  analogie  avec  ce  (ju'on  a  vu  ])<iur 
l'écoulement  adiabatique,  et  9,7  satisfait  alors  ;mx  liypollièscs  dn 
paragraphe  II  entre  certaines  limites;  lorsque  (i-i/ns)  n'a  plus  lieu,  je 
crois  que  les  données  manquent  pour  déterminer  p  ;  récouleinent 
isothermique  est  d'ailleurs  peut-être  difficile  à  réaliser. 

(')  Flama.m,  Hydraulnjnc,  |).  54  i. 
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10.  Rèsrn-oirs  de  liquide  et  de  zoz  à  température  constante  T„ 
(à  litre  d"o\einple).  —  Certains  réservoirs  sont  supposés  ne  pas  com- 
muniquer avec  l'atmosphère,  et  contenir  du  gaz  et  de  l'eau  ;  les  réser- 
voirs comnuini(pii'nl  par  des  orifices  toujours  noyés  par  l'eau,  de  façon 
que  le  gaz  de  chacun  des  réservoirs  fermés  ail  un  sinq^Ie  rôle  régulateur 
et  conserve  un  poids  constant. 

Avec  ces  hypothèses,  soient  S„,  un  réservoir  d'eau  el  de  gaz,  qui  ne 
communique  pas  avec  l'atmosphère,  yo",  la  pression  du  gaz  quand  le 
liquide  est  à  la  cote  initiale  j",, 

le  volume  du  gaz  pour  cette  cote, 

le  volume  correspondant  du  liquide,  W„,(^)  et  »•„,( z)  les  volumes 
analogues  correspondant  à  la  cote  r  ;  on  a 

W„,  (^„,  )  -+-  •>■„,( 3m)  ^  W»,  +  (v?„  =  C„,  =  const.; 
la  pression  p„,  est  telle  que 

le  débit  li(piide  de  S,  vers  Sy  est,  trr  désignant  le  poids  spécifique  du 
liquide. 


Oij  "      fj:  \//',  —  Pj  -H  ro  ( s,-  —  zj  )  (iiiaïul         /),  +  ro=,  ^pj  ■+-  nr  Zj, 


(■3)       et 


O/y  —  —  lJ-'\'Pj  —  Pi-+-  nj(5y —  ;,)  (luaiul         pj-\-  mzj  ^pi-^  ro;,; 


dans  ces  foniuilcs,  /?,  est  égal  à />,,  quand  S,  est  un  réservoir  à  surface 
libre,  el  à 

/'?r^^^  =  7^^^  (>„  const.), 

(,,  — n-,        C,— «v 

quand  S,  ne  cominunitpie  pas  avec  l'atmosphère;  de  même  pour  pj. 
Le  débit  9,/  est  encore  fonction  croissante  de  s,,  décroissante  de  Zj. 
On  a  alors 

dw,- 

(l4)  -^  =  -TZ-H  !So,-+-  9l,-)-.  .  .-|-C9„„ 

où  Ogj  esl  (lu  l\  pc  (i '))  ci-a[)rès. 
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On  pourrait  évidemment  envisager  des  cas  analogues  plus  compli- 
qués. 

Si,  au  lieu  d'admettre  que  le  gaz  est  maintenu  à  la  température 
constante  T„,  on  suppose  sa  détente  adiabatique,  les  résultats  seront 
de  même  nature  ;  on  aura  alors 

si  S,  contient  du  liquide  et  du  gaz, 

Les  deux  cas  ci-dessus  se  ramènent  à  d'autres  cas  antérieurement 
considérés;  je  pose,  pour  les  deux  cas. 


d'où 


;:,=  CT,(Z,),  tn',— —  >o; 


fx  ^/ro  \l'Lt  —  Lj         ou         —  jji'  slm  \j7.j  —  Z„ 
?.,  ^—  \i-\J^ ^/Z,— Z,„  (Z,o  =  consl. ). 

Ces  formules  sont  du  type  (5);  mais  les  quantités  S,  (=/)  se  trouvent 
remplacées  par  les  quantités  S,cî^  ('). 

IV.  —  Propriété  des  systèmes  d'équations  (O- 

11.  Je  vais  maintenant  envisager  le  système  (2)  en  employant, 
mais  seulement  pour  plus  de  commodité,  car  cela  ne  serait  pas  indis- 
pensable, la  terminologie  générale  introduite  au  paragraphe  11,  et  (pii 
comporte  interprétation  mécanique  ou  physique  de  a,  (débit  d'ali- 
mentation), O/y  (débit  de  S,  à  Sy),  n-/ (capacité  de  S,- pour  la  valeur 
de  Zi  considérée).  Ce  paragraphe  est  donc  une  |)ure  étude  d'analyse, 
avec  interprétation    mécanique  ou  physiipie.    J'admettrai   qu'on  ait 

('  )  Ouand  on  ler.i  intervenir  en  llvtli  aulic|iie  (le<  eaux  des  ^é^e^voirs  (iclifs, 
soit  ici,  soit  ailleurs,  on  ponna  adniellre  i]ui'  les  expressions  Ooj ,  0,0  ,  .  .  .  en\i- 
sagées  au  n"  5  sotil  sensiblement  de  la  forme  (i5);  si  S,-  est  fictif,  Z,  est  alors  un 
niveau  piézométrique, />,  n'étant  |)lus  déterminé  comme  dans  (i3). 
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vérifié  par  un  procédé  quelconque  l'existence  de  la  solution  considérée. 

Soit  donc  le  système  d'équations 
(  2  )  <»-;  =  s,  :;;  =  9„,  +  ■»„■  -1-  . .  .  -f-  On/  -+-  a,. 

Je  ferai  les  hypothèses  suivantes,  qualifiées  d^ hypothèses  A  : 

si  o,y,  avec  /^o,  n'est  pas  identiquement  nul,  sa  valeur  absolue  est 
limitée  supérieurement  quand  3,  et  Zj  le  sont;  on  a 

cp,y  -T  4-  00  pour  Zj  rrr  -t-  oc, 

<f/j=:  —  00         pour         5^  =  4-00; 

la  première  égalité  veut  dire  ici  que,  Zj  étant  au  plus  égal  au  nombre 
hj  donné,  on  peut  toujours  trouver  un  nombre  A,  assez  grand  pour 
que.  <|uaiid  ;,  >  f'i ,  '•'!  i''';  ijud  ffue  soit  Zj, 

<T,-  étant  un  nombre  donné  arijitraircment  grand;  inversement,  si.  pour 
une  valeur  de  Zj  au  plus  égale  au  nombre  donné  l>j,  on  a 

?;7  >  ci, 

OÙ  c'i  est  un  nombre  suffisamment  grand,  on  a  aussi 

où  b'-  est  un  nombre  donné  arbitrairement  grand  ;  la  deuxième  égalité 
a  une  signification  analogue. 

2°  Un  réservoir  au  moins  a  un  exutoire  externe,  autrement. dit,  un 
des  ç,,/  n'est  pas  identiquement  nul  quel  que  soit  z,  ;  (juand  Oo,  n'est 
pas  identiquement  nul,  il  est  nul  ou  négatif;  alors,  sa  valeur  absolue 
est  limitée  supérieurement  quand  r,  l'est,  el 

9„   -    —oc  pour  c, -;-t-oc, 

cette  égalité  ayant  une  signification  analogue  à  celle  des  dt'nx  précé- 
dentes. 

3°  a.   Ou  bien 

S,{z,)^=0  el  H',=rConsl.; 

b.   Ou  bien 

S,  >  o         pour  c,  > /.,  (>.,consl.); 

S,  r:^  H',  r^  o  pour  Zj'S  }ii, 

H', ( c, )  —  -r-  00  pour  s,  -r:  -t-  oo; 

S,  et  w,  sont  finies  quand  Zi  l'est. 


suit    LES    SYSTKMES     DE     RÉSEHVi  IIIIS.  I()3 

4°  «I  esl  posilif  ou  négallf,  mais  c'est  une  fonclion  de  /  liiiiilée 
supérieurement  en  valeur  absolue. 

5°  Les  fonctions  ç,j,  9„y  ne  sont  [jas  forcément  continues,  ni  univa- 
lentes, du  moins  dans  certains  domaines  bornés  ;  mais  il  en  est  autre- 
ment pour  les  valeurs  des  r,  ou  Zj  qui  dépassent  certaines  limites. 

Tel  est  l'ensemble  des  liypollièscs  A,  qui  comprennent  celles  du 
paragraphe  II. 

Je  vais  d'abord  classer  les  réservoirs  d'après  la  répartition  des  dis- 
positifs de  communication,  autrement  dil  des  indices  des  fonctions  !p,y 
qui  ne  sont  pas  identiquement  nulles. 

Soit 

II,  =  u'i  -h  IV, -(-  ...  4-  ic„^ 

la  capacili'  lotaic  de  l'ensemble  .9,  des  réservoirs 

qui  ont  un  exutoire  externe  (autrement  dit,  lors(|ni'  /    //, ,  Oo,  n'est  pas 
identiquement  nul  quel  que  soit  r, ,  'pn,  l'est  pour  ?'>  it  ^)  ;  soit 

la  capacité  totale  de  l'ensemble  s.,  des  autres  réservoirs 

C  Ciî  C  C(2^ 

^«l  +  t   —  ^1      ^  ....  0„j_^„j  —    0,(.    , 

dont  chacun  peut  communiquer,  au  moins  quand  la  quantité  caracté- 
ristique r  corrélative  est  assez  grande,  avec  un  des  réservoirs  de 
l'ensemble  .?,,  mais  non  avec  l'extérieur  (autrement  dit  cp,7,  pour 
chaque  valeur  de  i  égale  à  /<,  +  i,  ...,  ou  n.,,  et  une  valeur  dey 
correspondante  égale  à  i,  ...,  ou  //,,  n'est  pas  identiquement  nul);  et 
ainsi  de  suite,  jusqu'à  l'ensemble  .y„,,  dont  la  capacité  totale  est  u,„.  Si 
S,  est  un  réservoir  de  l'ensendjle  .v^,  il  communique  avec  un  réservoir 
de  l'ensemble  .V/,  i  (avec  l'extérieur  quand  A-  =  i)  dès  que  ;,  est  assez 
grand,  et  il  ne  |)eut  communiquer  qu'avec  des  réservoirs  des  ensembles 
.Sa-i,  «a  et  s/i+i  (avec  l'extérieur,  ,y,  et  s.^  si  A-  =  i ,  avec  .v„,_,  et  5,„  si 
A  =  ni)\  r^ij  ne  [)eut  être  y-  o  que  si  Sy  appartient  à  .s*.,,  .v^,.  ou  .s^^, 

Journ    de  Math.  (6-  série),  l.irne  IX.  -    I'"asc.  Il,  igiS.  2'J 
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|à  s,  ou  .v.j  quand  ('  )  A  ^  i,  à  .s-„,   ,  ou  .s„,  quand  A  =  ///|.  Ou  admet 

que  l'ensemblf  v ,  .y,„  contient  tous  les  réservoirs  ;  autrement  dit, 

KM  admet  (|u'()n  peut  |)asser  par  les  dispositifs  de  communication 
d'un  réservoir  quelconque  à  l'extérieur;  ceci  est  évidemment  essentiel 
quand  on  veut  montrer  que  les  z,  restent  limités. 

On  aura  ultérieurement  à  envisager  un  mode  de  groupement  ana- 
logue des  réservoirs  (§  VII,  n"  16). 

Avec  ces  conventions,  les  équations  (3)  donnent,  puisque 


(16) 


I  ^  — 
dt   ~ 

du,  

l/T  ~~ 


fl|  -+-  .  .  .  -h  rt„,  -1-  9oi  +  •  •  •  -H  ?o„,  -4-^  9,;, 

21 
<-'„,+!  +  .  .  .  +  «„,,  H-^  9,,  -+"2  9,,, 


''"'      V      ,    V        ,    V 

l  1-1. /  /-hi.l 

ï 

dt  '  J^    ■   ^  ^■" 


dans  ces  formules,  ^a  est,  à  Finslaut  /,  la  somme  des  débits  externes 
d'alimentation  reçus  par  s,,  ^l  ?;7  'a  somme  des  débits  positifs  ou 

néi,ratifs  qui  vont  de  S/  ,  à  .sv,  ^  o,,  la  somme  des  débits  qui  vont  de 
■S/^,  à  -s^.  On  a 


(  I G  h/s  ) 


=  o, 


1 


o. 


i  +  i.i     i.i+\ 


La  seconde  des  équations  (i(J),  par  exemple,  s'obtient  en  renuir- 
(piant  (pic,  dans  le  second  membre,  les  débits  échangés  par  les  réser- 
voirs de  s.,  dispai'aissent. 


('  )   9,(,  ML'^t  [);i^  i(|iMitiqiitiiii(;iil  Jiiil  ;  mais  il  siifiil  de  considérer  9u/  =  —  9,0 
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■Te  pose  encore 

(';)      Ui=;/,+  f<j-i-. ..  +  //„, 1-,:=  tl,-hu,^,~h   ..+  ti,„.       ...      V,„  —  ii,„. 

On  a,  d'après  (i6)  et  (i6^/.y), 


(.8) 


dt 

dl 


■S?'/' 


où  ^  a  est  la  somme  des  «,  des  groupes  .s^,  .y/^.,,  . . .,  c'est-à-dire  des 

i 
débits  externes  d'alimentation  reçus  parles  réservoirs  de  ces  groupes. 

Ceci  posé,  je  me  restreindrai  au  cas,  déjà  compliqué,  où.  les  réser- 
voirs de  Si  sont  à  la  fols  tous  fictifs  ou  tous  réels.,  c'est-à-dire  que, 
au  point  de  vue  de  l'analyse,  si,  quel  que  soil  p,  dans  le  groupe  s^,, 
w',  est  ou  non  identiquement  nul,  quel  que  soit  le  système  des  valeurs 
initiales  des  :.,  les  a '^  du  même  groupe  s^,  le  sont  aussi. 

Je  dis  que  les  Zj  restent  limités. 

La  démonstration  est  simple  quand  ni  ^  i,  c'est-à-dire  quand  tous 
les  réservoirs  peuvent  communi(jiier  avec  l'extérieur.  Mais  il  n'en  est 
pas  de  même  lorsque  m  est  quelconque. 

Par  hypothèse,  |o,  |,  ..,  |f/„|  ont  des  limites  supérieures. 

Si  les  réservoirs  de  .y,  sont  léels,  ou  |)eut  trouver  nue  (piiiutilé  A, 
telle  que,  si  l'on  vient  à  avoir  w,  'A,,  ou  ait  sûrement 

(19)  -^=«,  +  .  ..+  ,/„  H- çi(„  -^- .  .  .  4.î,j,^^^_j 

(e  fixe  positif  arbitraire).  l'"n  elï'et,  si  A,  est  assez  grand,  o^,,  .  . .,  0,,,,^ 
étant  nuls  ou  négatifs,  on  est.  sûr,  d'après  les  hypothèses  A  (  J")  rela- 
tives aux  Wi,  que  l'une  des  quantités  caractéristiques  :;,,  ...,  r,,^  est 
assez  grande  pour  que  cette  inégalité  ait  lieu,  [)uisque 

(V,(cc)  =;  -+  ce. 
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Si  les  réservoirs  de  .$,  sont  fictifs,  on  posera  //,  =  A,  (A,  constante 
arbitraire);  l'inégalité  (19)  aura  encore  lieu  quand  une  quelcon<iue 
des  quantités  ;,,  ...,  ;„_,  soit  ::,_,  devient  :!,,  'C,  étant  un  nombre 
convenablement  choisi,  fixe  et  assez  grand. 

De  même,  je  suppose  qu'on  ait 

K,ÎA,  ou  Si\~,K\  ('l~'.2 «1), 

suivant  que  s,  est  réel  ou  fictif;  quand  u.^  dépasse  une  certaine  liuiilc 
A2  qui  dépend  de  A,  ou  de  '(, ,  si  s^  est  réel,  ou  quand  une  quelconque 
des  quantités  ^,  (/o=:  /?,  -f-  i,  . . .,  ou  n,  -+-  n.^)  dépasse  une  certaine 
limite  Z.,,  si  a-j  est  fictif,  on  a 

(19  hi.s)  -jj-  =a„,^,  +  ...  +  «„..-h_2^9„^  — s. 

1: 

En  firet,  ceux  des  ç,;  qui  seraient  positifs  ont,  d'après  les  liy[)o- 
tbèscs  A  (i")  une  limite  supérieure  qui  dépend  de  A,  ou  de  »,  ;  si  Ao 
est  assez  grand,  ou  'Ç.,,  il  y  a  toujours  parmi  les  réservoirs  .s^  un  réser- 
voir dont  la  quantité  caractéristique  s,_  est  assez  élevée  pour  que  le 
second  membre  de  (iç)  his)  soit  au  plus  égal  à        £  ;  et  ainsi  de  suite. 

()iiaiul  ou  a 

suivant  que  .V/_,  est  réel  ou  fictif,  ;„  ^  prenant  les  valeurs  des  diverses 
(juanlités  caractéristiques  de  .sv  ,,  on  peut  trouver  une  (pianlité  A/quc 
lie  peut  dépasser  Ut  si  s,  est  réel,  ou  une  (pianlité  'i,  (|iie  m-  pciil 
dépasser  aiiciiiii'  des  cpiantilés  r-,^  relatives  à  .V/  si  .sv  ''^'  iiclil.   sans  (pic 

etc. 

Ceci  posé,  1)11  pourra  clioisir  eu  oiilie  A,,  A;,  ....  Ç^,  C^.  ...,  d(! 
façon  que,  à  roiigiue  des  Icmps  /  =  o,  on  ait  jiour  les  valeurs  initiales 
»';,  u",.  ...,  r:;(/,  ^  I,  2,  ...,  Il,),  z%  ....  de  //,,  //,,  ....  r„,  z,^  .  . 

ii\     A,  011         ^°  ;;Çi  avec         //,  —A,, 

(^o)  ;.:.. 

"  ",     '^M         <>  "         -"  "„  =  Cm         a  vee         //  „,  =  A  „, . 
Il  y  a  donc  certainemeiil  un  instant  ou  une  phase  du  uiduvcineiit 
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OÙ,  quand  on  pose 
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on  a 


(2.) 


B, 

=.A,  +  .. 

.+  A„,. 

"1  ^A, 

ou 

=,.^Ç. 

avec 

«,  =A„ 

«m=A„, 

ou 

<  y 

avec 

U „i  '^:^  A,/, 

U, 

i^B,. 

u„,< 

B™ 

Je  dis  qu'on  aura  toujours 
(22)  U,<B,-         (J  =  i,2 m). 

En  effet,  ceci  a  lieu  quand  on  a  l'inégalité  u^'^kr  ou  -,,5"^^,  quel 
que  soit  /•.  Je  suppose  au  contraire  que,  par  moments,  cette  dernière 
inégalité  puisse  être  en  défaut  pour  certaines  valeurs  de  r,  par  exemple 
à  partir  de  l'instant  /,  exclus,  et  j'envisage  une  phase  du  mouvement, 
entre  les  instants  /,  et  t.^,  assez  courte  pour  que,  dans  cette  phase,  on 
ait  constamment,  z,^  étant  une  certaine  quantité  caractéristique  d'un 
réservoir  de  .v^. 


(22  his) 


Uk  =  A^.,         t/i,  ^  A<. ,         . .  . ,         A-  <  A-,  <  . 


"A,  =  A<.,, 

.  .  .  , 

avec    Ug 

=  A.yï 

avec    Hy, 

=  A„, 

(7<7i<- 

•  •): 

ici,  qi  qs-  ■  ■  ■  se  rapportent  à  des  réservoirs  fictifs  et  sont  différents 
de  A",  A,.  ...  (jui  se  rapportent  à  des  réservoirs  réels;  les  ;//  autres  que 
U/,,  w,._,  ...    sont  tous   tels   que   ;/,:;A,,  et  les  z^^  des  réservoirs  des 
systèmes  fictifs  s^  autres  que  s^,  .s^_,  .  .  sont  tous  tels  que  -,,  l:>r- 
Si  y  <  A , 

fil 


(2->.  ter)  — ^^  ^ 


d'après  (19  ter),  pour  tout  instant  /  +  -  dans  l'intervalle  de  /,  à  /....  et, 
par  suite,  /  étant  un  quelconque  des  entiers  au  plus  égaux  à  ^, 

(  U,,SB,-£TiB,,         U/ =0,+ (/,.., -f-...+-U,^B,, 
puis(}ue  My—  A^,  les  réservoirs  de  s^  étant  tous  fictifs. 
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Si  k  <;  y,  on  a  de  nièiiie,  /  désignant  un  quelconque  des  entiers  f/»-, 

(225)        '^---'-        U,<B,,         U/<B„         U,^,<B,.-«,<Ba.^„ 

dans  l'intervalle  de  t,  à  /■,. 

Je  puis  donc  supposer  que  les  inégalités 

U,    H,,         ...,         UvlB, 

aient  été  établies  pour  l'intervalle  de  /,  à  t.,  jusqu'à  un  certain  indice  v 
parla  considération  de  .9,,  ..  .,s^_,,  et  j'envisage  le  premier  des  systèmes 
de  réservoirs  .s.^,  .V;, ,,  ...,  savoir  .s^^,  pour  lequel  on  a  dans  cet  intervalle 


ou 


^i  =  Ku.         ^'  -V  '^^'-  'i'^i''- 


'ii  ^  An-        S'  v  ^^^  '"'^^'• 


Il  pourra  se  faire  (|u'il  n'y  ail  pas  de  paieil  système  .Vjj.  ;  alors 
d'où 

Uv+l       ''V4  i>  ....  Ll,„_  D,„. 

S'il  y  a  un  [pareil  syslème  .v^,  et  s'il  est  fictif,  ou  bien  u.  —  v,  ou  bien 
[ji.>  V.  (^)uan(l  u.  ---  V, 

l)v;;B.„         U.,^,-U.,-Mv<B,-A,=  B,,„; 
(juand  u.  ]>  v, 

u,:::  "/+  "/-,r+..  .H-  U^f  B/  (/  =  V,  V  -hl,  .  .  .,/x—  1), 

cai' 

S'il  y  a  un  pareil  syslème  ^^  et  s'il  est  réel,  ou  bien  u.  v,  on  bien 
[j.  >»v.  Le  même  raisonnement  a  lieu,  car  //^>A|j.. 

Finalement  on  est  conduil  à  une  conti'adiclion,  et  Ton  a  bien  dans 
Finterx  aile  de  /,  à  /^,  pai'  suite  dans  toiil  intervalle,  d'après  un  raison- 
nement  iileiiti<pie,  les  inégalités  (22).  11  résulte  alors  des  égalités^i^) 
et  des  bypolbèses  A  (3")  que  les  (]uantités  caracléiistiipies  des  réser- 
voirs rc(d^  soni  limitées  sup(''rieuremenl. 

On  en  conclut  la  même  propriété  pour  les  (juanliléscaractéri.stlcpies 
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des  réservoirs /7r///'.v,  même  aliinenlés  (c'csl-à-dire  même  quand  les 
a,  correspondants  ne  sont  pas  nuls). 
En  efl'et,  si 

•'il    **-t-ii     ■  •  ■ .    ■*,)— 1 

sont  des  systèmes  de  réservoirs  fictifs  d'indices  consécutifs,  d'après  (i  6), 


»,,  —  o, 


(23) 


en  additionnant, 


*  *  — I,*  k^\,k 


(24)  Va+...4.Va-+-  V  o„+  V  o„^o. 

On  pourra  avoir  dans  celte  formule  A'  =  i,  si  .9,  est  fictif,  on 
p  —  I  =  w,  si  .<?„,  est  fictif;  dans  ce  dernier  cas,  y  o,y  =  o.  Dès  lors, 

on  choisira  A"  cl  p  de  façon  que  s^  ne  soit  pas  précédé  d'un  système 
fictif,  ni  Sp_^  suivi  dun  système  fictif:  ceci  fait,  puisque  les  r,  des 
systèmes  réels  sont  limités  supérieurement,  comme  on  i"a  vu  tout  à 
l'heure,  ceux  des  o,y  de  (24)  qui  sont  positifs  ont  une  limite  supérieure; 
il  en  sera  par  suite  de  même  de  la  valeur  absolue  de  ceux  des  o,y  qui 
sont  négatifs.  Donc,  les  z,^  de  s,,  et  les  r,  _  de  .?,,_,  (si  /?  —  i  <  m)  sont 
limités  supérieurement.  Il  en  résulte  successivement,  d'après  (23), 
que  les  ^,j^^  de  .f^t^,,  les -,^^.  de  .?A+2, soiil  limités  supérieurement. 

On  a  ainsi  démontré  complètement  que  les  :;,  sont  limités,  au  moins 
quand  chacun  des  ensembles  s,  ne  contient  que  des  réservoirs  tous 
fictifs  ou  tous  réels,  et  même  donné  un  moyen  de  trouver  une  limite 
supérieure  des  -,,  en  tenant  compte  de  (20). 

Dans  le  cas  du  régime  permanent,  où  le  système  des  équations  (ili  ) 
prend  la  forme  (23),  le  raisonnement  se  simplifie  et  se  réduit  à  celui 
qu'on  vient  de  faire  sur  ces  équations  (23). 

En  définitive,  on  aboutit  au  théorème  suivant  que  j'énonce  au  point 
de  vue  de  la  théorie  des  équations  différentielles  : 


200  EDMOND     MAILLET. 

Théoiu.aik  I.   -     Soil  le  systèiiu'  luixle  d'équations  i/nplicitrs  d 
différentielles 

(2)  S,(5,)  —  —  —  zr-  9„,-l-  0,,+  .  .  .  -f-9,„+fl,  {1=1,2,   ..  .,n). 


OÙ  s, ,  w  , ,  O;,,  a,  satisfont  aux  hypothèses  À,  et  où  t  est  le  temps. 

Soit  encore  s,  l'ensemble  de  celles  de  ces  équations,  les  n ,  premières 
par  exemple,  pour  lesquelles  o^i  fi'^st  pas  identiquement  nul;  soit  s^ 
^ensemble  de  celles  des  autres  équations,  les  n.^  suiva/ites  par 
exemple,  pour  lesquelles  ^jj  n  est  pas  identiquement  nul  quand 
/  >  o,  l 'yj'^n,,  etc.  (').  J''admets  que  cette  classification  comprenne 
toutes  les  équations  (2),  et  que  les  quantités  S,(r,)  d'un  même 
ensemble  s^  soient  toutes  à  la  fois  identiquement  nulles  ou  non. 

Dans  ces  conditions,  pour  toute  solution  j,,  ....  :;„  de  ce  système, 
dont  les  imleurs  initiales  sont  finies,  z^,  .  . .,  r„  restent  limités  supé- 
rieui-enimt  quand  t  croit  indéfiniment. 

Au  point  de  vue  de  la  Mécanique  et  de  la  Physique,  le  résultat 
ci-dessus  donne  le  corollaire  suivant  : 

Corollaire.  —  Tout  étant  posé  comme  ri-dessus,  si  le  système 
d'équations  (2)  détermine  les  variations  des  quantités  caractéris- 
tiques z^,  ...,  3„  d'un  système  de  réservoirs,  de  façon  que  les  réser- 
voirs S,  d'un  même  ensemble  s^  soient  à  la  fois  tous  réels  ou  tous 
fictifs,  ces  quantités  caractéristiques  restent  limitées  supérieure- 
ment. 

Remarque  1.  —  Voici  une  extension  de  ce  qui  précède.  Au  lieu  du 
système  (16),  je  considère  le  système 

(25)  -^ -^ a  _f- (!),_,,.+ 4»,^,,.         (/•  =  i,2,  ...,w), 

qu'on  en  déduit  on  remplaçant  dans  (i(j)  V  et  ^  pai' <lv_,.,  et  4v+i,r- 

Celles  des  hypothèses  A  (pii  sont  relatives  aux  0,^  sont  alors  rem- 
placées par  les  suivantes  : 


(')  Au  besoin,  |ioui'  plus  de  détails,  voir  p.  198. 
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$,-!./  est  pour  /■>  I  une  fonction  croissante  des  :;,  cles^_|,  décrois- 
sante des  z,  de  .sv,  finie  quand  ces  z,  sont  limités  supérieurement,  égale 
à  +  co  quand  un  des  Zi  de  s^  ,  est  égal  à  H-  ce,  égale  à  —  co  quand  un 
des  Zi  de  s^  est  égal  à  -4-  co.  F^es  propriétés  de  #01  sont  analogues,  <!>„, 
ne  dépendant  alors  que  des  3,-  de  s,.  Enfin,  les  $„,,  «P^  ,^  sont  des 
fonctions  continues  de  Z/  lorsque  z,  dépasse  une  certaine  limite  finie. 

On  peut  appeler  hypothèses  B  les  hypothèses  A  ainsi  modilîées. 
On  en  conclut  : 

Soit  le  syslèi))e  (/'('quaiions  différentielles  et  implicites 

^-^  =  -^  ==«/-+-*,(-■!.  •  •■.='.)  {t  =  i,9.,  .  ..,n), 

où  s,,  «•, ,  a  i  satisfont  au.r,  hypothèses  A  {^ou  /?);  je  suppose  qu'on 
puisse  grouper  ces  équations^  désignées  par  S,,  ...,  S„,  e/i  ensembles 
.9,,  s.,,  ■■■■,  s„,  tels  que  l'addition  membre  à  membre  des  équations  de 
chaque  ensemble  donne  un  résultat  de  la  forme  {^5),  les  Wid^un 
même  ensemble  étant  tous  constants  ou  tous  tels  que  S,(3,)>o  si 
Zi  dépasse  une  certaine  limite  et  «-,(oc)^  +  oc  :  on  peut  affirmer 
que,  pour  une  solution  de  valeurs  initiales  finies,  les  Zi  restent  tous 
limités  supérieurement. 

En  effet,  les  raisonnements  qui  nous  ont  servi  à  établir  le  théorème 
précédent  s'appliquent  identiquement. 


DEUXIEME  PARTIE. 

V.  —  Sur  les  déterminants,  l'équation  dite  «  séculaire  » 
et  des  équations  analogues. 

12.ëoient //(n  +  r)  quantités  B,a(/  =  i,  2,  ...,  // ;  A-  =  o,  i  ,2,  ...,  //) 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  (')  : 

15,7,^0,  lorsque  Jj2£ /.-, 


^''  '  B,„-HB„  +  ---+B,-,H-...-t-B,„  =  o 

('  )  Si  l'on  a  des  quantités  B,/.  {i,  l<  >  o)  telles  que  B,7..^o  jiour  j^  /r, 

I5„+-  ..-t-B,„<o, 

on  peut  toujours  déterminer  dos  quantités  B,o  ï  o  de  façon  que  les  conditions  (  1  ) 
aient  lieu   pour  ces  B,/,  et  les  B,,,. 

Journ.  de  Malh.  (()"  série),  lonie  IX.   —   l'asc.  II,   iijiS.  2D 
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d'où  n,/5o.  Soient  encore  des  quanlilés 

B,,     . . . ,     B„^o, 


cl  le  d(''leniiiii;iiil 

B, 

B,      . 

..      B 

(2) 

A  = 

B„ 

B,,      . 

.      B, 

B,„ 

B,„     . 

.      B„ 

Je  vais  établir  le  tlicorème  suivant  : 

TiiKor.KME  I.  —  (—  i)"''A  est  au  moins  égal  à  o,  et  priit  se  déve- 
lopprr  sous  forme  d' une  somme  de  termes  tous  positif  s,  de  fa{-on  que 
chacun  d'eux  soit  un  produit  positif  de  facteurs  dont  l'un  est  un  By, 
cl  rlidcun  di's  autres^  au  signe  près,  ou  un  liif,(i  ^  lî  ou  non),  ou 
une  somme  de  B,a  d'une  même  colonne  dijférents,  et  dont  l'un 
est  alors  B,,  et  donne  son  signe  au  facteur.  Chaque  ter/ne  qui 
contient  By,  ax'cc  />  i,  est  de  la  forme 

B,B„,.  ..         (/r>i), 

les  facteurs  non  écrits  ne  contenant  aucun  terme  de  la  preniière 
colonne. 


En  effet,  je  pose 


(3) 


B/o  4-  B„  + . . .  +  lî,„  =  —  C,u=  o, 


I  —  (B,o  +  .  ..+  B,,„,_,)--=  B,„, +  B,-,„,+,-h...H-B,„  =  — C,„,     («pi  m>\)\ 
d'où,  d'après  (i),      * 
(4)  t^(»«  =  o,         «,imSi,         C,„,$o,         si  w  > /. 

Pour  //  =  I,  A  =  B,^o;  pour  n  =  -i, 

A  =  B,  r..ji  —  BjBijîo; 

pour  u  =  3, 

A  =  15, 


B«,      1?:,. 

B,3     B,, 


B» 


B„     B,, 
B,3     B,, 


B 


cl,    |IUIS(|II( 


B...     B„ 


B,,+    B,3         B3,-)-B33 


B,:, 


B3, 


B,,     B.,, 

B,3      B,3 

B.:,       B,, 


A  =  -li,C,,l5,3+B,C,,B,3-B.,B„B,:,+  BjB,3B3,-t-t53B,J{,3-BJ!,,B„. 
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Les  six  termes  du  second  inemijrc  sont  [)ositit's  et  di;  la  forme 
annoncée. 

Je  suppose  le  théorème  établi  [)oui'  les  déterminants  à  n  —  i  lif,Mies 
et  colonnes  au  plus. 

Soit  A,7,  le  mineur  obtenu  en  supprimant  dans  A  la  /"""  colonne  et 
la  A''"'Migne.  On  a 

(5)  A  =  Fi,A,,-B,A„+B,A;„-.... 

En  ce  ([ui  concerne  A,,,  d'a[)rès  (3)  et  ('i), 


Ba„     B3,, 


B,,:, 


et  —  A,  I  est  de  la  forme  A,  mais  avec  n  —  i  lignes  et  colonnes.  D'a[)rès 

riiypotlièse,  on  a 

(-!)«-' A„>o, 

et  le  premier  membre  de  cette  inégalité  peut  se  dévelo[)per  sous  forme 
d'une  somme  de  termes  tous  positifs;  de  même  pour  (  —  i)"~'  ]>,  A,,, 
dont  chaque  terme  est  alors  de  la  forme  indiquée  dans  Ténoncé 

On  a  maintenant 

B,2     B,,     . . .     B„, 

.         B„:, 


A„  = 


Bl3  B33 


B.„     B3,, 


et  A^i  estde  la  lurmeA,  maisavec/*  —  1  iignesetcolonnes:  (—  i)"~-BaA^, 
est  une  somme  de  termes  positifs  dont  ciiacun  a  la  forme  indiquée 
dans  l'énoncé  et  contient  une  des  quantités  B,,,  ...,  B,,,  en  facteur. 
Enfin,  quand  /i\>  2, 


A/., 


B„     B,,      ...     B,_,,,     B;,,,,, 
B,;,     B„      


B„, 


l!„, 


B,,._,_„     B/.  ,1  ,,     .  . .     B„„ 


Faisant  passer  la   ligne  ipii  eoiilicnt  !!,/,  à  la   jirciiiièie  [)lace,  on 
obtient  un  déterminant  (—  \y~'-li,\  ^l"^'  '■'  forme  A,  mais  avec  n  —  i 
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lignes  et  colonnes,  dont  le  produit  par  (—  i)"  -  est  positif.  Lo  terme 
correspondant  du  développement  (5)  de  A  est  (—  i)*"' Bj^A/,, ,  et  son 
produit  par  (— i)"  '  peut  se  mettre  sous  forme  d'une  somme  de 
termes  tous  positifs,  dont  chacun  a  la  forme  indifpiéc  dans  Truoncé, 
et  contient  en  facteur  une  des  (juantités  \i,o,  .  .  .,  13,,,. 

c.  Q.  r-  II. 


Cor.oi.i.AHUC  1.  —  Si.  A  esl  une  liinilc  inférieure  de  celles  des  quaii- 
tilés  B,,  B,y(  (/f  ^o,  «r:  i)  qui  ne  sonl  pas  nulles^  et  si  A  ^  o,  on  a 

(-i)"-'A  ::),". 

Un  des  ternies  du  développement  de  ( —  i)""' A  inditpié  au  lliéorèmel 
est  en  ellet  ^  o,  et,  par  suite,  r^  A",  puisque  tout  facteur  din'érenl  de 
zéro  d'un  de  ces  termes  est  au  moins  égal  à  X  eu  valeur  absolue, 
d'après  (i). 


CoROLi.vuu.  11.  —  Le  déleiininant 


H,,     H„ 
B,,     B,, 


(6)  - 1) 

H,„     B,„ 

peut  se  mettre  sous  la  foi-nie  A^  en  sorte  qui. 

(—  i)"D^o. 
lui  cH'cl,  d'après  (  j)  et  (/|), 


((i/;rv)  —  D  = 


qui  est  de  la  foi'mc  A. 

'rm:oiu;jii.  Il .    -   i"  N/,  les  conditions  (  i  )  ayant  lieu,  les  quantités  C„ 
sonl  toutes  >  o,  on  a 

(7)  (-i)"Di(:,,C,,...C„„>o; 

2"  En  particulier,  les  conditions  (i)  ayant  lieu,  si  A  >  o  est  une 


c„ 

C,,      . 

.    c,„ 

B„ 

B,,      . 

. .     K, 

l'-w, 

V'^n        . 

■      13,», 
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limilc  inférieure  de  celles  des  quaiililés  Bii,(k^i,  k^o,  i^i)  qui 
ne  sonl  pas  nulles,  et  si,  pour  chaque  valeur  de  i,  il  y  a  n/ie  valeur 
de  />  <^  /  leltr  que  Bn'^  o,  on  a 

(8)  (-,)''Di).". 

En  ell'el,  dans  ce  dernier  cas,  d'après  (i),  (;:»)  el  (/|), 
(8  bis)  G„=  B,.,+  Iî„4-. .  .+.B,„-,^^; 

(8)  sera  une  conséquence  de  (7),  qu'il  suffit  d'établir. 

L'inégalité  (7)  est  évidente  pourw  =  i  ;  je  la  suppose  vraie  pour  les 
déterminants  (6)  à  au  plus  n  —  1  lignes  et  colonnes.  D'à  près  (j),  (Gins) 
et  la  déuionstralioii  du  lliéorènie  I, 

—  D  =  CHt),,-C,,D,,-i-..., 
(-.)"-'I->nC„,     (-i)''-'a.D,„     ... 
sont  positifs,  et 

(9)  (-i)"D>(-i)"-'C,.D,.. 
11  suffit  de  vérifier  (jue 

(10)  (-i)"-'t)„îCs.....G„„; 

or,  le  déterminant  D,,  est  de  la  même  forme  que  D,  mais  avec  //  —  i 
lignes  et  colonnes  seulement;  d'après  Tliypotliése  (lo).  a  lieu,  par 
suite  (7).  c.  Q.  V.  I). 

/  CoROLLAUiE  I.   —    Tout  l'iaul  fiii.sr  <(iiiinir  auv  lliéurètnes  l  el  11, 

si  B,  ^  o,  on  a 

(-.)'— AiB,C„...C„„>o. 

Cette  inégalité  résulte  de  (.')),  (7)  et  (16),  \^^  étant  de  la  forme  ((J) 
dcT). 

CoROLLAiiiK  II.  —  Tout  èlanl  posé  comme  au  théorème  11,  chaque 
mineur  d  de  D  dont  la  diagonale  prin<-ipale  ne  contient  que 
des  B,,  est  ^  o. 

Vax  elîet,  soient  c/,  les  quantités  analogues  aux  i\,,  pour^/:  —  c,,sera 
foi'mé,   par  exemple,   de    B^/^  et   de    lerim's  (|ui    l'ulieul    dans   (".^^, 
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d'après  (3),  el  l'on  aura 

\j(i  déUM'iiiiiiaiil  1/  L'Iaiit  de  la  lniiiic  I),  d'après  le  théorème  11,  d  est 
dinérenl  de  zéro. 


GoROi.i.Miir.  III.  —  Soil  l'cqualioii  en  x 


(■>) 

avec 
(12) 


D(.r)^ 


H,,  B..,— (7j.c 


B,„ 


B., 


B„, 


CI--2, 


el 


'7  (y/<t  lii-sl  jxts  Identique  :  \"  Quand  Les  13,/,  satisfont  aux  condi- 
tions (i),  (ir)  n'a  aucune  racine  réelle  >o  ;  2°  Quand  les  I5,/i 
satisfont  en  outre  aux  conditions  du  théorème  II,  cette  équation  n'a 
aucune  racine  réelle  ^o;  dans  ce  dernier  cas,  si  m  des  quantités 
c7,,  ...,  a,i  exactement -sont  7^0,  l'équation  est  ejfectixement  de 
degré  m. 

\'A\  clTcl  :  1"  soil  X"  ^  0  ;  d'après  le  coroiiaii'c  II  du  liiéorèiiie  I, 
—  !)(;<;)  peut  se  uiotire  sous  la  foiinc  A;  d'a{)rès  le  lliéorènic  I, 
(—  i)"  D(.x-),  qui  n'est  pas  ideiili([uement  nul,  peut  se  développersous 
la  forme  d'une  somme  de  termes  tous  positifs,  dont  un.  au  moins 
dépend  de  x,  est  -'o  pour  x  =  o  et  croît  avec  x\  donc(  —  i)"  \)(x)  >  o 
Iors(|ue  ,r  est  [)lus  i;r-and  (ju<;  zéro; 

2"  Dans  ce  cas,  on  est  sûr  tpie  l)(.x")  n'est  pas  identiquement  nul,  car 

(-i)"U(o)>o, 
d'après  le  lliéorcme  II  ;  soient 

ff,-,,     o-,,,, 

crnix  des  7,  qui  stuii    ^-  o  :  le  coellicieul  de 

0-,,.  .  .ff,„,.r"', 

dans  le,  déNclopiu'ment  de  I)(.r)  est,  au  si^ne  près,  un  délcrminanl  d  de 
la  forme indi([uée au  corollaire  II  du  théorème  II,  etcecoeflicient«st  :^o. 
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Lemme  1.  —  L' équation 


20' 


(i3) 


fl*I 


7»  ce 


«/Il 


a,„  fljn  ...     a„„  — a„a; 

où  T,,  . . .,  T,  50/?/  >o,  (?/  0*,=  a,vi,  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Ce  résultat  est  bien  connu  quand  7, ,  . . ,  7„  sont  tous  égaux  à  i .  Or, 
il  suffit  de  se  reporter  à  la  démonstration  qui  figure  dans  V Algèbre 
supérieure  (')  de  M.  H.  Weber  pour  voir  que  celle-ci  subsiste  à  peu 
près  identiquement  quand  t,,  . . .,  !7„  sont  quelconques  >  o  (-). 

Il  ne  reste  donc  à  traiter  que  le  cas  où  quelques-uns  d'entre  eux 
seraient  nuls;  on  pourra  toujours  admettre  que  ce  sont  '7„,+,,  . . .,  i,,,. 
Partant  du  cas  où  o-,,  . . .,  7„  sont  tous  >  o,  on  fait  tendre  rj„,^^,  •  ■  -,  ^n 
verso  :  n  —  m  racines  au  moins  croissent  indéfiniment  en  valeur 
absolue,  et,  à  la  limite,  les  autres  racines  sont  réelles. 

On  peut  aussi  dans  ce  cas  observer  que  la  démonstration  de  M.  H. 
Weber  s'applique  encore  presque  identiquement. 

Lemme  II.  —  L'équation 


(i4) 


6,,  — (7,J- 
o 


6;i 


O  O 

t>il  —  ^i-"^  &3!  o 

l'a  ^J3  —  O'a-ï'      ^4.1 


o  o  l>„„  —  i7nX 

oit  T,,  ...,  Tn  sont  5o,  bji^f  et  //,.,, ^o,   b^^o  quand  \i  —  l>\^  i, 
a  toutes  ses  racines  réelles. 

En  effet,  je  multiplie  les  termes  des  diverses  colonnes  par  les  quan- 
tités positives  u.,,  u.^,  . . .,  [j.„,  et  je  pose 

t>alJ-t  =  fl//, ,         '< P<  =  '^',  •         f^/  >  o  ; 


(')  Traduction  J.  Griess,  Paris,  Gaulhier-Villars,  iSgS,  p.  ^ii  et  siiiv.,  on 
texte  allemand,  Atgeôra,  i,  2""  .\unage,  p.  So". 

(-)  Au  sujet  de  ce  cas  voir  l'ierina  Quinth.i.  <jiorn.  di  Mal.  (A.  Capelli), 
t.  XL\'II,  janv.-fév.  1909,  p.  21-2/4. 
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l'équalion  devient 
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(7,1 ff,  X 


fl-,:t—a.,X 


Si  les  a,,i_,,  cti^f^i  sont  siiimltariéincnl  mils  on  :^  o,  je  puis  (lisposri- 
des  [J^,0>  o  de  f;u;on  (jue 

(/,,=:  O21,  rt.;,— (732,  ■••> 

car  il  suflil,  de  poser 

le  leniiiie  I  s'applique,  el  (i  '1)  a  loiites  ses  racines  réelles. 

Si  des  deux  «piaiililés  /',,,_,,  l'i^i.i  l'une  est  nulle  el  l'autre  difTéreiile 
du  zéro  ;  soit,  par  exemple, 

653632=0,        632+603^0; 

le  déterminant  du  premier  membre  de  (i/|)  est  égal  au  [iroduit  de 
deux  déterminants  de  même  forme 


6,1  — (7,. r  />.,, 

6,0  /).,„  —  ff.,.r 


et 


pour  lesquels  on  peut  supposer  la  propriété  établie,  car  celle-ci  est 
évidemment  viaie  pour  //  =  i  ou  2. 

TiiÉouÈME  lll.  —  Les  B,/,  ■satisfaisan/  aux  co/idi/io/is  (i),  avec 
B,vi  =^  Ba/,  l'équalion  (11),  supposée  non  identique,  a' toutes  ses 
racines  réelles  et  o.  Quand  les  B,yi  satisfont  enouLrc  aux  conditions 
du  théorème  //,  V équation  (11)  est  effectivement  de  degré  ni  si  m 
des  quantités  a,  exactement  sont  ^  0,  et  ses  m  racines  sont  <^  o. 

D'après  le  corollaire!  II  du  théorème  11,  il  suffit  de  montrer  (jue  l'équa- 
tion (i  i)  a  toutes  ses  racines  réelles  :  c'est  ce  qui  résulte  du  lemme  I. 

CoROLi.AïUE.  —  J'admets  que  les  ï^ii^  satisfassent  aux  conditions  {1) 
et  à  celles  du  théorème  II,  avec  B/a  =  B^,  ('  ),  et,  quand  B,a  est  ^  o 

(  '  )  I^lus  simplemenl  et  plus  généralenieiil,  les  résultais  du  corollaire  subsistent 
([Uiiiiil.  supposant  d'aboid  ces  conditions  remplies,  on  fait  ensuite  varier  assez 
peu  d'une  uianii  re  (|iielconque.les  coefficients  H. 
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{i  ^k^  /,  k  1 1  ),  je  remplace  dans  (  1 1)  ]i^{k  ^  i)  par  B,*  -h  in,  avec  |  £,*  | 
assez  pelit  par  rapport  à  \  :  on  peut  toujours  prendre  les  \  1^  \  assez 
petits  pour  que  cette  nomelle  équation  ait  les  partien  réelles  de  ses 
racines  toutes  négatives  <C  o.  Si  même  l'équation  (ii)  avec  £,a  =  o 
a  toutes  ses  racines  distinctes,  la  nouvelle  équation  a  toutes  ses 
racines  réelles,  distinctes  et  <C  <>,  quand  les  \  e,/,  |  sont  assez  pi-tits. 


En  effet,  soit 


E^o 


la  nouvelle  équation  :  ses  racines  sont  de  la  forme  'i  H-.)',  s  —  •; 
quand  les  |£,a|  tendent  vers  zéro,  a7,-i-/,v— i  a  pour  limite  une 
racine  de  (ii),  et^',  tend  vers  zéro,  s'il  n'est  pas  nul,  en  sorte  que  x^ 
est  négatif  quand  les  |£,y(|  sont  assez  petits,  d'après  le  théorème  III; 
Yi  ne  peut  d'ailleurs  être  =/^o  que  si  E  =  o  a  deux  racines  x^± y^  \  —  i 
ayant  même  limite,  c'cst-à  dire  si  (i  i)  a  une  racine  double. 

(;.  o.  F.  I). 

Remarque.  —  On  peut  observer  au  sujet  de  cetle  démonstration 
que,  si  l'on  fait  varier  d'une  manière  continue  à  partir  de  zéro  les  £,* 
sans  les  assujettir  à  conserver  des  modules  très  petits,  l'équation  E  =  o 
ne  pourra  cesser  d'avoir  négatives  les  parties  réelles  de  ses  racines 
sans  que  l'une  des  quantités  x,  s'annule.  Si  donc  Ton  pouvait  démontrer 
que  l'équation  E  =  o  n'a  pas  de  racine  imaginaire  pure  tant  que 
les  Brt  satisfont  aux  conditions  (i)  et  à  celles  du  théorème  II,  on  aurait 
par  cela  même  démontré  que  cette  équation  a  les  parties  imaginaires 
de  ses  racines  toutes  négatives. 

Je  me  contenterai  d'indiquer,  sans  développer  les  calculs,  que  ce 
procédé  réussit  lorsque  «  =  3  ;  dans  ce  cas  donc,  les  racines  de  E  =  o 
ont  toujours  leurs  parties  réelles  négatives,  et  sont  toutes  réelles  ou, 
évidemment,  toutes  distinc-tes. 

TiiÉOKÈME  IV.  —  Soit  V équation  eux 


(i.',i/.v) 


B, 

1-  ' 

X 

B„ 

<} 

H„ 

H,,,  —  (7, 

X 

B„ 

() 

I5n 

lÎH-cr, 

u 

o 

u 

Jourii.  de  Math.  (6'  série),  tome  IX.  -  K.ibi .  11.  vjxS. 


H,„ 


■  0',,  ■'■ 
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o«  a, ,  .  . . ,  -7,,  sont  ^  o,  el  B^  ^=  o  (juand  ]  /  —  /.  |  >  i  (  / ,  A"  èi^aiix  à  i , 
2,  ....  //).  Lorsque  les  13,^  satisfont  aux  conditions  (i),  (i4/"Ç)  a 
toutes  SCS  racines  réelles  et  ^o  ;  r'//t'.s  sont  niéme  <[  o  lorsque  les  B,* 
satisfont  en  outre  aux  conditions  du  théorème  II,  e/,  dans  ce  dernier 
cas,  si  m  des  quantités  o-,  exactement  sont  ;^  o  l'équation  est  ejfecli- 
vement  de  degré  m . 

En  elTol,  d'après  le  corollaire  III  du  iIh'iui'iuo  II,  ilsiiflit  de  montrer 
que  ré(|iialion  (i  '\  his)  a  toutes  ses  racines  réelles.  C'est  ce  qui  résulte 
du  leninii'  II,  qui  est  applical)le,  puisque,  d'après  (i).  B,/iÇo(i ^  k). 

C.  o.  F.   D. 

Ren>ai-que.  —  Ou  pourrait  aussi  déiuonlrcr  direelcnieiil,  sans 
linLeruiédiaire  des  lemrnes  I  et  II,  que  (i4  his)  a  toutes  ses  racines 
réelles.  Soit  X;;.  le  dêterminaul  i)l)icuu  (mi  suppriumnl.  dans  le  déter- 
minqnt(i'i  bis)  ou  X,  les  k  premières  lii^nes  et  colonnes.  On  leniar- 
quera  qu'on  a  pour  X,  X,,  X^,  ...,  une  suite  d'égalités 

X  =  (B,,  — (r,.r)\,— I}|,B,,\.,,  ...,         \,_,=:  H„„-cr„.r,  X„=i, 

et  (pie  les  polvuomes 

X,     \ ,     \„ 

forment  une  suite  ayant  des  pr(i[)riélés  aualoi^ues  aux  suites  de  Sturili 
(piand  1,  ...,  7„  sont  lousdiliërenls  de  zéro  el  de  même  signe  :  alors  X  a 
toutes  ses  racines  réelles  parce  que  la  différence  entre  le  nombre  des 
variations  de  cette  suite  pour  a;  =  +  3c  et  .t  =  —  ac  est  égal  à  n.  Le 
cas  où  certains  des  g-,,  . . .,  g„  sont  nuls  s'en  déduit  comme  cas  limite. 
On  peut  encore  observer  que  le  tbéorème  IV  comporte  un  corollaire 
analogue  à  celui  du  théorème  III  :  si  dans(ii)  on  suppose  d'abord  que 
les  B,A  satisfassent  aux  conditions  (i)  et  à  celles  du  théorème  il,  tpron 
les  fasse  alors  varier  assez  peu,  et  que  les  B,a,  pour  lestpiels  |/»  —  «  |>i 
(i,  A"^i),  soient  non  ])lusnuls,  niaissuffisammenl  petits,  l'équation  (i  i) 
correspondante  a  encore  les  parties  réelles  de  ses  racines  négatives. 

VI.  —  Sur  certains  systèmes  d'équations  implicites. 

!.*>.   Soit  un  système  de  //  écpialions  iuqjlicites 
(i.*))  //,(:i :„)-ha,,-0         (/r  —  r ,  2,  .  .  . ,  «). 
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OÙ  les  inconnues  réelles  sont  r,,  ...,  r„,  et  où  les  a^  sont  des  para- 
mètres réels.  Les  fonctions  //,  sont  supposées  univalentes,  continues 
et  ayant  des  dérivées,  au  moins  dans  le  domaine  o  où  on  les  consi- 
dère. Soit 

(.6)  iU=i^; 

on  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soit,  pour  un  système  a",  de  tmleurs  des  a,, 


une  solution  des  équations  (i5).  Les  B,*  satisfaisant  oui:  conditions 
du  deuxième  alinéa  du  théorème  II  du  paragrapltc  F,  la  valeur 
correspondante  du  jacohien  D  des  /<  est  différente  de  zéro,  et  tes 
équations  (i5)  définissenl,  pour  les  valeurs  des  a,  voisines  des  a", 
n  fonctions  r,,  ...,  z„  des  «,  telles  que 

Plus  exactement,  soit,  pour  le  système  z".  de  valeurs  des  Zi.  A,  >  o 
une  limite  supérieure,  À  >  o  une  limite  inférieure  de  celles  des 
quantités  \  B,*  |  qui  ne  sont  pas  nulles  :  on  a 

et  quand  i  ^  k, 

E,A  =  o         ou         F-rt";  ^> 

cette  dernière  inégalité  ayant  forcément  lieu  pour  les  valeurs  de  i 
et  de  k  telles  que  B,a  >  o. 

En  effet,  D  est  différent  de  zéro,  et  même,  d'après  (8)  (§  V), 

(-M"D>X». 

Il  est  bon  d"indi(|uer  incidemment  à  rpioi  éijuivalcnt,  pour  les 
fonctions/^,  les  conditions  imposées  aux  15,4.  La  condilion  énoncée 
au  deuxième  alinéa  du  théorème  II,  qu'il  y  a  un  B^  >  o,  pour  chaque 
valeur  de  /  et  une  valeur  de  /.  <  /,  exprime  que,  pour  ces  valeurs  de 
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dz. 


>o; 


(le  iiiêiiie,  H„  <  o  [équations  (i),  n"  \'ï\  cxpriiiio  (jiic 


Oz, 


<o. 


Par  conséqucnl,  kîs  condilions  relatives  aux  B,yv  équivalent  pour  la 
foncliony,,  clans  le  domaine  considéré,  aux  suivantes  :  y,  est  fonction 
décroissante  de  ;,  cl  non  décroissante  des  autres  (juantilés  :;^.;  pour 
cliaque  valeur  de  /,  il  y  a  une  valeur  de  A  <;  /  telle  quey^.  soit  fonction 
eirecliveniciil  croissante  de  -,;  enfin,  pour  /  =  i,  2,  ...,  //. 

li,l  +  .  .  .  +  li,„  =  ; ^  O. 

OZi 

Ceci  posé,  on  a 

(17)  r//i-t-^/rt/,=  B,/,Vc,-+-.  .  .-(-  \\„,,ftz„^  (ki,,  =  o, 

■  ■  ■      B/,    1,1      '/<'t      B/,+,., 


D(/z,r 


h 


H„ 


B, 


B/,  -i,„     '/"„     B/, ^_,,„      . 


Anienaiil,  dans  le  déleriuinanl  du  second  membre,  les  A"""'*  lignes 
et  colonnes  à  la  première  place,  on  a 

où 


IJ/,= 


(/flj. 

B,/,- 

B,/,      . 

..     B,,_ 

,/• 

B/..+,,/,      . 

•  ■     B,,/, 

da^ 

B„ 

B„      . 

.      B,_ 

,1 

Ba^,,,      . 

•      B,„ 

cl  a,,      H, 


B,„ 


B/t-i,„     B/,_^_,  „ 


(le  déterminant,  quand  on  suppose  les  daj  positifs,  est  du  type  (2) 
du  n"  12,  et  alors,  d'après  le  théorème  I,  ( —  1)"  '  D^.  est  ^o  et  de  la 
forme 


(18) 


(-  I  )'-  '  D;,  =  R',  ;,  da,  4-  .  .  .  +  E'„i,  ,1a , 


où  E^.^.^(),  puiscpie   le   premier   membre    de   (18)   esl  positif  (piand 
dai^o,  les  autres  c/a,/,  étant  nuls.  Soit 

(.9)  E;,-(-i)«DI'„.         d'où  E„.>o; 

(corollaire  II  du  ibéorème  1,  n"  12); 
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on  a 

(-i)''D</3,=  (-.)"   'Ot, 

dzi  =  K|/,  '/"i  +  ■ .  .  +  1'',,/.  f/(i„ 
et 

(20)  ^=I^..îo. 

On  peut  mémo  préciser  un  [ifii  plus.  On  a,  d'a[)rcs  le  théorème  1, 
puisque  D  se  déduit  de  D^  en  y  remj)laçant  da,  par  B*,, 

(-  f)"    'D  =  R',^H;i.,  +  . . .+  Fy„/,H*„=  (-  i)"D(E_,aB,.,  +  .  . .  +  E„i.BA.„), 
—  !  =  E,i  Bai  +  ...  -f-  K„A  B/,„  ; 

le  second  membre  ne  comprend  que  le  ternie  Ka/,  B^/,  qui  puisse  être 
négatif,  en  sorte  que 

(21)  —  B/,/,  Eaa  ^  I ,         E/,/,  l  Y  > 

ces  inégalités  résulteraient  aussi  de  la  considération  de  l'égalité 

i—  1 H .  . .  -f-  -^ p-  =:  ïii,, 

où  ■r\Ki=  o,  si  k  ~j=-  /,  et  -/ja-  =  —  i,  égalité  qui  s'écrit  aussi 
B,/,  E,,  +  .  .  .  4-  B„/,  E,„  =  y)A.,-  ; 

il  suffit  en  effet  d'y  faire  i  =  k. 

Quand  i  ^  k,  le  seul  terme  du  premier  membre   qui   puisse  être 

négatif  est 

Bit*  E,A-  ; 

si  donc  un  des  termes 

B„aE,„,  (rn^/:), 

est  différent  de  zéro,  on  devra  avoir  E^t^o,  E',.,:^o,  et  inversement. 
Pai'  consécpient,  lors(pic  B,a>  o,  puisque  l'^,,  est  >  o,  d'après(-2i),  on  a 

|Ba.a.E,a.|>B,a.E„î^, 

P-iklji-  c.  y.  F.  0. 
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VII.  —  Alimentation  permanente  et  régime  permanent 
des  systèmes  de  réservoirs. 

14.  Alimentmion  l'EiiMANF.NTi..  —  ,lc  icpr(Hi(Is  Ics  cquations  (2) 
du  paragraphe  111,  eu  admellant,  comme  dans  tout  ce  qui  suit, 
que  les  Oij  salisfasseni,  non  aux  hypothèses  A  du  paragraphe  IV, 
mais  aux  hypothèses  p/i/s  i-estrictives  des  paragraphes  II  et  III ;  ce 
dernières  paraissent  suffire,  comme  je  l'ai  cxpli(]ué  au  paragraphe  II, 
pour  l'étude  des  systèmes  de  réservoirs  naturels  ou,  plus  générale- 
ment, des  systèmes  envisagés  dans  le  paragra[)lie  VII. 

Le  seul  cas  où  un  régime  permanent,  pour  le(|uel  r,,  ...,  z„  soient 
constants,  est  possible,  c'est  celui  où  les  a,-  sont  constants,  sans  être 
tous  nuls,  bien  entendu,  s'il  y  a  mouvement.  C'est  là  une  condilion 
nécessaire,  et  les  équations  du  régime  permanent  sont 


(22)  9(„H- 91/+ •••-!- ?«/-!- «,■  =  /,+ f',  =  0  («: 


Mais,  a  priori,  on  ne  peut  affirmer  qu'il  y  aura  un  régime  per- 
manent pour  un  système  donné  de  valeurs  des  ai,  c'est-à-dire  qu'on 
n'est  pas  certain  que  le  système  (22)  ait  alois  une  solution.  Ainsi,  une 
fontaine  intermittente,  dont  l'alimentation  est  constante,  a  un  régime 
périodique.  On  pourrait  donc  examiner,  «,,  a.^,  ...,  a„  étant  des 
constantes  données,  positives,  nulles  ou^  même  négatives  :  1°  dans 
quels  cas  il  y  a  un  régime  permanent,  c'est-à-dire  pour  quelles  valeurs 
de  a,,  ...,  a„  les  équations  (22)  ont  une  solution  ;  2"  dans  quels  cas  il 
y  a  un  régime  périodique,  qui  dépendra  alors  dos  équations  (2)  du 
paragraphe  5;  3"  les  autres  cas,  s'il  y  en  a,  qui  dépendront  de  ces 
mêmes  équations  (2). 

Je  commence  par  indiiiuer  un  e.xcmple  de  chacun  de  ces  trois 
cas. 

Premiei;  c.\s.  —  Régime  permanent.  —  Il  suffira  de  considérer  un 
seul  réscrvoii',  cpii  donne  lieu  à  l'équation 

cpoi-l-  a,  —  0. 

Si  o„,  est  une  fonction  eonlinue  de  z,  ('gale  à  zéro  pour  une  certaine 
valeur  de  z,  et  les  valeurs  plus  petites,  et  à  —  ac  lorsque  z,  =  -h  2c, 
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celle  équation  a  toujours  au  moins  une  racine  pour  chaque  valeur 
dea,>o  (exemple  en  liyclrauli(}ue  des  li(|uides  :  cas  où  le  réservoir  S, 
possède  un  déversoir  externe  non  noyé  à  l'aval);  il  y  a  un  régime 
permanent  au  moins  pour  chaque  valeur  de  a,;  il  n'y  en  a  qu'un 
si  o„,  est  fonction  constamment  décroissante  de  z,. 

Un  exemple  plus  étendu  en  hydraulique  des  eaux  est  fourni  par  un 
système  de  n  réservoirs  à  surface  libre  et  à  exutoires  non  noyés  à 
l'aval,  dans  des  conditions  étudiées  par  moi  antérieureiuenl  ('). 

DeuxuIme  cas.  —  néfsini/'  pcriodiqni'  avt-c  aliinculaliuit  pi-rma- 
nente.  —  Soit,  en  hydraulique  des  liquides,  —  ç>„,  une  fonction  de  r, 
qui  exprime  sous  certaines  conditions  le  débit  d'un  siphon  non  noyé 
à  l'aval  (-)  (§  III,  n"  7),  ou  une  fonction  de  même  nature,  c'est- 
à-dire  ici  une  fonction  qui  peut  prendre  les  deux  valeurs 

'|'i(-i)>o        et        o 
quand  z^  varie  entre  A,  et  II,,  la  valeur 

■}i^-i)=-o 
quand  ;,  <C^>t,  'a  valeur 

J',(=.)?^o, 

quand  ;,Ï:II|.  l.a  fonction  ,!/,(;,)  est  discontinue  pour  ;;,  =  //,, 
■i/,  (7(  I  -+- 1)  élanl  >  0,  >  o  (  0,  nombre  fixe)  si  petit  (jiie  soit  le  nondire 
positifs,  ei'h,(/i,  —  i)  étant  nul;  de  plus,  ■-}'(;,  )  est  fonction  crois- 
sante de  :;,  pour  z,  >  /i,. 

Alors  o„,  -I-  a,  est  d'une  des  formes 

pour  une  valeur  de  a,  >  o,  le  régime  permanent  n'est  possible  que  si 

l'on  peut  avoir  > 

■  «,  =  J'.(-.); 

la  condition  nécessaire  et  sufGsanle  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 


(')    Voir  par  exeiuple  Journ.  École  Pot.,  1909,  p.  52. 

(-)  On  supoose  l'orifice  d'aval,  do  cole  li\,  plus  bas  ([iie  celui  (ramnnl,  de 
cote  A,,  c'esl-à-dire  (|ue,  dans  la  seconde  foiniiile  (6)  du  11"  7,  il  faul  renijilacei- 1 
par  3,.  3,  par  z.,.  Il  par  /(,,  A,  par  li\,  el  lu,  par  /i,>  h\. 
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si  elle  est  remplie,  il  existe  un  régime  permanent  (');  sinon,  il  n'y  en 
a  pas. 

Soit  une  valeur  «,  inférieure  à 

-^=«,-J>,(.,)  ou  ^7^-«.. 


d'après  les  équations  (2)  du  para^^raplie  111. 

S,  (-1  )  étant,  comme  ci-dessus  d'ailleurs,  supposé  fini  et  >  o  (piand 
z,  est  fini  et  au  moins  égal  à  h,,  et  la  valeur  initiale  de  z,  élanl  com- 
prise entre  h,  et  H,,  lorsque  la  deuxième  équation  s'applique,  z,  finit 
par  atteindre  la  valeur  H,  ;  à  partir  de  ce  moment,  il  convient  d'envi- 
sager la  première  équation  (le  siphon  s'amorce  alors,  car  ou  est  dans 
le  cas  des  liquides),  et  z,  décroit;  mais  on  a 

«1  — 'liC-i  ) -^  «1  (a:  =  coiul.  >  o); 

:;,  reprend  donc  la  valeur//,  au  bout  d'un  temps  fini,  et,  à  j)artir  de 
ce  moment,  il  faut  envisager  la  deuxième  équation  (le  siphon  se  désa- 
morce). Le  mouvement  est  évidemment  périodique,  et  sa  période 
est 


J,,     ^u      -hi^t)  -  ">] 


1 


Plus  généralement,  soit  un  système  de  n  réservoirs  dont  un  seul, 
S,,  possède  un  exutoire  externe,  en  sorte  que 


si  3o,  est  la  même  fonction  bivalente  que  tout  à  l'heure,  et  si 

on  a'  [éciualions  (18)  du  paragraphe  IV  | 

-^  — ?oi-l-  a,  T+-..  .-hrt,,; 

quand 

o  <a;  -H. . .+  «„<  lim 'A, (/(,-!-  £)==o. 

(')  Le  régime  est  alors  asyinplotiquement  permanent  pour  une  valeur  initiale 
quelconque  de  5,  (Journ.  Ecole  PoL,  p.  43  et  52-ô6). 
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le  régime  piMinanciil  esl  impossible  :  U,  est  alternalivemenl  croissant 
et  décroissant. 

TuoisiKsir.  CAS.  —  Régimes  avec  alimcnlatioii  pcrininiciilc  cl  qui 
ne  sont  ni  pcrnutncnls  ni  périodiques. 

On  en  a  un  ("xom[)le  immédiat  en  considérant  deux  réservoirs  S,,  Sj 
analou;iies  au  réservoir  S,  envisagé  dans  le  deuxième  cas,  avec  des 
périodes  P,,  l',,  cl  qui  se  déversent  exclusivement  par  des  siphons 
non  noyés  à  l'aval  dans  un  troisième  réservoir  S.,  pour  lequel  a.,  est 
constant,  et  'y„3  univalent.  On  a 

OÙ  0,3,  0,3  ne  dépendent  pas  de  ::,,. 

Si  P,  et  P„  sont  incommensurables  entre  eux,  on  peut  muiiLter 
que  -3  n'est  pas  périodique.  Je  ne  reproduis  pas  ici  la  démon- 
stration. 

Au  contraire,  si  \\  et  P^  sont  commensurables  entre  eux,  ::,  et  :;., 
ont  une  période  commune  l' 

-^    =903-^-^3(0, 

où  A,  (/)  est  périodique,  de  période  P;  on  sait  ([ue  (')  r^  est  asvmp- 
totiquement  périodique.  Soit,  en  particulier,  P=;P|=  P^;  le  mou- 
vement pourra  présenter  une  circonstance  curieuse  :  si  a^^a.,  est 
relativement  assez  petit,  la  période  P,  d'après  son  expression  calculée 
plus  liaut  (deuxième  casj,  sera  grande;  pondant  la  majeure  partie  de 
cette  période,  c'esl-à-dli'e  pendant  le  remplissage  de  S,  et  S.^, 
A3  (/)  =  flj,  et  le  mouvement  de  S,  semblera  dur.int  ci-  temps  asymp- 
toliquoment  [)ei'nianenl,  co  phénomène  pouvant  présenter  une  ou 
deux  [)hases. 

Bien  que,  dans  le  troisième  cas  étudié  ci-dessus,  la  solution  r,,  r^,,  ;, 
n'ail,  en  général,  aucune  période,  on  sait  ipi'nii  peut  ariiiiucr  l'exis- 
tence d'un  système  '(,,  "C^,  C»  Ici  «lue  les  conditions 

|-,-Ç>|^£-  |:,-sML-£-  I=,-Î..|Î£. 

(')  Joiiin.  l'école  l'olyt.,  11)09,  !'•  ^^  •''  V^- 

Journ.  de  Math.  ((>•  série),  Icniie  l\.     -   l'.i'^c.  Il,    içiii.  2o 
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(e  nombre  posilil' ailjili'airement  petit)  seront  remplis  une  inliuilé  de 
fois('). 

.lai  insisté  sur  ces  exemples  relativement  simples  :  ils  montrent  la 
variété  des  cas  qne  l'on  peut  rencontrer  dans  l'élude  des  réservoirs 
avec  alimentation  permanente,  et  ils  ne  sont.peul-ètre  pas  sans  intérêt 
au  point  de  vue  de  riivdiaulitjue  souleiraine. 

Dans  ce  qui  suit,  je  n'envisagerai  plus  que  des  fonctions  Oo,.  Oki 
/i/iivalc/itrs,  au  moins  dans  les  domaines  étudiés. 

liî.     PrOPIUÉTKS   des   KQUATIONS    imiÉHENTIELLKS    ET   IMPLICITES   DU    MOIVE- 

MENT  QUELCO.NQUE  d'ux  SYSTÈME  DE  uÉsERVOHis.  —  .lo  leprcuds  le  Système 
d'éqnarions  Oi)  du  paragraphe  HT, 

"')  =  S,c;-=  Oo,-f-  0|,-i-. . .-+-  o„,+  aj—ft-h  a,: 

relatives  au  mouvement  quelconipie  (Vun  système  de  réservoirs;  je 
vais  signaler  certaines  propriétés  des  ipianlilés 

R     -^-^^ 


(jLii  com|)ortent  des  applications  dans  la  suite.  (  )ii  a 


(23) 


B/,,  =  -—  =  -j—  — T—  =  o 


r,          àfk  __  ()oa  _       àoki  -, 
D/A  —  -. —  —  — ; —  — T^  =  " 

R     —   àfi  _()(Oo^  +  ...-^^,n)  _      /R    j-R    -i_       ^R  -4-R  -u      j-R     V 


dzi  dzi 


àOai  > 


'  B,/^o   et.  par  défiiHlion.  B,(,  =:; -^  ^  O. 

Le  jacobicn  ou  déterminant  fonctionnel  des  /",  est  un  déterminant 
du  type  considéré  an  corollaire  II  du  théorème  I  du  paragraphe  V,  et 
les  Bm  satisfont  aux  coiulitions  (  i  )  de  ce  para;;ni[)lic. 

On  peut  en  outre  ajouter,  aux  hypothèses  des  paragraphes  II  et  III 
sur  les  :p„,,  Oa,,  les  hypothèses  suivantes,  habituellement  vraies.  Le 
domaine  où  varient  r,,   z..^   ...,  z„  ])eul  se  subdiviser   en   domaines 

(')  Cf.  II.  P()i.M:Aiif:,  Méthodes  noui'elk's  de  la  Mécanique  céle.ile,  l.  III. 
Paris,  Gaiilliii'i -\llhiis.   1899. 


SLH    LES    SYSTEMES     DE    HESERVOIRS.  2I9 

partiels  0  limités  par  certaines  iiuillipiicilcs  ou  surfaces  dans  l'espace 

à  «  dimensions 

ii(:,, :„)  =  o; 

ces  équations,  dans  des  cas  très  usuels,  seront  de,  la  forme 

Zi=:},:i^         avec  }.  coiislnnt,  ou  ^,  z=i  coiist.  ; 

ainsi,  dans  le  cas  d'un  réservoii'  unique  d'eau,  unini  de  petits  orifices 
aux  cotes  y.,,  u.^,  ...,  ces  équations  seront 

z,  rr  jLt,  ou  z,  =r  p.,,  ou  .... 

Soit  0  un  de  ces  domaines  partiels,  les  frontières  du  domaine,  for- 
mées par  certaines  de  ces  surfaces,  étant  exclues  :  les  fonctions  &o/, 
(p^.,-,  quand  elles  ne  sont  pas  idenlicpieinenl  nulles  dans  le  domaine  0, 
y  seront  supposées  partout  dill'éreutcs  de  zéro,  univalentes,  finies  et 
continues;  leurs  dérivées  par  rapport  aux  variables  qui  entrent  effec- 
tivement dans  ces  fonctions  sont  différentes  de  zéro  dans  o,  et  finies. 

Ainsi,  en  hydraulique  des  eaux,  si  l'un  des  dispositifs  de  communi- 
cation de  S,  et  de  S^  est  un  ajutage  ordinaire  à  la  cote  c,  on  a  j)Our 

ce  dispositif  l'une  des  cinq  formes  suivantes,  où  les  coefficienls  /// , 

m,.,  ainsi  (jue  le  coefficient  //t  indiqué  ensuite,  sont  des  (|uaulités 
constantes  ou  lentement  varial)les  avec  :■,  et  C/,.  : 


P;*  =      '«1  v^-/  —  -/,        (  =/  =  a*  =  c) , 


9iA  =  —  m^sjzi,—  Zi         {zi,lzi^c), 

(24)  {  9ik—       m^s/zi  —  c  (zilc>st), 

9,*=— '«;  V'^*--^  (3*âc|s/), 

9,t  =  o  (f?-,,  c^s/,). 

De  même,  pour  uu  ajutage  externe  de  S,,  à  la  cote  c', 


\   (o^i  —  —ni'\Jzi—c'  (s/Sc'), 

I   9«/=o  (w=c'). 


(23)  J  _  ,.< 


Les  fonctions  -p,/,,  o,„  sont,  on  le  voit,  i/ni\(i/>-/ifrs,  niais  nniUi- 
fornics  (comparer  avec  la  lin  du  n"  7). 

l'^ii  réalité,  les  formules  {■i\)  ci-dessus,  [)ar  exemple,  ne  seraient 
suflisanniieut  exactes  (|ue  si   l'ajutage   avail    une   seetidii    iiiilninu'iil 
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|)elile;  dans  le  cas  d'une  section  finie  de  petites  dimensions,  c  est  la 
cote  du  centre  de  gravité  de  la  section,  et  les  formules  (^^i)  ne  s'ap- 
pliquent que  quand  |-,—  c\  ou  l^;,  —  c\  sont  supérieurs  à  une  petite 
(juantité  positive  £.  La  fonction  ç/a  est  encore  multiforme,  mais  il  y  a 
une  région  déterminée  par  une  (luelconque  des  inégalités 

|3,-— C|5£,  |C/.—  C|5£. 

OÙ  la  valeur  de  cette  fonction  est  mal  connue. 

On  pourra  négliger  £,  et  les  quantités  analogues  pour  un  dispositif 
quelconque,  ou  encore,  plus  rigoureusement,  exclure  du  domaine  o 
non  seulement  la  frontière,  mais  encore  le  voisinage  immédiat  de  la 
frontière. 

Finalement,  en  tenant  compte  aussi  des  paragraphes  II  et  III,  on 
fera,  au  sujet  des  quantités  (23),  les  hypothèses  suivantes,  que  j'ap- 
pellerai liypothèscs  (',  et  qui  seront  valables  dans  le  domaine  o  : 

1°    l.()i>(|iie  CD//,   ii'esl   pas   iilciilifiueinenl   nul  dans  o,    l'une   des   deu\ 

(|uanlilés 

B,7,  ou  li/,,     est  >  o  : 

si,  par  exemple,  O/,,  dépend  eileclix  enient  de  ;/,. 

R/,i>  o  d'où  I^/./,<'>; 

2"   Loisqne  o,,,  n'est  pas  idenlii|uenient  nul  dans  o, 

(26)/  I5,o>o         d'où         B„<o; 

par  exemple,  si  S,  a  un  dispositif  externe  à  une  cote  cl;,, 

B,,  -(-...  4-  B„  +  .  . .  +  B,„  =  —  B,„  <  o; 

3"  Si   un  dispositif  de  communication  de  S/  avec  un  autre  réservoir, 
ou   avec    l'exléiieur.  fonclionne  de  façon  (|ue  l'une  au   moins  des  fonc- 
lions  o^,-.  <pi/.  .  .  .,  (S„i  ne  soil  pas  idenli(|ueiuent   nulle  et  dépende  de  :, 
dans  ô. 
1  B„<  o. 

Il  y  a  inlérélà  observer  (ju'on  jiourra,  à  l'occasion,  faire  sur  les  B,„.  I5,v; 
des  hypothèses  encore  plus  précises. 

Ainsi,  on  liydi;nili(|uc  des  (>aux,  je  suppose  (pie  les  dispositifs  de 
coiiiiiiiiiiii;iliiiii   de  S,  et    S^  soient   des   ajutages   noyés;   ou   pourra 
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prendre  sensiblement,  dans  beaucoup  de  cas  [n°  7,  formule  (5)  et  (6); 
n°  8,  formule  (7);  n°  10,  formule  (i5)], 

/„„%  R  àfi       doki  doti       doa-       d/t 

\  "  )  Dyt-,  =  - —  =:  — — r —  =:  — —  =  - —  =  t$,i, 

(Jz).         azi;  Oz,  Oz,         Oz, 

où  i  7^  A";  le  jacobien  des  /,  est  alors   un   délerminant  symclrique; 
les  fonctions  y,  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction 

par   rapport  à  r,,    ...,  ;„,    et   les  équations  différentielles  et  impli- 
cites (2)  du  paragraphe  III  deviennent 

(28)  ..•,=:  S,  C,=  -T^  -(-«,. 

Si  le  dispositif  de  communication  de  S,  et  S^j  est  un  déversoir  noyé, 
et  si  [n°  7,  formule  (4)] 


?*•/  =  m ( --i  —  c)^ht—  z,         (z,,>  z^>c). 
on  a 

i)zu         Ozi 

16.  Sur  le  cas  général  du  réglme  permanent.  —  Les  équations  du 
régime  permanent  sont  do  la  forme 

(3o)  I  /,-)-a,=  o, 

avec  a,  constant  1:0,  et  analogues  aux  équations  (^i))  du  para- 
graphe VI;  un  des  a,  est  >  o. 

J'admets  que  le  système  de  valeurs  a"  des  a,  considéré  soit  tel  que 
les  équations  ci-dessus  aient  une  solution  :;",  ...,  :r°  située  à  l'intérieur 
d'un  des  domaines  â  définis  tout  à  l'heure  à, propos  de  (23),  c'est-à-dire 
que  -",  ...,  ;:°  ne  satisfassent  à  aucune  des  conditions  ^(^i,  ...,-„)  =  o. 

Je  classe  alors  les  réservoirs  d'une  manière  analogue  à  celle  du 
théorème  I  du  paragraphe  IV,  en  envisageant  non  plus  les  communi- 
cations possibles,  mais  Jos  communications  ç//(?c</('es.  Soit  le  groupe  .v, 

des  réservoirs 

S S„,. 

(pii  se  dévcrïLMit  clfcctiicmcnl  à  lextérii'ur  par  un  dispositif  ^^orilice, 
déversoir,  etc.;  qui  fonctionne,  c'est-à-dire  ipic,  pour  les  valeurs  3" 
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des  Zi,  on  a 

On  a  //,><),  puisque  les  a"  sont  ^o  et  non  tous  nuls,  ol  (iu(\  le 
régime  étant  permanent,  il  faut  qu'un  des  dispositifs  externes  fonc- 
tionne. Soit  ensuite  le  groupe  s,  de  ceux 

^«,-+-1.     ....    ^rt, 

des  autres  réservoirs  qui  alimentent  effectivement  un  au  moins  des 
réservoirs  de  s,  :  les  réservoirs  de  s^  n'ont  aucun  dispositif  externe 
fonctionnant,  et,  de  plus,  par  hypothèse,  chacun  d'eux  fournil  un 
débit  positif  plus  grand  que  zéro  à  l'un  des  s^ .  Soit  encore  le  groupe  «, 
de  ceux 

des  autres  réservoirs  qui  alimentent  ejfectùernenl  un  au  moins  des 
réservoirs  de  s^,  etc.  J'admettrai  que,  pour  le  système  des  valeurs  de 

considérées,  chaque   réservoir  du  système   fait   partie   d'un    de   ces 
groupes;  il  en  sera  forcément  ainsi  dans  le  cas  où  les  a"  sont  tous  >o. 
D'après  (26),  c'est-à-dire  d'après  les  hypothèses  C,  on  a  pour  les 
réservoirs  de  s, 

Bio,     •••.     Ii'i,o>o; 

pour  chaque  valeur  de  /r  égale  à  «,-+-  1 ,...,«;,,  il  y  a  au  moins  une 
valeur  de  «2«i)  et  telle  que 

Ba,>o, 

puisque  chaque  réservoir  de  s.,  alimente  eflectivement  un  au  moins 
des  .y,;  pour  chaque  valeur  de  k  égale  à  «2+1,  •••,  "3,  il  y  ;i  une 
valeur  de  i  telle  que 

puisque  chaque  réservoir  de  s^  alimente  au  moins  un  des  s.,,  etc. 

Les  Ba/,  puisque,  d'après  (23)  ou  (2G),  Ba/^^o  pour  chaque  valeur 
de  /i,  satisfont  donc  aux  conditions  (1)  du  paragraphe  V,  et,  en  outre, 
aux  conditions  de  l'alinéa  2  du  théorème  II  de  ce  paragraphe.  Ce 
théorème  11  et  ses  conséquences  s'appliquent  ainsi  au  jacobicn  du 
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E*A^>.T 

'>o,          /c^i 

OU         /.  =  i, 

si 

avec  fc  ^  i; 

système  (3o),  etcc  jacobien  cstcliirérenl  tlezéio,  et  du  signe  de  (—  i)". 
En  particulier,  on  peut  se  servir  ici  du  lliéorème  du  paragraphe  VI  :  à 
chaque  système  de  valeurs  des  f/,  tel  que  les  |a,  —  a"\  soient  assez 
petits  correspond  une  solution  ;,,  ...,  ^„  de  (3o)  telle  (|ue  les  |^,  — -"] 
soient  petits,  et  que  r ,,...,  r„  ne  satisfassent  à  aucune  des  conditions 
'1(^1,  ...,  ::„)  =  o.  J'envisage  une  de  ces  solutions  et  je  suppose  que 
(if,  éprouve  un  accroissement  infiniment  petit  positif;  on  a 


et 


dz,,  ...,  dz„  ne  peuvent  être  négatifs. 

D'autre  part,  pour  chacpie  valeur  de  A",  d'après  (26),  on  a 

B,,=  ^>o,         k^i. 

lorsque  S^  alimente  effectivement  S,,  ou  lorsque  S,  alimente  effecti- 
vement S^.  par  un  dispositif  de  communication  dont  le  débit  dépend 
de  z^  (on  pourra  dire,  par  extension,  que  ce  dispositif  est  alors  noyé). 
Enfin,  soit  S^  un  réservoir  cpielconque  autre  que  S^  et  l'équalion 

d/j  =B,ydz,-h.  ..-h  ïi„j  dz„—o. 
OÙ 

</;,,  ....         dz,ilo\ 

d'après  ce  qui  précède, 

on  ne  peut  donc  avoir  dzj=o  (jue  si  celles  des  quantités  dzi  pour 

do 
lesquelles  B/y  est  ^o  sont  nulles;  mais  V),j  zz:z -pi  est  j^o,  d'abord 

quand  S^  est  un  réservoir  qui  alimente  effectivement  Sy,  ensuite  quand 
S/  est  un  réservoir  que  S,  alimente  par  un  dispositif  de  communi- 
cation noyé.  Ces  résultats  montrent  conqiiètcment  quelle  sera  l'in- 
fluence sur  les  quantités  caractéristiques  d'une  petite  vaiialion  de  la 
(piantité  a^.  Dès  lors,  on  oljtient  ces  propriétés  : 

(Uiaiid  on  fait  cfoiln-  lègèmiiniil  le  ilrhll  pi-rinitucnl  il' (tlniu'ii- 
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lation  a^.  d'un  j-èseivoir  S^  au  voisinap;e  de  la  valeur  «",  les  valeurs 
::,,  ...,  :;„  de  la  solution  permanente  qui  correspond  à  a,,  ...,  a„,  et 
est  voisine  dr  la  solution  -",  ..  ,  s*,  ne  peuvent  décroitiv;  Z),  croît 
effectivement  ;  on  en  conclut  de  proche  en  proche  quels  sont  les 
réservoirs  dont  les  quantités  caractéristiques  croissent  effecti- 
vement en  observant  que,  si  Zj  (/r^/i  ou  non)  croit  effectivement, 
les  quantités  caractéristiques  des  réservoirs  que  S,  alimente,  ou 
qui  alimentent  S,  par  un  dispositif  noyé,  croissent  effectivcnient. 

Une  partie  de  ces  résultais,  dans  les  cas  particuliers  usuels,  pourra 
paraître  plus  ou  moins  intuitive  à  l'Iiydraulicien,  après  réilexion  tou- 
tefois, eu  égard  à  la  complexité  du  problème;  mais  ce  sera  moyen- 
nant plus  d'hypothèses  qu'on  n'en  fait  ici. 

17.  Cas  nAivricri.iKns  m;  uix.imk  permancnt.  —  Je  me  contenterai 
à  ce  sujet  dindlipier  sonimaiiemont  (piel(pics  exemples,  en  rappelant 
(pie  je  suppose  les  fonctions  ç-,a  univalentes. 

Pkemh:!!  cas.  —  .l'admets  que  S„  communique  avec  S„_,  seul,  ..., 
S/(  avec  S/,._|  et  S;;^,  seids,  .  ..,  et  que  S,  se  déverse  à  l'extérieui'.  On  a 
pour  le  régime  permanent 

Si  l'on  pose  encore 


(3i) 
(  )(iand 


Ua-  =  in-  -H  "'A-+-1  -H ...  -I-  "'„ , 

(    U;,  =  (7„-H  9„_,,„=0,         ...,        Ui.=:ay;.4-.  .  .  + a„4-  9y(-_i./.:=  O. 


U'i  =r  a,  -(-.  .  .-I-  a„H-  Op,  =  o. 


rt/L-l-.  ..-(-a„^o, 


quel  que  soit  A,  le  système  (3i)  a  toujours  une  solnliou  acceptable; 
on  détermine  de  proche  en  proche  z^,  . . ,,  z„. 

Dkuxuoii;  cas.  —  On  peut  aussi  traiter  complètement  le  cas  de 
deux  réservoirs  («  =  2).  l'our  tout  système  de  valeurs  de  0,^0,  a^^o, 
a,  -I-  a .^  o,  il  y  a  toujours  un  régime  permanent. 
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TnoisioiF,  CAS.  —  Je  suppose  que  S^.  alimente  exclusivcincnl  un  on 
plusieurs  des  réservoirs  S;i.,,  ...,  S,,  aucun  des  dispositif  s  drcumniu- 
nication  n'claiU  noyé:  alors  0*,=  — o,*  est  ?-()  et  ne  dépend  que 
de  r^,  lorsque  A  >■  i.  On  a  les  équations 

«K/;. +  (p*+,,t -(-... +  9„A-f- «4=0  (/.■  =  1,  2.  .  ..,«),  Oklo, 

OÙ 

*A=?o*- +?!/.  +  •  ■■-^9l—\,k 

ne  dépend  que  de  z,,.  Ces  équations  déterminent  de  proche  en  proche 


et  la  solution  est  toujours  acceptable  quand  r,,  ...,:•„  satisfont  à  cer- 
taines inégalités.  Par  exemple,  celles-ci  seront,  grâce  au  besoin  à  une 
numérotation  convenable  des  réservoirs  :  T'pour  les  liquides,  sous 
des  conditions  évidentes  pour  les  dispositifs, 

2"  pour  //-  réservoirs  de  gaz  maintenus  à  la  tempéraluic  !"„  du  milieu 
intérieur,  la  détente  par  les  orifices  étant  adiabatique  (ij  111,  n°  9) 


-,    Vf 


V- 


avec  jjL:=  i,4i 


pour  toute  valeur  dey  /;  l'égalité  (lo)  du  paragraphe  111  s'appli- 
quant,  les  équations  du  mouvement  permanent  sont  linéaires  par 
riq)[)orl  aux  pressions  ;,. 

VIII.  —    Des   régimes   voisins  du   régime    permanent. 
Stabilité  de  ce  régime.  —  Alimentation  périodique. 

IS.  Je  vais  m'appuyer  dans  ce  ipii  suit  sur  (piehpies  théorèmes 
relatifs  (')  aux  systèmes  d'équations  dillérentielles  et  implicites  signalés 
par  moi  dans  les  Coinplcs  rendus  du  r;)  juillet  1909  (p.  198),  et  dont 
je  m- (loiiue  pasla  démonstialion  ici.  Ce  sont  les  théorèmes  mentionnés 

(')  Il  sera  bon  de  so  re|)<>rloi'  à  ce  siijel  an  l'orne  III  ihi  1  iditf  d' .limlysc  de 
M.  \\.  Picard,  et  à  la  Iraduclion  d'un  Mémoire  russe  de  M.  P.  Hold  parue  dans 
le  lluU.  Soc.  iiialli..  t.  XXXVIll,  icjio,  p.  5  el  suiv. 

Journ.  de  Math,  (fr  série),  lomc  I\.  —   Kasc.  Il,  191.1,  29 
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SOUS  les  11""  I.  Il  cl  III  de  celte  (  ".oiniiiiinicalioii,  el  dont  les  deux  ]ire- 
iniers  peuvenl  cire  complélés  comme  il  csl  dit  ci-après  : 

i"  La  propriélé  des  solulions  dessystcmcs  d'équations  difl'érentielles 
et  iinplicilos  considérées  indiquée  sous  le  n"  I  s'élcnd  aux  solutions 
des  systèmes  analogues  obtenus  en  ajoutant  aux  \„  où  F,=  o,  (juel 
que  soit  /,  de  petites  fonctions  'li^^),  de  modules  assez  petits  pour /^o, 
el  qui  tendent  vers  o,  quand  /  croît  indélinimenl. 

Si  les  fonctions  ■j',(/)  ne  tendent  pas  toutes  vers  o  lorsque  /  croît 
indéfiniment,  mais  conservent  des  modules  suflisamment  petits  lorsque 
/^o,  on  conclut  seulement  que  les  x,^  et  les  x',^  ont  leurs  modules  tou- 
jours inférieurs  à  une  quantité  arbitrairement  petite  pour  /  :o. 

2"  La  propriété  des  systèmes  d'équations  dilTérenlicUes  et  implicites 
considérées  indiquée  sous  le  n°  II  peut  se  préciser  ainsi  :  pour  cbaque 
valeur  réelle  de  u.  de  module  assez  petit,  cliacun  de  ces  systèmes 
possède  une  solution  périodicpie  unique  de  période  co,  quand  l'écpiation 
caractéristique  0  =  0  n'a  aucune  racine  de  la  forme 


2  /,7T  l 


où  A  est  un  eiilHT  (pieleoinpie,  [losilii.  nul  ou  négatif.  Cette  soIuIkui 
périodique  est  dévcloppable  en  séries  ordonnées  suivanl  les  puissances 
de  [j.  et  à  coefficients  périodiipies  de  période  w. 

Je  désignerai  par  (I,  C.  /?.),  (II,  C.  /{.),  (III,  C.  /?.)  les  lliéorèmes 
en  question  ainsi  complétés. 

lî).    Ceci  posé,  soit  encoie  le  syslèmi-  mixte  d'éciualions  dinéren- 
tielles  et  iiuplicites  (2)  du  paragraphe  III, 

(32)  >(';=  S,-;  =  9„,+  0,,-+-. .  .-4-o„,-f-a,  =  /,-i-ff,. 

relatives  au  mouveirient  dun  système  de  l'éservoirs,  et  où  les  ç.„,,  ç./;, 
sont  univalentes  dans  le  domaine  considéré  o,,  (|ui  appartient  à  un 
des  domaines  définis  à  propos  de  (23)  (  n°  15). 

Soient 

:-i=Ki         (£;,c;onsl.) 

une  solution  |)ernianenle  correspondant  à  un  régime  permanent  f/,^  ; 
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une  solution  rjuelconf|iic,  avec  |  r,,  |  assez  petit,  et  qui  correspond  à  une 
petite  variation  oa^  de  l'alimcnlation,  Sa,  pouvant  être  fonction  du 
temps;  on  suppose  la  solution  f,  comprise  dans  0,. 

Je  désigne  pars,  la  valeur  de  S,  (pumd  r,- =  w,  ;  on  aura,  d'après 
(23),  les  relations  (  '  ) 


(5-,4-S;ti,-)-..  .)rti  =  ^ai^  B,,Yi, 


B„,ï;„  - 


OÙ  les  B//  satisfont  à  (26)  (hypothèses  C).  En  outre,  je  conserve  ici 
les  hypothèses  cl  la  classification  des  réservoirs  du  n°  16  du  para- 
graphe VII  :  les  ïi/,i,  d'après  (23)  et  (26),  satisfont  aux  conditions  (1) 
du  paragraphe  ^  ,  et,  aussi,  aux  conditions  de  l'alinéa  2  du  théorème  II 
de  ce  même  paragraphe;  ce  dernier  théorème  et  ses  conséquences 
s'appliquent  ainsi  au  déterminant  des  Byi,,  c'est-à-dire  au  jacobien 

des  fi  pour 

r/,  =  .  .  .  =  rt„  —  o; 

ce  jacobien  est  différent  de  zéro  et  du  signe  de  (—  i)". 

Les  équations  différentielles  et  implicites  précédentes  donneront, 
en  résolvant  par  rapport  aux  ■/;]  le  nouveau  système, 


(33) 


'7in'i  =  oa,+  B,,-fl, 


B„,fln -+-  V, , 


où  les  V,  sont  des  séries  en  oa,,  ■/],,  . . ,  y]„  ne  contenant  que  des  termes 
qui  sont  du  deuxième  degré  au  moins  par  rapport  à  ces /<  -f-  i  quantités, 
et  renferment  chacun  un  ou  plusieurs  des  r^,,  .. .,  t^„. 

Dès  lors,  si  l'on  suppose  que  les  oa,  sont  des  fonctions  de  /  limitées 
supérieurement  et  inférieurement,  par  exemple  des  fonctions  pério- 
diques, le  système  (33)  a  des  analogies  avec  les  systèmes  considérés 
dans  ma   Communication  précitée  des  Comptes  rendus.  L'équation 

caractéristique  est 

B,i  — ff,i-     ...  B^i 


du  Ivpe  des  é(]ualions  (i  i)  du  corollaire  III  du  théorème  II  du  para- 
graphe V  :  le  deuxième  alinéa  de  ce  corollaire  s'applitjue.  On  en 
conclut  ces  conséquences,  en  n'envisageant  que  des  valeurs  de  f^o  : 

(')   Bien  eiileiidii.  on  suppose  les  ilévelo|)()enienl-i  «-n  ■iiM  ic  |)o~-il.l..s,  au  inoius 
(|tiand  les  |-n,|  s<miI  assez,  petits. 
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1°  Soit 


Ûrt.  r=  0(72=:.  .  .  =  Ofl,, 


Les  équations  (33)  sont  celles  des  petites  perturbations  du  régime 
permanent.  Les  seconds  membres  de  ces  équations  ne  l'onfei'uient  plus 
les  oa,.  D'après  (I,  C.  B.),  chaque  fois  (pie  Téquation  caractéris- 
tique a  ses  racines  toutes  réelles  <^o,  ou  toutes  distinctes  avec  partie 
réelle  <  o,  les -.'j/  tendent  verso  quand  /croît  indéfiniment,  et  le  régime 
permanent  est  stable,  pourvu  que  les  valeurs  initiales  des  Tj,  =  ;,■  —  C' 
aient  leurs  modules  assez  petits  :  le  régime  est  alors  asyniplotiquement 
permanent. 

2°  Si  les  Sa,  sont  des  fonctions  de  /  de  modules  suffisamment  petits 
quel  que  soit  l^o,  et  qui  tendent  vers  o  quand  /  croît  indéfiniment,  ou 
peut  les  représenter  par 

où  a  est  un  paramètre,  et  où  le  module  de  '|,(/)  est  limité  et  tend 
vers  o  quand  /  croît  indéfiniment;  si  \u.\  et  les  |  oa,  |  sont  assez 
petits,  sous  les  mêmes  conditions  relatives  à  l'équation  caractéris- 
tique 0  =  0,  d'après(I,  C.  /?.),  le  régime  est  encore  asynqitotiquement 
permanent  :  une  alimentation  assez  peu  dill'érente  d'une  alimentation 
permanente,  et  asymptotiquement  permanente,  assure  un  régime 
asymplotiquement  permanent. 

Si  les  oa,,  tout  en  ayant  leurs  modules  assez  petits,  plus  petits  que  a 
par  exemple,  ne  tendent  pas  forcément  vers  o  avec  ./  ',  d'après 
(r,  C /?.),  on  conclura  seulement  :  une  alimentation  sensiblement 
permanente  assure  un  régime  sensiblement  permanent.  De  plus,  la 
rapidité  de  variation  des  s^  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut 
pourvu  que  a  soit  pris  assez  petit. 

3"  Soit 

où  les  /,(/)  sont  périodiques  et  de  même  période  w,  et  limités  supé- 
rieurement cl  iuférieurement,  et  où  u.  est  un  paramètre. 

D'après  (III,  C.  /?.),  chaque  fois  que  l'écpiation  caractéristique 
S  ^  o  a  ses  racines  toutes  réelles  <^  o,  ou  toutes  distinctes  avec  partie 
réelle  <^  o,  pour  chatpie  valeur  de  a  de  module  assez  petit,  il  existe  un 
légime  périodique  de  période  w,  et  toutes  les  solutions  réelles  de  (33) 
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dont  les  valeurs  initiales  ont  des  modules  assez  petits  sont  asymploti- 
quement  périodiques  de  période  w,  et  asymptotiques  à  la  solution 
périodique. 

On  peut  encore,  d'après  (U,  T.  /^  ),  afiirmcr  rexistence  d'une  solu- 
tion périodique  de  période  o)  quand  ré(juation  0  =  0  n'a  aucune  racine 
qui  soit  une  imaginaire  pure. 

Il  y  a  intérêt  à  observer  que  les  conclusions  i°et  2°  ci-dessus  restent 
vraies  si  l'on  suppose  que  les  coefficients,  à  partir  de  B,,,  des  dévelop- 
pements des  seconds  membres  de  (  )3)  dépendent  léj^èrement  de  /, 
d'après  (I,  C.  /?.)  :  il  suffira  de  mettre  chaque  coefficient  sous  la 
forme  a  -+-  [A/ (0>  où  a  est  une  constante,  y  (/)  une  fonction  à  module 
limité,  et  de  supposer  |  a|  assez  petit. 

20.  L'application  des  remarques  précédentes  1°,  2°  et  3"  est  subor- 
donnée seulement  à  la  vérification  de  la  nature  des  racines  de  l'équation 
caractéristique  du  système  (33),  généralement  à  la  vérification  de  ce 
fait  que  cette  équation  0  =  o  a  ses  racines  toutes  réelles  <  o,  ou  toutes 
distinctes  avec  partie  réelle  <<  o.  Je  vais  indiquer  quelques  cas  où  l'on 
est  certain  que  ces  dernières  conditions  ont  lieu,  en  me  basant  princi- 
palement sur  le  paragraphe  ^  ,  et  supposant  encore,  ce  qui  est  permis, 
que  les  dispositifs  de  communication  satisfassent  aux  conditions 
du  n"  16,  c'est-à-dire  que,  pour  chaque  valeur  de  /.,  il  y  ait  une 
valeur  de  / <  k  telle  que  B,*  soit  >  o. 

Premier  cas.  —  Cas  de  deux  ou  trois  réservoirs. .—  Le  système  (33) 
devient,  pour  deux  réservoirs  par  exemple, 

ff,-r/,  =  oa, -4-  B,,  n,-i-  Bj,r,;-r-  V,,         (7.0^  =  oa,-i-  BuY),  -+-  Bj.ïIj-h  V,; 


l'équation  caractéristique 


B,,— 7,J  B,, 

B,,  Bj.  —  (Tj.r 


=:  o. 


est  du  type  considéré  au  théorème  IVdu  paragraphe  V.  Les  B*,  satisfont, 
d'après  (26)  (n"  liî),  aux  conditions  de  l'alinéa  2  du  théorème  II  du 
même  paragraphe,  en  sorte  ipie  les  racines  de  0  =  0  sont  réelles  et  <<o. 
I^a  démonstration  pour  trois  réservoirs  résulte  de  la  remarque  ipii 
suit  le  corollaire  du  théorème  III  du  paragraphe  V. 
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Deuxième  cas.  —  Cas  particulier  de  n  réservoirs.  —  F,e  cas  précé- 
dent de  deux  réservoirs  est  renfermé  dans  le  suivant  :  S„  comnuini(|ue 
efTectivemenl  avec  S„_,  seul,  ...,  S^.  avec  Sa_,  et  S^.^.,  seuls,  ...,  S, 
avec  Sn;  de  plus,  chacun  des  réservoirs  peut  avoir  un  exuloire  externe 
qui  fonctionne.  Les  équations  (33)  deviennent,  puisqu'ici  les  Bji/  et  cpA, 
sont  nuls  pour  \i  —  A|  >  i,  sauf  peut-être  B;tj  et  Ço^i, 

(  Ko,  =  o,  B„_i.,„=o. 

Le  llléorènie  IV  du  paraj^raplie  Y  s'applique  encore;  d'après  (26) 
(n"  lo),  les  racines  de  0  =  o  sont  réelles  et  <  o. 

TuoisiÈME  CAS.  —  J'envisage,  en  partie  pour  mémoire,  le  système 
de  réservoirs  déjà  considéré  au  n°  17  (troisième  cas)  du  para- 
graphe VIL  D'après  les  égalités  (23)  (n°  lo)  de  ce  paragraphe,  on  a 

quand  k'^i;  d'après  (26),  n"  liî,  l'équation  caractéristique  se  réduit  à 

(B,,—  a,a:). .  .(B„„— (7„j)=:o 

et  a  toutes  ses  racines  négatives  <;  o. 

Quatrième  cas.  —  Cas  général  des  réscnuirs  d'eau,  d'eau  et  gaz, 
de  chaleur,  sous  certaines  corulitions  pour  les  dispositifs  de  commu- 
nication. 

Si  l'on  se  reporte,  dans  le  paragraphe  III,  au\  équations  (5)  et  (G) 
du  n"  7  relatives  au  déhit  d'un  ajutage  noyé  ou  d'un  siphon  noyé,  (7) 
du  n"  ^  relative  au  débit  de  chaleur  d'un  til  conducteur  reliant  deux 
réservoirs,  (i5)  du  n"  10  relativi'  au  dél)it  d'eau  duu  orifice  noyé 
reliant  deux  réservoirs  d'eau  et  gaz,  on  voit  (pic  ce  d(''liil  |icut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme 

si  l'on  choisit  convenablement  les  quantités  caractéristiques  dans  le 
cas  des  équations  (  i5)  du  n"  10;  c'est-à-dire  qu'ici  pour  ces  dernières 
équations,  changeant  la  notation,  on  écrit  r^;.,  ;,  au  lieu  de  Z,,,  />/(')• 

(')  Ces  dernières  quanlilés  sont  alors  des  niveaux  |uézoniéU'iques.  ( 'n   |)eiil 
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On  a  alors,  d'après (23)  (n"  lo),  si  5^;,  n'est  pas  identiquement  nul,  et 
si  l'on  suppose  Ions  les  dispositifs  de  communication  des  réservoirs 
entre  eu\  noyés, 


Suivant  les  cas, 


——  =:  ii,,i——  -— —  r=  Ma- 


m  et  m,  étant  constants  si  Ion  veut;  mais  il  sera  plus  exact  de  supposer 
(pie  ///  cl  ///,  sont  des  fonctions  très  lentement  variables  de  :-^  et  de  -,, 
ou  même,  avec  certaines  conditions,  de  /  (voir  la  fin  des  n"'  7  et  19). 
Avec  ces  Iiypothèses,  dans  les  équations  (33)  correspondant  aux 
systèmes  considérés  ici, 

sont  tels  (]we  leur  rapport 

^'■'-,^. 

diffère  peu  de  l'unité. 

D'autre  part,  quand  au  contraire  Oa,  est  idenliqnoment  nul  dans  le 

domaine  envisagé,  on  a 

B„=B„.=  o. 

Si  chacun  des  B^,  (A  d  /  >  o)  satisfait  à  une  de  ces  deux  conditions, 
et  si  les  |£,-<.|  sont  assez  petits,  ou  peut  appliquer  le  théorème  III  du 
paragraphe  V  et  son  corollaire.  Quand  les  |  in\  sont  tous  nuls,  ré(]ua- 
tion  caractéristique  o  ^  o  a  ses  racines  réelles  <[  o,  d'après  ce  qu'on  a 
supposé  au  n"  19  (p.  227).  Quand  ils  ne  sont  pas  tous  nuls,  s'ils  sont 
assez  petits  par  rapport  à  la  plus  petite  de  celles  des  quantités  |  B,„„| 
qui  sont  dillérentes  de  zéro,  les  racines  de  l'écpiation  caiacti'"risti(pie 
ont  leurs  parties  réelles  <!o;  Çn  général  (')  même,  ces  racines  seront 
réelles,  distinctes  et  plus  petites  que  zéro,  et  les  résultats  du  n°  19 
sont  applicables. 

évidemment  admettre  dans  le  quatrième  cas  l'intervention  des  réservoirs  fictifs, 
d'après  le  n"  8  et  la  note  (1)  de  la  lin  du  n"  10. 

(')  C'est  là  une  i-éserve  (|u'e\ige  l'emploi  dn  corollaire  du  lliéorème  III  du 
paragraphe  V. 


-L  ^ 
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Siii-   Ic.y   Diiiiciirs   de  ht   l'onction    (Iclcfuiind ntc    r/r    Frcdltolm 
cl   .sur   /es  \}.s/c'fnc.s'  (l'cqufi/Kj/is   ni/ci^ffi/cs   Ii/n'aircs ; 
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INTRODUCTION. 

Ij'éijiialion  iiiLogiale  liiii'iiire 

/fi 
(i)  a{:v)o{j:)  —  Il      ft(x,  i)  çp(5)  f/.ï  =  f(.r), 

OÙ  9(.i")  est  une  fonction  inconnnc;  a  (j^),  A(./;,  a"),  c{.r:)  des  ionc- 
tions  bornées  et  intégrables  dans  le  domaine  a<a;5[3,  afs^jB; 
a,  [3,  A  des  constantes,  se  rencontre  fréquemment,  en  Mécanique  et  en 
Fliysic[ue  malhéinali([ue,  sous  une  forme  plus  ou  moins  explicite. 

C'est  Abel  qui,  [lour  la  première  fois,  en  182G,  posa  et  résolut  une 
C(}uation  particulière  de  ce  type.  Mais  trois  ([uarts  de  siècle  devaient 
s'écouler  avant  que  le  problème  en  tjuesiion  fût  nctlcmeiil  posé. 

En  1894,  M.  J.  LeRoux(')  proposait  de  trouver  une  l'onction  o{jj) 
satisfaisant  à  rétjualion 

(2)  /       /)[:r,s)(f(s)ds=zc(^:) 

et  résolvait  celte  question  par  la  méthode  dus  approximations  succes- 
sives. 


(  '  )  .1 .  l.K  lîiiiix,  'l'Iii'^se  :  Sur  les  iitU- ivraies  des  éi/itii lions  linraiics  (iii.c  dcrivécs 
ixirlielles  dit  second  ordre  à  deux  variables  indépeiidatUes,  p.  ii). 

Journ.  de  Math.  (()•  série),  tome  I\.  —   Kasc.  III,  lyiii.  JO 
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Le  prohlèinc  de  M.  Le  Roux  étail  repris  par  M.  V.  'N'olterra  (')  on 
i8()G.  L'équalion  (2)  est  d'ailleurs  devenue  classique  sous  le  nom 
adéquation  de  Volterra. 

C'est  seulement  en  1903  tpie  M.  Ivar  Fredholm('),  dans  son  remar- 
quable Mémoire  Sur  une  classe  cVèqualions  fonctionnelles,  étudia 
Tcquation  (i)  pour  a(a;)=  i,  équation  à  laquelle  il  fut  conduit  par 
l'étude  du  problème  de  Diricblel,  lorsiju'on  cherche  à  représenter  le 
potentiel  inconnu  pai'  le  [)olenlii'l  Ac  double  couche. 

Les  résultats  essentiels  de  M.  Fredholm  eurent  un  universel  reten- 
tissement. M.  Picard  en  a  fait  cet  incomparable  éloge  :  «  Ils  avaient 
la  beauté  des  choses  simples  et  délînilivcs  (  ■'  ).  » 

AL  Fiodholni  a  induit,  de  la  solution  d'un  svslénn'  (l'i'qiiations 
linéaires  en  nonibiv  iiui,  la  solution  du  problème  transcendant  traduit 
par  l'équation  (ij.  11  a  ensuite,  ]jar  une  méthode  synlhétlipic,  vérifié' 
l'exactitude  de  sou  induction  dans  le  cas  des  équations  de  seconde 
espèce,  c'est-à-dire  quand  a(.r)  peut  être  supposé  éi;al  à  l'unité. 

\L  Fredholm  met  ainsi  en  évidence  le  rôle  (pic  joue  dans  la  résolu- 
tion de  (i)  une  certaine  fonction  entière  D("a),  (|u'il  appelle/o«c//o« 
dèlernimante  par  analogie  avec  le  déterminant  des  coefficients  d'un 
système  d'écpiatious  linéaires  en  nond)re  fini.  Il  définit  ensuite  les 
uiintMiis  de  la  délei'uiinante  et  associe  à  la  ronction  diti;  noyau  l>(x,s), 
une  fonction  l)(x,s.A),  méromorphe  en  A,  dil(;  i-èsolvante^  dont  la 
connaissance  permet  de  résoudre  l'équation  (i  )  (piand  r/(.r)  —  1. 

Aussitôt  après  l'apparition  du  Mémoire  de  M.  b'rcdliolm,  un  gcand 
nombre  de  géomètres  apportèrent  leur  conuibulion  à  l'étude  de 
l'équation  (i).  Les  travaux  sur  ce  sujet  se  sont  succédé  depuis  sans 
interruption. 

Nous  citerons  seulement  ceux  dont  nous  utiliserons  les  résultais 
dans  la  suite  : 

M.  I).  Ililberl,  (i rundzugc  ciner  aUgeniei ncn  Theoi-ir  der  linea- 

(')  \ .  VoLTKRHA,  Siilla  imerzionn  dcgli  inlcgrali  di'finili  {AUi  delta  rcalc 
Accadeinia  dette  Scienzc  di  Toiino,  8  mars,  26  avril  1896,  |).  3i  i ,  /|Oo,  ôôj,  693). 

(-)  I.  l""iu;uiioi.M,  Sur  une  ctasse  d'é'/tialio/is  fo/iclio/ineltes  {AcCn  malhema- 
lica,  t.  \XVI1,  1903). 

(')  T.  l^Ai.i-sco,  Inlrodiiclion  à  la  tliéurie  des  inCcgratcs  {Victacti  de  M.  E. 
l^icaid,  191  2  ). 
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rcn  liitrgral^lcirliuii^cn  [doUiiisss  \af/i/-ir/i/r/i,  i,  2,  7>,  /j,  ">,  G  Mil- 
teihing),  a  inonlro  la  légiliinilo  de  la  liaidio  iiuluclion  de  Fredlioliii, 
étudié  spécialement  le  noyau  />(x,  s),  syniélrique  en  ./;  et  .v,  et  mis  en 
évidence  l'analogie  entre  l'étude  des  noyaux  et  l'étude  des  formes 
ijiliiiéairos  et  quadratiques. 

M  M .  1^].  (îoursat,  lieclierchcs  sur  les  cqualioiis  iiilc^ralrs  Liilcuiics 
(Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  1908);  Biyon 
Heyvvood,  Sur  réqualion  fonrlionnrllc  dr  Frcdhulin  (Thèse),  et 
T.  \. nlesco,  Bulletin  de  la  Sociclé  mat /lénia/ique  de  France  (t. X\Xl\, 
Kji  I ,  p.  (jS),  ont  fait  l'étude  détaillée  des  noyaux  et  des  résolvantes. 
M.  Goursat,  notamment,  a  mis  en  évidence  la  notion  de  fonction 
principale  et  les  propriétés  caractérislifjues  de  ces  fonctions. 

M.  E.  Picard,  Sur  les  équations  intégrales  de  troisième  espèce 
{Annales  de  r École  Normale,  içji  r),  a  établi  d'importants  théorèmes 
généraux  concernant  les  équations  intégrales  de  troisième  espèce, 
c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles  a{x)  est  nid  poui'  des  valeurs  parti- 
culières de  X  comprises  entre  %  et  p. 

H.  Poincaré,  dans  ses  Remarques  diverses  sur  réquatmn  de 
Fredholm  (Acta  mathenialica,  t.  XXXIIl,  1909),  s'est  occupé  en 
particulier  de  mettre  en  évidence  cpielles  diflërences  il  y  a,  en  ce  qui 
concerne  les  équations  intégrales  linéaires  de  première  espèce,  entre 
le  cas  où  les  limites  a,  p  sont  infinies  et  celui  où  elles  sont  finies;  à  ce 
propos,  il  a  étudié  (p.  81)  certaines  équations  intégrales  linéaires 
de  seconde  espèce  à  limites  infinies,  dont  M.  E.  Picard,  Sur  une 
équation  fonctionnelle  du  type  de  Fredholm  {('o/nptrs  rendus, 
i3  octobre  1910),  a  signalé  d'importantes  particularités. 

Le  présent  travail  comprend  deux  l'arlies. 

Dans  la  première  l'arlic,  nous  nous  sommes  proposé  de  compléter 
l'étude  de  la  déterminante  et  de  la  résolvante  d'un  noyau  donné  par 
l'étude  des  propriétés  des  mineurs  de  la  déterminante.  Nous  avons 
exprimé  algébriquement  un  mineur  d'ordre  quelconcjue  en  fonction 
de  la  déterminante  et  de  la  résolvante»  et  mis  en  évidence  le  rôle  des 
diviseurs  élémentaires  de  la  détenu inante;  l'analogie  entre  l'étude  des 
formes  bilinéaircs  et  l'étude  des  noyaux  trouve  une  nouvelle  conlir- 
mation  dans  rinliM|irétalii)n  des  exposants  de  ces  diviseurs  éh'nien- 
taires. 
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La  seconde  l'arlic  a  pour  ohjel  l'élude  des  systèmes  d'équations 
intégrales  linéaires 


(3) 


v=i  L  *  J 


OÙ  Ov(^)  sont  des  fonction?  inconnues;  a^,,(^x^^  b^^.,(x,s),  c^(a:)  des 
fonctions  bornées  et  intégrables  dans  le  domaine  ol'Sx^^,  a^«£p; 
a,  p,  A  des  constantes  et  m  un  entier  positif. 

Nous  étudierons  spécialement  les  systèmes  de  deuxième  d  de  troi- 
sième espèce,  c'est-à-dire  ceux  pour  lesquels  le  déterminant 


(4)  A(.r) 


(it,{j-)      ...      a,„,(.r) 
rt„,,(x)      ...      «,„„,(  J) 


n'est  pas  identiquement  nul  dans  l'intervalle  (xSx'S^. 

Dans  le  cas  où  A(x-)  ne  s'annule  pas  entre  a  et  j3  et  peut  être  supposé 
égal  à  l'unité,  le  système  (3)  est  dit  de  seconde  espèce.  M.  Fredholni 
a  montré,  dans  son  Mémoire  fondamental,  qu'on  peut  le  ramènera 
une  équation  unique.  Cette  remarque,  jointe  à  l'expression  algébrique 
des  mineurs  en  fonction  de  la  déterminante  et  de  la  résolvante,  nous 
permettra  de  discuter  complètement  l'existence  des  solutions  du 
système  de  seconde  espèce  et  de  donner  ces  solutions  le  cas  échéant. 

La  résolution  des  systèmes  de  seconde  espèce  sans  second  membre 
trouve  une  application  naturelle  dans  la  recherche  des  fonctions  prin- 
cipales d'un  noyau,  telles  qu'elles  ont  été  délinies  par  M.  (loursat. 
Dans  le  quatrième  Chapitre,  nous  donnerons  l'expression  générale 
de  ces  fonctions. 

La  méthode  suivie  par  Fredholm  pour  réduire  un  système  de 
seconde  espèce  à  une  équation  unique  s'applique  aux  systèmes  de  troi- 
sième espèce  et  conduit  à  faire,  corrélativement  à  l'étude  de  ces 
systèmes,  celle  de  récpialion  iulégrale  linéaire  de  troisième  espèce  du 
type  (i).  Supposant  cpie  les  limites  a,  ^  comprennent  le  point  a7  =  a, 
nous  nous  occuperons  spécialement  du  cas  où  a(x)^=(x  —  ay,  en 
nous  plaçant  au  point  de  vue  de  M.  E.  Picard  (').  Nous  rattacherons 

(')  E.  I'ii:aru,  Annales  de  l'L'cole  /Xorma/e,  191  1.  Mémoire  déjà  cilé. 
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à  ce  cas  rétiulo,  dans  le  domaine  complexe,  d'une  classe  parliciilière 
d'équalions  intégrales  de  deuxième  espèce  du  type 


(=-a)"[9(  =  ) -(•(:)]  ^/.  /  b(z.l)'.it] 

Jx 


fil. 


où  p  est  entier  et  A  un  contour  complexe  ne  passant  pas  par  le  point  «; 
cette  classe  a  déjà  été  considérée  par  M.  T.  Lalesco  ('),  quand  ^  =  i. 
Nous  terminerons  cette  seconde  Partie  par  deux  Notes.  Dans  une 
première,  nous  appliquerons  les  résultats  précédents  à  certaines  équa- 
tions intégro-dilTérentielles,  notamment  à  une  classe  étudiée  pur 
M.  BoulnisUy  (■  ).  Dans  une  seconde,  nous  achèverons  succinctement 
la  discussion  du  système  (3),  en  résumant  les  principales  particularités 
qui  se  présentent  quand  A(x)est  identiquement  nul. 


CHAPITRE  PRÉLIMINAIRE. 

FONCTION    DtTERMINA.NTE    KT    FONCTION    RÉSOLVANTE    u"lN    NOYAI'    DONNÉ. 
I.EI;RS    PRINCIl'ALES    l'ROI'RIÉTÉS. 


Afin  de  ne  pas  renvoyer  à  des  Ouvrages  écrits  avec  des  notations 
variées  et  à  des  points  de  vue  différents,  nous  résumerons  tout  d'abord 
les  résultats  antérieurs  essentiels  concernant  la  fonction  déterminante 
et  la  fonction  résolvante  d'un  noyau  \\iyX,y). 

1.  Nous  supposerons  que  l'on  a  choisi  les  limites  d'intégration  a 
et  j3  égales  respectivement  à  o  et  i,  et  nous  désignerons  par  1)(X)  et 


(  '  )  T.  Lalesco,  Inlroditclion  à  la  llirorie  des  é(/iialio/is  intégrâtes.  1912. 
Ouvrage  Hi'jà  cité. 

(■-)  l5i)urNiSKv,  5///-  (t/ie  classe  d'équaliuns  inlcgrales  {Bulletin  des  Sciences 
mat/ié/natif/iies,  1908). 


?.38 


CII.     PLATHIKH. 


D 


X|.  a:.^.  .  .  . ,  ^1/ 


Jl-.1'2^ 


O'/ 


A  1  les  séries  enlieres  en  A, 


(6)     D  ('■'•.' -^2' •••-^7U\ 
VJi- r,,  — .T,,\   ) 


1 4^/ "•../■  "--r 


dsr,  H 


I  ropi'osenlaiU  le  (lcleiiinii;mt 

ll(,v,,<,)     lU^,,/,)     ...      II(.s-,,/„) 


Il  (.S-,,,/,)        I1(.S„'0 


l(S,./„) 


D(A)  est  \i\  fonction  délcrmi  lia  nie  vc\;\\.\\Q  au  noyau  H  (ci-,j>')  sup- 
posé fini  et  intégrable  en  x  cl  y  dans  le  domaine  o5a:^'5i,  o5y5i, 

X)  est  le  ininrur  (Vordi-c  y  de  cette  fonction  déter- 


D 

minante. 


V; 


D'une  part,  Frcdlioliii  a  montré  que  la  fonction  détcrminanle  D(a) 


et  son   mineur  du   premier  ordre   D 


satisfont  aux  relations 


caractéristiques 

(7) 


\ 


\ 


D{o)  =  i, 


f/D(/.) 


(8) 


I) 


y 


/)-n(.r.j-) !:>().)->./'  ii(.'-..v)i)(^' 

=  1  f   U{s.y)\)(''^ 


y], /s. 


À    </s. 


il') 

(7") 
(8') 

(8") 


D'autre;  Jiarl,  l'Yedholin  a  l'Ialili  : 

i"  Que  si  D(A)  ^  o,  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  (pie  A  n'est 
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pas  un  nombre  fondaniL'iilal,  l\'(|ualIon  intégrale  lim'aire 


(9) 


où/(x)  eil  donnée,  finie  et  intégrable  dans  le  domaine  o5x£ i ,  "a  un 
paramètre  donné  d  o(.r)  iiiconiuif,  admet  une  solution  iini(|ije 

(10)  »(,r)=/(x)-h/.  r  3C.{.i:,.}.)/(s)</s. 

-'o 

3C(x,y,  a)  étant  la  IVarlioii 


(<") 


^^.,f,n^-^ 


Il  résulte  des  relations  (S)  (pn'  la  fonction  x(:v,y,X),  dite  résol- 
vante du  noyau  îl.(x,y),  satisfait  auv  deux  relations 


(12) 


—  ll(x,  V)  -+-  .^(.r,  y,  l)  =  l  f  ll(.r.  s)  X{s,  y,  l)ch,  (  12') 

il 
—  ij     1 1  ( 5,  )•  )  .TC  { ,(•,  s.  1  )  ds.  (12') 


2"  Que  si,  pour  A  =  c,  D(A)  est  nul  ainsi  (|ue  tous  ses  mineurs 
d'ordre  q  —  i,  son  mineur  d'ordre  q  élant  difiërent  de  zéro,  ce  que 
nous  exprimerons  en  disant  que  c  csi  nombre  fundainc  niai  de  genre  q, 
les  équations  intégrales  linéaires  homogènes 


(.3) 
(-4) 


9  {x)  —  >.  /     II  (.r,  s)  o{s)  (is^=  o. 

*■  0 
,  I 

^(/)  — >:/     "(5,y)'^(.v)f/i  — o, 


dites  associées,  admettent  respectivement  les «j»  solutions  iiidcpendanles 


(i5)    o{x)  =  (i)^{x) 


M 

^.r,,.rj,  .. 

■,-^■0   1 

..r,  X(|+,,  . 

..,.r,, 

') 

. .  .r  , 

^{ 

-N 

"J 

(0  =  1, 2,..., 7) 


240 
et 

(16)    ■^(y)  =  W,Ay)  = 
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■  1  •«■» 

\ 

D 

-.''!-   • 

•'.yo-i 

..)',  79-^1-  • 

■-.y./ 

') 

■  •  y., 

\ 

fM 

.  Tv  • 

c 

(9  =  1,  2,...,  y). 


Les  rj  solulioiis  *l\(x)  sont  lincaireiiuMiL  iiulopeiulanles,  el  il  n  y  a 
pas  d'aulrc  solution  indépendante  des  y  précédentes  pour  l'équa- 
tion (  i3)  et  la  valeur  c  de  X.  Ces  solutions  sont  appelées  solutions 
fondamenlales  relatives  au  point  r. 

3"  Que,  pour  A  =  c,  nombre  fondamental  de  genre  q,  l'équation  (9) 
n'a  pas,  en  général,  de  solution;  les  conditions  nécessaires  et  suffi- 
santes pour  que  des  solutions  existent  sont  les  g  conditions 


(>7) 


W„{s)f{s)c/s  =  o  (9  =  1,2,  ...,  7). 


Ces  conditions  supposées  remplies,    toutes   les  solutions  de   ré(]ua- 
lion  (9)  pour  A  =  c  sont  définies  par  l'égalité 

(.8)  o(j;)=/(j,)-+-c/    K(x,5)/(i)*-+-Va,^(l)(,(x), 


0^1 


où  K(x,y)  désigne  la  fonction 


('9) 


K(.r,/) 


of"'"""^-- 

■) 

\.)-,.y,,     ..    . 

■■'X'f 

«) 

et  où  les  ri:)  sont  q  constantes  arbitraires. 

2.  Létude  des  noyaux  H(.r,  k)  et  de  leurs  résolvantes  a  été  faite 
par  MM.  Coursât  (')  et  Hryon  Heywood  ('),  et  conq^létéc  par 
M.  Lalesco  (').  Happelons  les  principaux  résultats  de  cette  étude. 

Deux  noyaux,  ll(x,y)  et  K(x-,_y),  sonl  dits  i)r//toi;o/taux  s'ils 
satisfont  aux  deux  conditions 


(20) 


1    ll{.c.s)K{s,y)ds=  I     ll(.ç,  r)K(,r,  s)f/s  =  o. 


C)    Mémoires  déjà  cités. 
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Première  proposition.  —  Si  un  noyau  H(x',_)')  donné  csl  la 
somme  de  plusieurs  noyaux  composants  orlliogonaux  deux  à  deux  : 
I"  la  fonction  déterminante  du  noyau  Yi(x,y)  est  le  produit  des 
fonctions  déterminantes  des  noyaux  composants;  2"  la  fonction  lésol- 
vante  du  noyau  II (./;,^)  est  la  somme  des  fonctions  résolvantes  des 
noyaux  composants. 

Deuxième  proposition.  —  Désignons  par  hc(x,y,\)  la  partie  de 
la  fonction  mcromorplie  K{x,y,K),  résolvante  du  noyau  H(.';,^), 
qui  (Levient  infinie  pour  X  =  c,  et  soient  c,  et  c\,  deux  nombres  fonda- 
mentaux du  noyau  H(.c,y).  On  peut  poser 

3C(.r.  y,  l)  =  /,,,(^,  y,  >.)  +  /,,,(x.  r.  ).)  +  A(.r,  y,  1). 

Les  noyaux //<.,(x-,/,  o),  //,.^(a;,  y,  o  ),  /i{x,y,o)  sont  orthogonaux 
entre  eux  deux  à  deux  et  admettent  comme  résolvantes  respectives 
/*r,(^''rr^),  /t,,(-P,J,"^),  h(x,y,k). 

Les  deux  propositions  ci-dessus  montrent  qu'on  peut  étudier  sépa- 
rément la  partie  du  noyau  /i^.(x,y,o)  et  la  partie  de  la  résolvante 
/t,.(x,y,'k),  relatives  au  nombre  fondamental  c. 

Soil  c  un  nombre  fondamental  de  genre  «7  annulant /j  fois  D(A). 
hc(x,y,  X)  peut  être  considérée  centime  la  somme  de  rj  fonctions 


(5  =  '-2 7). 


les  fonctions  0,,  o^,  ....  Zi„^  étant  définies  à  l'aide  des  constantes  arbi- 
traires af'  par  les  relations 


(22) 


1=1 

'  =  "(-! 

1  =  1 
Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  I\.  —  Kasc    III,  i<)i3. 


3i 


a42  en.     PI.VTRIKIi. 

n^-h  n.,-i-...-h  /i,/  =  p  elles  2p  lonclions  ol'^'{x)  et  ^f'(/)  qui 
cxislcnt,  quel  (juo  soil  le  choix  des  conslmilcs  n'j'\  forincnl  un  système 
(le  fondions  l)inrthogon;iles. 

hf\x,y,  o)  est  dit  noyau  canonique  d'ordre  «o,  /i'^'(x,y,  A)  ri-sol- 
l'antc  (xinonique  d'ordre  /ïq  correspondant  à  ce  noyau. 

De    plus,    la     fonction    déterniinanle    du    noyau    //f^(x,y,o)    est 


Dans  la  première  Partie  de  la  présente  étude,  nous  définirons  les 


PKEMIEUE  IVVRTIE. 


SUH    LKS    MINKlinS    IIK    LA    FONCTION    Dl.TKKMINANÏK    DE    lUr.DIlOI.M. 


CHAPlTPxK  T. 

lixpiinssiON  AL<;Éimi(,)ri;  dks  mixeuhs  de  la  DÉri:ionNA>TK  kn  fonction 

DE  LA  UÉTEKMLNANTE  ET  DE  LA  UÉSOLVAXTE. 

3.  Nous  établirons  tout  d'abord  uuc  formule  importante  de  la 
théorie  des  déterminants,  formule  ([ui  sera  une  généralisalion  de  la 
fo4-mulc  bien  connue 


(23) 


P 


à-P 


ô\'     i)\'        ()\'     in' 


àtr,;.,,  da,.^s,       da,;i,  àa,-,,,,        àa,.,.,,  àa.-.s, 


OÙ  p  désigne  le  déterminant 


P  = 


et  /•,,  /'.j  ;  s,,  s.,,  deux  combinaisons  simples  i>  à  2  des  noinlires   i, 


]ja  ^généralisation  (pie  Udus  avons  en  vue  est  la  suivante  :  désii^uons 
par  P,!!';!^;;;;!;'' le  déterminant  oblenu  en  sup|)riniantdans  P  les  lignes /■, , 


MINEUHS     DE    I.\     FONCTION     IlKTKHMIXANTE     I)K     KIIEDIIOLM . 


2^ 


^3 


/o,  . . .,  r,i  et  les  colonnes  .y,,  s.,,  . . .,  v,^;  nous  nous  |)roposons  d'clahlir 
la  formule 


:s4)  vb'^;X:::.:^'-- 


p«,.-«,-i. 'i  i>'i.<,.*,-i ■'■         i>',,-i.*,-i .«1 

''■,.'■,- '•<        '"i.'.)- •'■'      ■•■      '  >r''i->- '■' 

pJ„.t,,_i «!       n'i'l' ■'•;->■  •••'  ■'■  |>«a-i.'5->. *i 


r>'i- './-•• 'i      ij»'i  •',.•«,-1. «1  r)«i-i.»i-i. «i 

'  '■.,   i.'-.,  '■ '■'         '-.j -•■'•./-'■ '■'      ■•■       ''■.,—  '■■(-'■ '• 

/•,,  Tj,  ...,  z-^;  .V|,.s.j,  ...,  .V,,  dési^nianl  doux  couil)iiiais(nis  simples  q 

à  y  des  nombres  i,  2,  .  . .,  «. 

La  formule  (2.3)  peut  s'écrire 

p'i     p'i 


(25) 


Pxf:;;:^ 


v:-\  I'': 


et  n'est  autre  que  la  formule  (24)  dans  le  cas  de  y  =  i. 

Supposons  donc  la  formule  (2/1)  vraie  jusqu'à  une  certaine  valeur 
de  q  et  démontrons  (lu'cllc  est  encore  vraie  pour  la  valeur  </  +  i . 

Pour  cela,  prenons  la  dérivée  des  deux  membres  de  (24)  par 
rapporta  a^  ^^,  ^^,  en  supposant  r,^^.,  didércntdes  nombres/,,  /.,,  ...,  /■,, 
et  s^^ ,  diflérent  des  nombres  s,,  s'.,,  . . .,  s,^. 

Nous  obtenons,  eu  multiplianl  les  deux  niendircs  par  (—  i)'"'/m"^V', 


-1 


p-\,-  ',,-1.  "t  p.«,_,.i,_...... .5,. .«,....,.«;  p«i-i.i.-i....,«i.-«,n.', ■«•■n  p«.,'i-i.— >'i.'<.--'«.-n 

'',,• '•,-!. '1  •••       'vv '■'      ''<i+f''r''i-' ''■'  ''■./■'■.)- ''■> 

P<,,..',-1. >••■)  p.«,-J,-«,-l.--'*l,«,. ••■!■«,  p>V-|.«.-> il. «,-.-1.1, i,+  l  p'i-'i-U—'l,.'^-   — •«■rj 

'     'l'-,,.'-,      1 'J  ■    •    ■         '^'l.'-,,.'-,-!- '■  '     'l.'-.,*!.'-.,- '■.  '    'l.'-,,'-.,      1. '1 


1.-,- 


'«.'■,■-1, •■•■'■ 


»  <j  p-*i-4.*i- Xf^tf--^"*      p-*'i-l.*i-l *l.'^+l,*^."-»*i  +  i      p*i.*i-i .«i..*^."'i-<i. 

'•.         •    •    •         '    ',,-<. '•,-!. 't  '-.l-l.',,-!. 'l.'V+l  '•.,-  l.',,-5. ''1 

D'une  part,  remarquons  (|n'('n  vertu  de  (  24)  ou  a 

|)'l  +  "  '•!• ''  p<^-|.«,    1 «l'i  +  i 

'    '-,1 +!.'■, '1  •■•  ''■,  +  !. '■.) -'l 


p;r 

'il 


-1.  ■«,->. ••• 

-t. '•,->.••■•>'•, 


p«,-n  r  p*!.'..  ■■■'  ',+1  !'/-'_ 

'  '•,,  +  !  I      'l'i    •■.'■,,  ^  1  I  r 


p'i+i  ■<./ •«>  p<,,-i.i.,-î. —•■'■.  ■'■,,.»^i 


D'autre  part,  mulli])lions  le  terme  général  du  second  mendue 
de  (2())  jjar  [!'!,;  ',;;;:;;!,;'*,' |''  '•  l'ourcela,  mulliplions  les(/ —  i)  premières 
colonnes  et  les  q — y  dernières  par  ce  déterminant  à  la  première 
puissance  en  tenant  compli'  ili'  hi  loi mnle  (aS). 

Soil  j  le  rang  d'une  des  colonnes  considérées,  rllc  peut  èlre  rem- 


2  l'i  Cil.     PLAlIlinil. 

[jlucée  par  la  colonne  suivanlc  : 

I      p-*>-l.-*/-l •*l.-'''9  +  f.*V ■*;+!  p*/-l.—.-^l.-^^."—</  p-''"j-l -^l'-'j+l.-**/ *(-H  p-^/-l -'l'-^y *> 

l       '    '•,+  !.'> .'"1  '■jl 'l'i  '> '■>.'■•  '•,  +  !.'■» '« 

1    p.ï,.,,.t,_, .«,.,5,+  ,,.t, .f,  +  ,  p.«;-i ■«..', ■«/ i>>,- ï„i,+  ,..t,,.....«/+i  p.«j_ .5,..», .«; 

r^Tl    ;''■..'•,  n.'-, ■.     '^'■..'■, "ï       '  'i'-.; '■»    •'■.•'■,+. '•. 

(p.t;_,,.ï,_„... ,*,,.«,+,..«, .«jH-,  p-'v-i ■«i.-«, ■•'/  _  p'V-> -'i-'y+i.-', ■'/+ip-«;-i -«i-V ■'; 

Le  drlcriiiiiKHil  (lu  lerme  général  du  second  membre  de  (2G)  ainsi 
miilliplié  peut  alors  rlvo  remplacé  par  ■>''''  délerminanls  partiels  et 
lous  ceux  de  ces  détermiuauls  partiels  (pii  contiennent  deux  rolonnes 
provenant  des  termes  soustractifs  des  sommes  (27)  sont  nuis  comme 
ayant  deux  colonnes  proportionnelles. 

Le  déterminant  du  terme  général  du  second  membre  de  ('^G)  mul- 
tiplié par  [P;''/;-^; .;.,;';'+; ]^  '  est  donc  finalement  égal  à  la  somme  des 
q  termes  suivants  : 

i"  Le  produit 


I  p-'i-j '■/  1'/" 

t*   '•..'■! 'ai 


n'7+1''? ■*« 

'  ''î  +  i-'', r; 

]:>■**;  4-1. ■■"■^.....-v, 
'■7- '■.■'■.;-M 


p«,-i. ■«,,-> «i.»,  I  1 

'■■/'>•'■■) '■' 

p.«,_, ,.<,_, .5,.ï,  +  l 

'    l-^-u'-,,-'. 'l,'-,.! 


2"  Les  {q  —  \)  produits 

p~v-i •'..■'••,+i.-«7 •<,■!'  r|)«i*î ■<»  I7-2  V 

' '■,.'■,-! '1     t' 'i.'i.-.'vJ        •''^y 

obtenus  en  faisant  varier  y  de  i  à  ?'  —  i  et  àa  i  +  \  i\  q  et  où  A,  repré- 
sente le  déterminant 


p',-i,j,, 


p-',  +  l.<.; .<!  n*/-! -l--,,*!,",-';  p-'/-l -«l.-',. ■■■,';■  p«,- •<! 

■    '-l+l.'-, '■'  •••  ''■,  +  !.'•,. '-!  ''•,  +  !.  I-, '1  ''■,  +  !.'■ 

p-'l  +  i.-'./ 'ï  p'/   ' ■'■•■*■/ 'î         II'/-" -'i--''/ ■';  p«;.-.-'i' './n ■«)"+>  p--".(    l-«,-J.- 

'/■„;■,, +  „i-, /■,  •■•        ''■,.'■,11.'-,, '1         '   '■..'•,,-n.'-,, 'S  '   '•!.'•,, +  !.'•, '■>  •••        ''■,.'■,  +  ,./•, 


1 '•' 

.t;,...,.ï,,  t„ 


■'rt— It^rt— 1 *f.-*.i*  1 


!>■'.(  I  l'-'./ ■'<  p<;-ï--'l.-'''.(  +  l ■*/  p-V-l "'l''./ ■'•;  p«; -«l.-»,,-)  l--,->V+j  p.«,,_,.J,-. 

''■,,    !.'■,,- « '-i.'-,-!  1        •■•        '   '-,,    1. '■,,-!. '-..'-.i  +  i    *  '-.j-iî'-,/- '■,.'■,  +  ,      '   r^_,,r,,  - 'i,'-.).!       ■■•        '   '',-i.'-,,-«.-- 

En  vertu  des  remarques  ci-dessus,  la  formule  (2())  peut  s'écrire,  après 
multiplication  des  deux  membres  par  "!' '''" — = — -, 


prp.ï„i„.. .,..,,+, -|7H  _  pi..«! ■', 

•^  L"^'-!,''. '■,,11 1       —  ^''é. '•,....,'■„ 


p-',+..->,.- 


]i*.l-l.-«,,-l.  ■••.■'1. ■••■,,-• 

'■•/+■■'■•) '•» 


P'■''/^  "S ■*'  p«i-i.<,,-v  ■  ■■..«i.'.,  ♦  1 

''1   "''r' '''•'■■/"       "■■  '■,-i.'-,-. '-i.'-,,!! 


i='i 


i--\ 


A„(^): 
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Celle  égalité  n'csl  aulre  que  l'ég^alilédéduilede  (24)  en  remplaçant 
q  par  y  -+-  i  et  développant  le  déterminant  du  second  membre  par 
ia[)port  à  sa  dernière  ligne. 

Légalité  (^li'i)  est  donc  générale.  c.  o.  1 .  w. 

i.  Nous  nous  propo.sons  d'applifjuer  la  formule  précédente  à  la 
fonction  déterminante  D(A)  d'un  noyau  H(  •'•,  ^')  et  à  ses  mineurs. 

Auparavant,  nous  reprendrons  la  démonstration  d'un  théorème  dû 
à  Ililberl('). 

Supposons  I  H(a,;y)|  moindre  que  M  etconsidérons  les  déterminants: 

-l.ll(L,L)    .^11(1,1)       ^ll(i.i')     ...       11^11(1.^) 

Il      \n    II  I  II        \n     n /  n         \n    n /  n        \n     n  J 

zlnil,L\    ,_i„('l,i)      z±n(l,r\    ...      z^u(l,'ï\ 

Il        ^  n    n  J  II      \  n    n /  n         \n    n/  n        \n    n / 

zlii(l,L)      ^n('-,l)    .-.^Hfi.l) 

-::n(l,L)        Zlliil'1,1)        =lill('l,l] 
n        \n     nJ  n        \;i    n  /  n        \/i     n  J 

Al  JCf,  Jj.    .  .  . ,  J"„    _  \ 
\J|.  Jî,   ■■■'}';      J 

Il        \        nj  n        \        n] 

11(1, j„)    .-Àii(i,l)     ^n(J.,i) 

\rt   •"'/  n      \n    ni  n        \n    n) 

\n   '   ' )  n        \n    nJ  n      \n    n)  n         \n    nj 

\\i'l,y\         ^11(^,1)         =^ll(^,i)      ...      .-l\xil,'l\ 
\n    '' ' j  n        \n    nj  n        \n    nj  n      \n    nj 


n         \n     n  j 

I Il     -,  — 

n      \  n     n 


H(.i^ii7i)'!(.r,,  V,)      ... 
H(x„  v,)H(.r„j,)      ... 


n        \       n! 


(')   llii.BRRT,  Mémoire  déjà  cilé  (hlrsle  Milieiliing). 


a',  6 


TllÉORÈMi:. 
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Lorsque    ii    i-iilicr   croil    inch'Jinimi'iil   A„(X)    et 
.ri,  x^,  . .  . ,  a', 


.)pji 


'/ 


tendent  respectù'ement  i^ers  D(X)  et 


D 


r,,j2,  ■■•,.)-7 


>.    . 


Développons  en  effet  les  déterminants  à.„Çk)  et  A„ 
par  rapport  aux  puissances  croissantes  de  A;  on  obtient 


A"l,  .Tj,  ■  .  .  ,  X,, 


HT  =  n  1  «  « 


•w-I^     2 


'l.'. 'o 


n(^,  ^^    iil'ii   ' 


ii,  'i\ 

n     n  ) 


ll(i^,  ^ 


il'  '"    '' 
n      n 


«     rt/ 


H(  11,  1= 

11  '  ''     '" 
n     n 


n      it 


et 

X,,  .T.,,   .  .  . ,  X,j 


a  -~n  \  à  n 


ll(.r,,  r,)ll(,r,,j,)      ...      H{,r,.j,)Il(^.r,,ll)n(^.r,,i^) 


ll(a-„v,)li(.r,,.r,)       ...      ll(.,-,,j,)ll(^.r,.iljll(^.r„.i|j      ...       Il(.r,.j) 


Nous  désignerons  par  oj^  le  coefficient  de  (—A)"  dans  A„(X)  et 
par  o^f^"^'' ■■••■'■"^lccoefficienlde(-A)-dansA,/ ■'■'•■'■"  ■■•'^•'  A 
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D'autre  part,   nous  désignerons  par  d"  le  coeflicient  de  (— }.)" 
dans  D(X)  et  par  d'^l'^'  .t„...,.r,/\   ^^  coefficient  de  ( — A)"  dans 


■  >  y; 

Démontrons  que 


D 


X|.    X^f    ■   ■  •  »    '''q 


X)  =  lin,  A„(""-^''  •••'•'■">.) 


On  démontrerait  la  formule 

D(X)  =  li'"  A„(/.) 

de  la  même  manière  en  faisant  y  =  o  dans  les  raisonnements  qui  vont 
suivre. 

Remarquons  (|ue,  en  vertu  du  théorème  de  M.  Hadamard  sur  la 

valeur  absolue   d'un   déterminant  ('),  (  —  \y  ofA^^'^''  "  ''^'']    et 

Vy..y-2,  ....7,,/ 

(— A)''(/'^(     "    -'■"■'    '' I  sont  moindres  en  valeur  absolue  que 

"°- ^! ' 

terme  général  d'une  série  à  termes  positifs  convergente  puisque 


lim  il2±l=  lin,  |/.|.\u/(  n i \ 


"-^ï  V'CT  -i-  7 


BJ  • 


o. 


On  peut  donc  déterminer  tn  suffisamment  grand  pour  que,  quel  que 
soit  «,  on  ait  simultanément  les  deu\  inégalités 


(28) 


)      \7i,  vj .-,17    -^  V/i,  jî.  •■■- V,; 

I      Vji-  .'-2.  •  •  ■ .  V7 1  /    -^  x.»''-  yt-  •  ■  ■ .  .>'-// 


=  -' 


(' )  La  valeur  absolue  d'un  délerminanl  d'ordre  bj  dont   lous   les  élémenls 

rr 

sont  <;M  en  valeurabsolue  est  inférieure  à  MPui  -  (liullctin  des  Sciences  matlié- 
matifjues,  1898,  p.  2^0). 


2^8  en.     PLATHIER. 

£  ('laiil  une  quantité   positive  aussi  petite   que    Ton    veut    donnée  à 
lavauce  et  A  ayant  une  valeur  donnée. 

D'autre  part,  il  résulte  de  la  définition  inènie  de  l'intégrale  définie 
(pion  pourra  déterminer  //  suffisamment  grand  pour  rpie  les  ro -i- i 
inégalités 


(->) 


..  j-. 


y?/  \Jn  .>■ .Yi 

('■=0,  I,  2,  ...,  ro) 


3nj  ■ 


soient  vérifiées  pour  une  valeur  de  X  donnée.  Ces  dernières  inégalités 
entraînent  la  suivante  : 


(?-!)) 


1=CT 

V 


(-'■: 


\J'l,  J2,     •   ■  ■•   ,'-7/  Tl  Vyi-    /î:     •  •  •  •   JvJ 


Des  inégalités  (28)  et  (29)  résulte  l'inégalité 


I) 


J'i-  „'■. 


,r,,  a-2, 
.'1.  J2> 


<£ 


pour  n  suffisamment  grand  ;  d'où  IV'galité 


lim  A,, 


■  î  -^q 


V,,  r. 


>.     =0 


C.  O.  V.  1). 

o.   Appli(pioiis  iiiaiulenant  la  formule  (24)  au  déleiniinant 


y^r-. 


^y-i 


en  prenant  pour  /■,,/•.,...,  z",^ et  .v,,  .s^,  .. .,  s,^la  combinaison  1,2,...,^, 
on  obtient 


'*'l  J   '^2  t    •  •  •  *    J^  t 


/.•   J2,     ••••.V7 


>.[A„  (>,)]''-'  = 


A„(--,|/,)    A„(f7|).)      ...     A„  (;>().) 
Faisons  maintenant  croître  //  indéfiniment  et  appliquons  le  théo 
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l'onie  d'Hilbert,  nous  obtenons  la  forniulo  que  nous  avions  en  vue 


(3o) 


'  Vi.  V. r„      I 


D 


.)'i 


>.)      D     - 


D 


.V'i 


■'■) 


or- 

ri 


et  dont  nous  nous  proposons  de  faire  un  important  usage. 
Ecrite  sous  la  forme 


(3>) 


D 


^ \  y  ^^t    •••)•'-'/ 


■') 


y»/'- /'/ 

3e(.r„y,,>.)     5C(x„7„).) 


:D(>) 


ac(x,,j,,,À) 


3e(x,„v„>.)     X{.v,,y,,l)      ...      3C(.r„,v,„).; 


elle  donne  V expression  a/^n-firù/tie  des  ntincurs  de  la  délevini liante 
en  fonction  de  la  délerniinante  et  de  la  résoh'ante. 

6.  Comme  applicaliuii  immédiate  de  la  formule  (3o),  calculons 
l"e.\piession  de  la  résolvante  5e(.P,  y^  A,  u.)  relative  au  noyau 
ac(.x-,^',  a)  et  au  paramètre  \i.. 

En  vertu  de  fSi) 


3C{.r,  y,  l,  il) 


-  •  ,  -«rr 


f.e  terme  en  X^^u,^^  du  imiiiéralcui-  ;i  [xmr  coefficient 


Journ.  de  Math.  (6'  série),  lonie  IX.—  Kasc.  III.  igiS. 
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el  le  leriiiL'  en  }.'^'  ij.":  du  dénominalciir  a  pour  coefficicnl 
On  voil  donc  (jue 


K(.r,.v,)„^)=^ 


c'esl-à-dire 

(32) 

formule  bien  connue. 

7.    (  lonsid('M'ons  la  fond  ion 


y^i-.r(K^y.r  r,^^  r  ,^ r  ,,^,J  ■'-= ^^\ 


.1C 


•''i-  -î'»- ■'V 


D 


l\  = 


,1',,  Vî,  .  •  .,.)„ 


D(/.) 


relative  an  noyau  II  (.r,  k)  el  au  paramètre  A;  désif^nons  jiar 

la  même  fonction  relative  au  noyau  3C(x,  v,  a)  et  an  païamètre  a. 
Il  résulte  des  formules  (3i)  et  (32)  que 


(33) 


généralisation  de  la  foi-mule  (32). 

S.    I^"i''i;alité  (  3o)  est  un  cas  particulier  de  l'égalité 


uf"""^- •••'""■' =^""= "'-b;)  Df"""^----'"H>,')i" 

Vyi'.Vî,  ....v,,;  (3,,i3, ?>/.\    J   _     Vpi,!^.. .Ô/.i    /J 


Dl 


.,  ,r,/,  K,,  î(2,  .  .  .,  a/, 
.r,.  tz,.  Ko,  .  .  .,  a/, 


Vjopi.tS..  ■.•,f3/,- 


)      ■•■ 


1) 


.r,,  a,.  «2,  •  •  ••  5«/i- 

."■,-i3,.,s2 (3a  rv 


:h) 


D 


•'■-r  ^1-   ^2 2!/, 


.)'lJ    (3i,  Jîoi    •   ■   •  ■   fi'c 

uni  s'clahlira  de  la  même  façon. 


.r,,.  x^.  y.,, 

.'  '/i  r^P  p-2- 


■  1  iJ/, 


MINEURS     IIK    I.\     fONCTIO.N     DKTEH.MINANTE     UE     Klii;  [IHOI.M . 


CHAPITUK   II. 

SUK    L'onDKE    DES    l'ÔI.ES     DK    LA    llfiSOLVAXTi;    DL.N    NOVAf     DONNÉ. 

9.  Théorème  I.  —  Si  I\>ii  considcn-  firux  noyaux  urlliDiionaux 
H'(x-,  y)  et  \{" {x,y),  le  ininciir  d'ui-dn'  q  de  la  di'tfiiiiliKiiilc  D(A) 
du  noyau  H  (x,  y)  =  M'  {x^  y)  -+-  H"  {x,  y)  est  fonction  linéaire  et 
homogène  des  iniitcur.s  d'ordre  o  à  q  de  rliarune  des  dcterniinantes 
D'(  A)  ''/  D"(  A)  des  noyaux  respectifs  H'(x-,  y)  et  H"(a;,  y).  , 

En  effet,  en  verln  de  la  forinnle  (3i)  et  des  propriétés  des  noyaux 
orthogonaux  (n"  2), 


(34)    D 


Xx,  X.,,    .  .  .  ,  X,f 

—  D'{l)D"(l 


X'{x,._yx.l)  +  X"{xt,j„l) 
X'{x,,,yx,l)^X"(x,,,y,J.) 


X'{x,.y,,.l)  +  X"{x,„y,,.l) 


Le  déterminant  du  second  membre  peut  se  décomposer  en  2'  déter- 
minants. Si  nous  faisons  cette  décomposition,  nous  obtenons  une 
somme  de  termes  de  la  forme 


D'o.)D"a) 


3C'(x„j„/.)       ...       X'(x„y„,l)      X"{x„y^+„}.)      ...      X"(x„y,,r/.) 
3e'(.r,,.  .)•,,/.)       ...       K'(.r,„ /„,>.)      X"(x,,,y^,,,l)      ...      X"  {x,,. 


>■) 


une  permutation  quelconque  des  variables^,,  y^,  ..., /^  pouvant  être 
substituée  à  la  permutation/,,  y,,  ...,  y^- 

En  développant  le  déterminant  du  terme  précédent  par  rapport 
aux  cj  premières  colonnes,  d'après  la  règle  de  Laplace,  on  voit  immé- 
diatement, en  vertu  de  la  formule  (3i),  que  ce  terme  est  une  somme 
de  produits  de  deux  facteurs  dont  l'un  est  un  mineur  d'ordre  ci  de  la 
déterminante  D'(X)  et  l'autre  un  mineur  d'ordre  y  —  rn  de  la  déter- 
minante D"(X).  En  faisant  varier  ro  de  o  à  q,  on  démontrera  donc  le 
théorème  I. 

10.  De  plus,  en  vertu  de  la  règle  de  Laplace,  on  \oil  (pie  le  second 
membre  de  (34)  peut  être  formé  de  la  façon  suivante  : 


232 

Soient 

(0 
(y) 
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J^^     Jt 


Jt 


deux  permulalions  simples  quelconques  des  nombres  i,  2,  ...,  «y  et 
soient  /,  j  les  nombres  d'inversions  respectifs  de  ces  permutations 

"-^    OC  !  5!         \  j^,,  j^.,,  . . . ,  jy__    7       Vj/.^,-  Jy„+: /y,     /  ' 

la  somme  du  second  membre  étant  étendue  à  toutes  les  permutations 
simples  (/'),  (y)  et  à  toutes  les  valeurs  des  nombres  entiers  positifs  ou 
nuls  a,  ^  tels  (jue  a  +  ^  =  çr. 

11.   Corollaire.   -  La  règle  précédente  se  généralise  facilement  si 
l'on  suppose 

lI(.r.,))  =  H'(.r,,>  )  +  W  {X,  y)  +  .  .  .+  \V'^\x,y), 

les  0  noyaux  composants  H(i-,  j^)  étant  orthogonaux  deux  à  deux. 
On  a  avec  la  notation  précédente 


D 


x„ 


y^•y■^ 


t.   = 


(-•)'■ 


^a\p\...<j\z\ 

xD'    f-'.'-'V- 

.  •'•'. 

A 

V.ry..,VyV  ■• 

'.>V. 

/ 

xD'  (      "-"'      ""' 

•  •  • .  ^...? 

'•) 

\ry«,'yy.+,' 

•  •  -'Jy...? 

/ 

X 

X  D'*'  (  ■^'"•+?'^--"'+'- 

'a+p+...+ff+2'    '  * 

.-•n. 

\./  ya+g+...-»-ff^-l 

J'y«4  p 

-♦-...+«-( 

:'  ■ 

•^ry, 

.). 


La  somme  du  second  membre  est  étendue  à  toutes  les  permutations 
(/)  et  (y)  et  à  toutes  les  valeurs  des  0  nombres  entiers  positifs  ou 

nuls  a,  j3,  . . .,  T,  -:,  tels  que  a  +  p+...4-a--)--:  =  </. 

12.   rnKOKKMK  IL  —  Etant  donne  un  noyau  II  (f,./)  ==  lie  (■^"jj')  f>)i 
somme  de  q  noyaux  canonirjurs  relatifs  au  nombre  fondamental  c 
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(n"  2),  le  mineur  d'ordre  q  de  la  déterminante  D(X)  de  ce  noyau 
n'est  pas  identiquement  nul  pour  A  =  c. 

On  a  vu  (n°  2)  que  la  déterminante  1)''"(X)  du  noyau  hf(x,  y,  o)esl 


Il  résulte  de  là  et  du  corollaire  précédent  que  les  termes  qui  ne 


contiennentpas  (A  —  c)  en  facteur  dans  D  (     "    ^' 

...  v^'i'  y^- 

compris  dans  la  somme 


A     sont  tous 


v(_i),+yD(" 


■^', 


l     D(-) 


.r, 

y,-. 


(i)  et  (j)  étant  les  permutations  définies  ci-dessus,  et  cette  somme 
étant  étendue  à  toutes  les  permutations  simples  (i),  (j). 

Par  suite,  efi  se  reportantaux  formules  (21)  et  (22),  on  voit  que  les 
termes  en  question  sont  tous  compris  dans  la  somme 


c'' 


P(a)    désignant   le   produit  des  constantes  a^'    (0  =  i,2, 
T]  =  I,  2,  ...,  «9-  i). 

Cette  somme  peut  s'écrire 


.,q    et 


S  = 


P(a) 


cl' 


X 


|3i,'.'(7.)     (3LV(J.) 


PM'Ov;)    p\K(y.,) 


!3i;j'{v,) 


Je  dis  que  les  deux  déterminants  qui  entrent  dans  cette  expres- 
sion ne  sont  ni  l'un  ni  l'autre  identiquement  nuls;  car,  si  le  premier 
par  exemple  était  identiquement  nul,  on  pourrait  déterminer  des 
constantes  a,,  a.^,  .  ■ ,  <i,,  non  toutes  nulles  et  telles  que 


a,  3(,'  (.!■)  -h  a,x\'''(.r)  H-  ...  -I-  a,,a','"(.r)  =  o. 


2j4  cii.   rL.vruiKH. 

Or,  ceci  esl  impossible,  les  fonctions  a'f'(.r)  formanl  avec  les  fonc- 
tions b'fXy)  u"  système  biorthogonal  ('). 

S  est  donc  différent  de  zéro  et  cette  proposition  ontraino  Ir  lln'o- 
rème  II. 

15.  Tiii.oiiKMi.  m.  —  Étant  donné  un  noyau  /i,.(.r,j,  o)  somme 
de  q  noyaux  canoniques  relatifs  au  nund>i e  fondamental  e,  le 
mineur  d'ordre  ^i  <iq  de  la  déterminante  D(^Xj  s'annule 

fois  pour  \  --  e,  si  l'on  suppose 

«li  «2=-  •  ■=  "•/■ 

Nous  fixerons  les  idées  en  supposant 

«6-;=  "fl-,+i  =  .  .  ■—  «0=  «0+l  =  -  •  •=  «o+y, 
/(0+y>  nfi+j+ilfK^^j^^-l. .  .'In,,. 

Soit,  d'autre  part, 
(,/)  //,,     //.,,     ....     f/,, , 

une    combinaison    simple   quelconque    /  h- i    à    / -t- i    des   /  +  y  +  i 
nombres  (0  —  /)(0  — /  +  i)---(0  +y)- 

Le  corollaire   du   lliéorème  I  montre  que  les   termes  de  moindre 

degré  en  (c  —  A)  dans  D  (    "    '' X  j  sont  donnés  par  l'expression 


\y\,  y-.,  —  yo 


E=(,_M  '"     ""    ^       'Vd-') 


'■/  -^  VJ'm  J2-    ■  •  ••,)0 

I  "  I 


le  terme  sous  le  signe  V  désignant  le  mineur  d'ordre  0  de  la  déter- 
minante du  noyau 

li[}\.r,r,  o)  -I-  h[^'{.r,y,  o)  +  .  .  .  +  /(',°-'-"'{-J',,r,  ") 

-t-  /(',"'' (.r,)'.  o)  +  /(;"''(j-,  j,  o)  -)-.  .  .4-  li'l'-*''{a\y,  o). 

et  la  somme  V  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  (//). 

{')    Voir   à  ce  siiJl'I    Lai.hsc.o,   liilrodiiclion   à  lu  tliéoric  des  vi/iiii/i<i/i.'<  inlé- 
grales,  p.  35. 
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Cette  somme  ne  saurait  être   identiquement  nulle  pour  A  =  c.  H 

résulte  en  effet  du  théorème  II  que  D'"'(  ■^"  ■^*'  '  ■''^'M  a  )  contient    un 

\7i.yî,  ■■••/ol  / 
terme  non  nul  pour  A  =  c,  lequel  est  le  produit  d'une  constante  par 

le  produit  de  deux  déterminants  non  nuls 


X 


S!',>'(X,) 

a',"(^v) 


a'?-'-"(j:,)      «',"'(^,) 


Par  suite,  si  la  somme 


Wrr,"(77)  ?:„.;(  j,) 


y,".+.'(x,) 

a,"'+''(j:,,) 

t5«;;r;;o'.) 


était  idenliqucMneiil  nulle,  il  existerait  une  relation  linéaire  à  coefli- 
cienls  constants  a,,  a.,,  . . .,  «(,+>  non  tous  nuls,  tels  que 

rt,a,''(x)  +  (7j3c',-'(x)  -H. .  .-!-  rte_^^ a ''■'+•" (x)  =  o. 

ce  qui  est  impossible  en  vertu  de  la  hiorthoçonalité   des  fonctions 
a'.V)et?nr). 

On  voit  donc  que  E  est  divisible  parla  puissance  /?o+,  + «r,^.2-f-...^-«^ 
de  (X  —  c)  et  n'est  pas  divisible  par  une  puissance  supérieure.  Le 
théorème  III  en  résulte  immédiatement. 

14.  Nous  sommes  maintenant  à  même,  pour  un  noyau  donné,  de 
préciser  la  signification  de  l'ordre  des  pôles  des  résolvantes  canoniques 
composant  la  partie  du  noyau  relative  à  un  nombre  fondamental. 

Soit  un  noyau  H  (•*",;)')  tel  que  pour  A  =  c  sa  fonction  déterminante 
s'annule  p  fois  et  tel  que  le  mineur  d'ordre  0  de  cette  déterminante 
s'annule  p<^  fois. 

En  vertu  de  rorthogonalilé  de  la  partie  hci^x,  y,  o)  du  noyau 
H(x,y)  relative  au  pôle  c  et  de  la  partie  H(a;,^)  —  h^.(x,  r,  o),  il 
résulte  du  théorème  I  que  les  nombres  p  et  /)o  sont  les  mêmes  pour  le 
noyau  h^.(x,  y,  o  )  que  pour  le  noyau  II (x,  y). 
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Si  donc  h,.(x-,y,K)  est  défini  par  les  égalités  (21)  et  (22),  on 
déduira  des  théorèmes  II  et  III  les  égalités  suivantes  : 

IU  =  J),       — /'î, 

(35)  (  «o=/yo-i  — /'6, 

) 

p,,=  o. 

Ces  égalités  définissent  les  ordres  des  pôles  des  résolvantes  cano- 
niques. 

Par  analogie  avec  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires  d'un  déter- 
minant dont  tous  les  termes  sont  fonctions  linéaires  d'un  piiranièlre  A, 
nous  traduirons  les  égalités  ci-dessus  en  disant  que  :  les  ordres  des 
pôles  des  résolvantes  canoniques  sont  les  exposants  des  diviseurs 
élémentaires  de  la  fonction  déterminante. 

lo.  Il  est  notable  :    i"  que 

P>p,>P2>--->p.j-t    ('); 
2"  que 

De  cee  inégalités  et  des  égalités  (3.5)  résultent  un  certain  nombre 
d'inégalités  intéressantes: 
1°  On  a 

d'où 

/>o-i=«o  +  7  — 5; 

celle  inégalité  a  été  donnée  par  M.  B.  Heywood  pour  0  =  i. 

La  somme  du  genre  d'un  nombre  fondamental  et  de  son  ordre 
comme  pôle  de  la  résolvante  est  inférieure  à  son  degré  de  multiplicité 
comme  zéro  de  la  déterminante. 

1°  Comme //|>/<^, 

/'  — /'i  'Pv    I- 
(')   Voii-  à  ce  sujet  B.  Heywood,  Thèse  déjà  citée. 
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Un  iioiiilxc  fondamental  de  genre  y  est  un  [xMe  de  la  résolvante 
d'ordre  au  moins  égal  à  son  degré  de  mulliplicilé  comme  zéro  du 
mineur  d'ordre  q  —  i  de  la  déterminante. 

3°  Comme  «fj£//(j-i, 


d' 


/^o-i  -/'9  =  /Jrj  — /'o+i. 


ou 


p^= 


■   /'0^l^-/'0- 


Ija  multiplicité  d'un  nombre  fondamental  comme  zéro  d'un  mineur 
d'ordre  0  de  la  déterminante  est  inférieure  ou  au  plus  égale  à  la 
moyenne  arithmétique  des  multiplicités  de  ce  nombre  fondamental 
comme  zéro  des  mineurs  d'ordre  0  —  i  et  d'ordre  0  +  i . 


DEUXIEME  PARTIE. 


SIJU    LES    SYSTEMES    D  EQUATIONS    INTÉGI'.ALES    LINEAIRES. 


16.  Dans  cette  seconde  Partie  nous  nous  proposons  d'étudier  les 
systèmes  d'équations  intégrales  linéaires  du  type  suivant  : 


(3r.)    V 


«p(*-) 


—  c^{j:)     (^  —  1,0.,..., m), 


OÙ  a^.,(j:),  l\,,,(^x,  s),  c^i^.c)  sont  des  fonctions  bornées  et  intégrables 
dans  le  domaine  o5a;ji,  o5s5i;  Xun  paramètre  donné  et  0^(a;)  des 
fonctions  inconnues  que  l'on  se  propose  de  définir  dans  le  domaine 
G  5  X-  <  I . 

Considérons  le  déterminanl 

rt|,(.r)  ...  <7, „,(./■) 

a,|,^{x)      ...      «„,,„(. Z-) 
et  supposons  qu'il  nesoitpasidonli(|ui'm('ul  nui  dans  le  domaine  o5^'=  i 

Journ.de  Math,  (li*  séi'ie  ),   tumo  I\.  —  l'asc.  III,  r^io.  JJ 
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et  ne  s'y  annule  que  pour  des  valeurs  de  ic  isolées  cl  en  nombre  fini. 
Faisons  pour  un  instant  l'hypothèse  (jue  les  fonctions  O^^x)  aient 

été  remplacées  par  leurs  valeurs    sous    le    signe  /    et  résolvons   le 

système  (3())   comme   un   système    d'équations   linéaires   en    0,  (./•), 
0,(x),  ...,.6,(x-). 

Nous  obtenons  le  système  é(piivalenl 

k{x)0^{x)—f^{x)+iy^    f  K^^{x,s)B,{s)ds         (p.  =  i,2,  ...,m). 
Posons 

et 

(37)  ï%iflil  =  H,.(.,.,). 

La  résolution  du  système  (36)  est  équivalente  à  la  résolution  du 
système 

■'  =  '"    ,.. 

(3S)      (p„.(.r)=/,,(.r)  +  >.y    /     ll,,,,(,r,.ç)9v(.«)rf.s-  (fz  =  l ,  9.,  .  .  . ,  m  ). 

V  =   1  "    " 

Fredholm  a  montré  (pie  la  icsoliilion  du  syslèiiw.  (38)  peut  ûlve 
ramenée  à  la  lé.solulion  d' une  équation  unique.  Pour  cela  il  pose 

[  oc  —  fA  -h  I 

M(a-,  ,ç)  =  II„v(.T  —  a  +  i,,ç  — v  +  i),  pour  o  <  <  i, 

(39)     .  ^^   -V   +. 

(  /(^)  =/|j.(''— P■^-^)^  pour  o<  X  — p.  + I  <i, 

et  considère  l'équation 

ll(a-,5)9(.)./i-=/(.r). 

0 

A  toute  solution  9(./;)  de  ( '(o)  valable  dans  le  domaine  o^ a; 5 «i 
correspond  une  solution  du  système  (38);  elle  est  définie  par  les 
é^^ndités 

(40  9(-^)  =  ?iJ.(-^  —  F  +  ■)>  poui-o<j:  —  |ut  +  i<i. 

Réciproquement,  les  égalités  (4t)  montrent  qu'à  toute  solution  du 
système ( ')8j  valable  dans  le  domaine  o  5. r '5  i  correspond  une  solution 
de  l'équation  (4o)  valable  dans  le  domaine  o^ay^m. 
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La  résolution  du  système  (38)  est  cIquc  équivalenlt-  à  la  résolution 
de  l'équation  (4o). 

Or,  l'équation  (4o)  est  de  troisième  ou  de  deuxième  espèce  suivant 
que  les  fonctions  A(.s  — v-l-i)  s'annulent  ou  non  dans  l'inter- 
valle o  <  5  —  V  +  I  <  I ,  c'est-à-dire  suivant  que  A(s)  s'annule  ou  non 
dans  Fintervalle  ()  ■<  .V  <;  I . 

Nous  dirons  également  (]ue  le  système  (36)  est  de  troisième  ou  de 
deuxième  espèce  suivant  cjuc  A(s)  s'annule  ou  non  pour  s  cf)mpiis 
entre  o  et  i. 

CHAPITIIE  m. 

SUR    LES    SYSTÈMES    d"ÉQUAT10>S    INTÉGRALHS    LnÉAIRKS    HE    DKUXIÈSIE    KSl'IiCE. 


17.  Nous  allons  discuter  complètement  dans  ce  Chapitre  le  système 
d'équations  (38)  en  supposant  que  f^,(x■)  et  E^,.,{x,y)  sont  bornés  et 
intéerahlcs  dans  le  domaine 

Nous  conviendrons  de  représenter  par 


ItV-uV; M-,,/     "' 


'V|.  V-.  ...,  V,, 


le  détcrminaiil 


•^1  )  -^'21 


7i'.r-i' 


'7'. 


H;j.„v,(-f-i,.v,)      ll|,,.v,(.r,,  vo) 


H|x,,,v,(-r,/.  ,r,)     \ii,..,.;,{^<„  y^) 


H|.,.v,,(.r,. /,,) 


Si  l'on  se  reporte  alors,  d'une  part  aux  égalités  (39)  et  d'autre  part 
à  l'égalité  (5),  on  voit  que  la  déterminante  D(a)  de  l'équation  de 
Fredliolm  (40),  à  laquelle  le  système  (38)  est  équivalent,  peut  s'écrire 


0  à   l'oo 
a, h / 


,(   r.ch.      h  fois. 


I         l         I  II         II  1.1 1.2.2 'i,   ....   111,111 //l/"'21'-     ' 

f/s,  j      '/s,...   j      r/.Snll|, ,jj j „,  „, ,„  ( 


n  fois,      h  rois 
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avec  la  condilion  m  =  a  -h  l>  -h. .  .-h  f  et  la  somme  doit  être  étendue 

à  lOLiles  les  valeurs  possibles  des  entiers  positifs  ou  nuis  a,  h,  c,  ...,  t. 

Nous  dirons  que  D(X)  est  la  fonction  déterminante  du  système  de 

noyaux  H^,(.r,  7). 

De  même  quand 

.r  —  iji  +  I 
o<  '^  <I, 

Y  —  V  -t-  I 

le  mineur  du  |)rLMnie[- ordre  de  la  déterminante  de  l'équation  (4o)  a 
pour  cxprossidii,  en  \crlu  de  (3())  cl  de  (G), 


(43) 


Dr 


l\=   V 


iiT^/'^\/"^--/''^^ 


a  fois.      U  fois. 


,,|i,l.l I,  2.2 2 m,m,....m  (  •^'  •*!•  -^2'    •  ■  ■  1  '■'n   \ 

^"•',1,1 1.2,5 2 m,/" "*  \  y     ç       ç„  il 


a  Tuls.      />  fui!i. 


Nous  (lirons  quclcs  fonctions  D!^(       A  \son\.\c^  niincms  du  premier 

ordre  de  la  déterminante  1)(A). 

La  relation  (3o)  va  nous  permettre  maintenant  de  donner  une  défi- 

iiilion  du  mineur  d'ordre  ci,  D( 

\yu.Yi, 

de  l'équation  (4o)  pour 


\  \,  de  la  délermiiianlc 


o  <  <  1. 


■^1— Mi-Hi  x.,  —  U2-1-1 

o<  '^  <i,        û<     -  <i, 

Jl  —  V,    -I-  I  J2  —  V,    -t-   1 

Cette  fonction   | )''"''•' ^■•f(  '  "'  ^'    •   '■  ''  \,(n,e  Ton  sait  être  entière 

'';■'■' "Aji.  J2;  •••,/7/ 

en  )>,  [)cut  être  définie  par  la  relation 

/',r,,.r,,  ...,.T,i 


(44)        D5:;:t::;:^:; 


■/.   [n(>-)]"-' 


Dv^; 


\>-. 


'  \/i 


'3 


1)!^' 


Dv,; 


D  ■ 


"  V.r, 


i>!;;' 


J2 


D'-' 


V'v 
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2()I 


es 


Nous  dirons   que   les    fonctions    D""'"' i^,/ •''"  ■^'^  •  •  •• -^'z  X)  sont  1 

mineurs  d'ordre  q  de  la  déterminante  D(}.). 


18.  Ceci  posé,  nous  sommes  à  même  d'étudier  complètement  le 
système  d'équations  (38)  en  suivant  pas  à  pas  les  résultats  obtenus 
concernant  la  discussion  de  l'équation  unique  de  Frcdholni  (n"  I),  en 
étendant  ces  résullatsàréquation(4o)  par  substitution  desliuiites(o,  ni) 
aux  limites  (o,  i),  puis  en  tenant  compte  des  relations  (4')- 

On  obtient  finalement  les  résultats  suivants  : 

D'une  part,  la  fonction  déterminante  D(a)  et  ses  mineurs  du 

^  premier  ordre  DN       Àj  satisfont  aux  relations  caractéristiques 

D(o)  =  i  (^5') 


(45) 


^.  =  m 

-  V 


■^0 


ds 


(46) 


r>^[ 


(  X 

y 


(43') 
l\ds    (46') 


Hp,,(x.  j)  D().)  =  À  y    r  Hu„(.r.  s)  Di  (  ' 

=  ^21/  H,v(.v.y)D>;(^-J  l)d,  (46') 


D'autre  part  : 

1°  Si  D(7.)  ^  o,  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que  X  n'est  pas 
un  nombre  fondamental  du  système  de  noyaux  H^  .,(x\y),  le  système 
d'équations  intégrales  linéaires  (38)  admet  la  solution  unique 

(4:)  o^(x)=f^(x)  +  i^  f  x^,,{x,s,i)/,{s)ds, 

X.^L,v{x,y,  A)  étant  la  fonclion 


D!f 


(48) 


JC^.,v(j',   >•,>.)  = 


in>) 


Il  résulte  des  relations  (,^6)  ipie  les  fonctions  K^^.,(x,y,  X),  dont 
l'ensemble  est  le  système  de  i-ésobanles  du  système  de  noyaux 
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H^v('i',^'),  satisfont  aux  deux  syslrmes  de  relations 


(49) 


-ll^,.(.r,v)H-3Cj,„,(.r,j,X)  =  /.V    /     H,,,,(.r,.)3C,,v(.s-,.)-,X)r/.v     (49') 

=  ),^   /     ll,,v(.Sj)3ep„,(,r,i,À),/^     (49") 

2°  Si,  pour  A  ^  c,  D(A)  est  nul  ainsi  (juc  tous  ses  mineurs 
(Toidres  1,  2,  . . .,  y  —  1 ,  un  de  ses  mineurs  d'ordre  «y  étant  dillerent 
de  zéro,  par  exemple  le  mineur 


D 


Vi,  V, v„ 


IJ-l.lAs,.    ..il,  /   ■■'^11     ''2 '■'/ 


.ri-,. y,.  ■ .  -y  y,/ 


') 


ce  que  nous  exprimerons  en  disant  cpie  c  est  un  nombre  fondamental 
de   irriirc  q,   les   deux  systèmes  d\'q(iatio/is   inléi^fales   linéaires 


hoino:sèiies 


/«), 


(5o)       9p,(.r)  — )l^    /     l\^i_,,{jr.s)rD,,{s)cts=zo  (|/=:I,2,. 

(5i)         4.,,(/)^  ^V    ^    llj^, ,(,.,. )^|;.(5)r/.VZ=0  {V  =  l,2,.. 


dits  systèmes  associes,  admettent  respectivement  les  y  solutions 

J"i,  ■'■2, ''o-i,  ^p.  •'"0+1,  •  ■  -,  -y, 


(52)    ' 


(53) 


+v(/)  =  'n°'(y)  = 


ni'-i'i*> 

'^-'i.-') V|,_,.V.V|| 


'\.''l.. >'•.!,    ■■•,77         / 

(9  =  1.2,...,?), 


r,,  j,.  .  ....i-fj-,,.'-- jo+i-  ■  •  ■ , .}',, 


ni-^i.^ [J-,/ 

'^''1,  V, V, 


(9  =  1,2,    ...,?). 


Si  Ton  pose 


<Po(j;)  =  a>j]!'(.r)  |i.uir  o  <  ^  —  fx -h  1  <  1, 
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les  q  fonctions  ^o^'^)  sont  linéairement  indépendantes,  ce  qui  revient 
à  dite  (|u'//  ne  peut  exister  une  même  relation  linéaire  à  cofj/icients 
constants  non  tous  nuls  a,,  a.,,  . . .,  a^ 

a,  *[,!'(.r)  -ha,%'  {x)-h.  . .+ a.^^P'^  {jc)  =  o, 

vérifiée  quel  que  soit  x  compris  entre  o  et  i  pour  les  m  valrurs  i, 
2,  . . .,  m  de  r indice  ix. 

Nous  exprimerons  ce  fait  en  disant  que  les  q  solutions  (p'^'(^x)  du 
système  (5o)  sont  linéairement  indépendantes. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  le  système  (5o)  admet  q  solutions 
linéairement  indépendantes  (52)  et  q  seulement. 

3°  Pour  /.  =  c,  nombre  fondamental  de  genre  q,  le  système 
d'équations  (38)  na  pas,  en  général,  de  solution;  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  des  solutions  existent  sont  les 
q  conditions 

(54)  2/     'i''^'i^)M'')^i-^  =  o  (9  =  .,s.,  ...,ry). 

Ces  conditions  supposées  remplies,  toutes  les  solutions  du  sys- 
tème (38)  pour  A  =  c  sont  définies  par  les  égalités 


....  o^(.r)=/„.(.r)  +  cy    /     K„.,(^,i)/,(i)r/.ï  +  Vaq$|Ji(^) 

I  (u  =  i,2,  ...,  m), 

OÙ  K(i  ^(.c,  y)  désignent  les  fonctions 

nl^l^-l^' V-n  l  ^'  -^i'  -^î-  •  •  •'■'"?|  „  \ 

(56)  K,.,(,r,y)=  Vv,J-.,V.        >vl    y, 

D^::t:::;ï:(   "  "■■■    "U 

et  où  les  a,)  sont  q  constantes  arbitraires,  les  mêmes  quel  que  soit  a 

19.  Les  résultats  de  l'étude  des  noyaux  et  de  la  résolvante  d'une 
équation  unique  s'étendront  également  aux  systèmes  de  noyaux  et  de 
résolvantes  d'un  système  d'équations  intégrales  linéaires. 


2()4  <:ii-    ri.ATiiiKiî. 

I)<^iix  systèmes  de  nr  noyaux  11^ v(-^,/)  et  K^,^(a;,  v)  seront  dits 
ortliogonait.c,  s'ils  satisfont  aux  deux  systèmes  de  conditions 


(5-) 


V     /      H|j..,(.r,  .s)k,,,,  (5,  _)-)rfi  =  0 

,  =  /" 

2/    H/,/ (-s,/)  l"^!*,,  (■2-, . «)</*  =  o 


V 

'u                                                                    /n  =  1,1,  ....  m 
,1  \  '■'  =  1,  2, m 


Si  un  système  de  //r  noyaux  U^^_.,(a\y)  donné  est  tel  (juc  rliarun  de 
ses  noyaux  est  la  somme  de  deux  noyaux  de  mêmes  indices  u.,  v  de 
deux  systèmes  orthogonaux  de  nr  noyaux  composants  :  i°  la  fonction 
déterminante  du  système  de  noyaux  Hh,v(^',JK)  fst  le  produit  des 
fonctions  déterminantes  des  systèmes  de  noyaux  composants;  2"  les 
fonctions  résolvanles  3Cji,,;(x,  j,  X)  du  système  de  noyaux  li^.,(x,y) 
sont  les  sommes  des  fonctions  résolvanles  de  mêmes  indices  [x,  v  des 
systèmes  dé  noyaux  composants. 

Désignons  par //|ji,_,,,c(<',J)',  "/^j  lu  partie  de  la  fonction  méronu>i[ilie 
^[i.v (■*''>''  ^)  résolvante  d'indices  [j.,  v  du  système  de  noyaux  H^_v(.r,  jk) 
(pii  devient  infinie  pour  \  ^  c,  et  soient  r,  et  c,  deux  nombres  fonda- 
mentaux du  système  de  noyaux  TI,j. ,,(•', J')-  ^^'i  peut  poser 

.TC|,.,,(:r,y,  1)  =  /;p„v.,,(.r,  j,  >,)  4-  /;,,,v,,.,(  J^,  r,  >.)  +  /i^^y{x,y,  >,)• 

Les  trois  systèmes  de  m'-  noyaux  /i^j,,,^^{jj,y,  o)\  A^,,,,.  (.r,_y,  o); 
/<(j.„(^"jj'î  0)  sont  orthogonaux  entre  eux  deux  à  deux  et  admettent 
comme  résolvanles  respectives  h^^^,.^(x,y,\);  h^.,,._(.v,y,\):, 
li^.:(-'-,y,\). 

Finalement,  on  peut  étudier  séparément  les  paities  des  noyaux 
/t,iv,e(^,J',  ")  et  les  parties  des  résolvantes  h^^.,^c(,->^-,yi'^)  relatives  au 
nombre  fondamental  c. 

Soit  c  un  nombre  fondamenlal  de  genre  (^  annulant  yr>  fois  D(X); 
/<^v,t(-^"j  J'»  X)  peut  être  considéré  comme  la  somme  de  q  fonctions 


fj,     ,,^     .  ^ ,  _  ?ix.'v.«,(^^j)    ^  9|.:v.»a-i(-^,y)  ^       ^  ?ll'.'v.i(-g,.v) 


(c—l)"ii  (c  — X)"o   '         ■■'  c  —  l 

les    fondions  cp]îv,,    ...,  9*/,»    étant   diMinies  à  l'aide  des  constantes 
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arbitraires  a*  par  les  rolalioiis 

1  =  1 

'■  =  "1)-' 

(=1 

«I  + /Zj +  . .  .4- //,^  = /;  et  les  i  m  systèmes  de  fonctions  a.^^\(x)  et 
■p*,(y),  (|ui  existent,  quel  que  soit  le  choix  des  constantes  af\  sont 
tels  que  si  Ton  définit  les  fonctions 

af^x)  =  a'[S',(.r  —  jn  -t-  I  )  pour  o  <  .r  —  ;ji  +  i  <  i , 

M"{y)  =  ^t(y  -  V  +  .)  pour  o  <,.•  -  V  +  .  <  r, 

ces  ip  fonctions  a.f'(x),  j3f'(y)  forment  un  système  biortliogonal 
dans  l'intervalle  d'intégration  (o  —  m). 

h''^\,,.(x,  y,  o)  forment  un  système  de  //r  nuydu.v  canoniques 
d'ordre  «o;  /j*,,.(.r,  y,  À)  sont  dits  rêsolvaiitrs  canun'ujucs  d'ordre  /<(, 
de  ce  système  de  noyaux. 

De    plus,    la    fonction    déterminante    du    système   de   wr    noxaux 

Enfin,  si  l'on  appelle  po  le  plus  grand  commun  diviseur  des  expo- 
sants du  binôme  (A  —  c)  en  facteur  dans  les  mineurs  d'ordre  0  de  la 
déterminante  D(X),  on  a 


(58) 


/«,  =  p 

-Pu 

n,  —  p^ 

—  Pi. 

IK,  =  pi,_ 

i  —  pii- 

1                   .          J    .    . 

n,-p,,- 

1' 

/',,=  o. 

Notons  que,  pour  /  et  0  donnés,  l'une  au  moins  des  ///  fonctions 
af,(.r)  n'est  pas  identiquement  nulle  pour  o'Scc^i,  puisque  af'(.r)  ne 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  lonie  IX.  —  Kasc.  III,  i<)i3.  il\ 


2()G  cil.     l'I.M  llIKIi. 

siiui'iiil  cire   ideuliqucinciil  nul  oiilie  o   d  ///.   De  nir-iiK?,    iuiie  des 
m  fondions  ^^'~J){y)  n'est  pas  idenliijueiiienl  nulle  pour  o'iy^  i. 
On  ne  saniiiil  donc  d'une  part  avoir  simultanément 

ft. .  (  •'^'  y  )  =  ?v/. ,  (-ï^,  r  ) = . . . = <?:?;.v, ,  (  -r,  y  )  =  o. 

sinon  il  e.vistorait  une  relation  linéaire  à  coefficients  conslaiils  non 
tous  nuls  entre  les  fonctions  af'(ar),  ol'^'(x),  ...,  xf^(x),  ce  qui  est 
impossible,  celles-ci  élanl  liioilliogonales  au\  fomiioiis  ''^["(y), 
K(y)^  . . .,  '{i%(y)  dans  rinlervalle  (o  -  m). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  que  fii  rcsolvaiiti's  canoniques  an  nioins 
adrncltcnl  le  pùle  \  =  c,  et,  si  nous  désignions  |)ar  a, ,  v,  ;  a.,,  v^  ;  ...  ; 
[^m>  '^m  leurs  indices  u,  v,  ils  sont  tels  que  [j.,,  u...,  ...,  ij.„„  et 
V,,  Vo,  ...,  v,„,  sont  deux  permutations  des  nombres  1,2,...,  ni. 

Nous  traduirons  d'autre  part  les  éj^alités  (58)  en  disant  que  les 
ordres  des  pôles  des  résolvantes  canoniques  sont  inféi  leurs  ou  au 
plus  égaux  aux  exposants  des  diviseurs  élémentaires  de  la  fonction 
déterminante  ;  ils  sont  égaux  à  ces  exposants  pour  une  au  moi  ris  des 
m'-  résolvantes  canoidques. 

Nous  rcniarquerons,  enfin,  qu'en  vertu  de  (4-5) 

d\o«,\){l)       v^"  /•'         ,        ..     , 


donc  c  est  un  pôle  pour  T une  au  moins  des  m  résolvantes  ^^^,^{x,  y,  A), 

HT 


.,             .            .                           >i       •        1      1     d\os.D(l) 
car  il  est  necessaireinent  un  [)olc  simple  de '-p, 


CllAlMTIil';  IV. 

UKciiKiiciiii  i)i;s  kom:ïio.ns  imiincu'alks  d'im   >oyaL'   i»»nk 

A1)MI^T1■A^T     DKS    l'OI.KS    1)0>NÉS. 

20.   Considérons  un  seul  noyau  ll(./-,  \'),  et  conservons  les  nota- 
tions du  II"  U. 

Les   fonctions  a.'l'\x),   [if'(jK),  qn'  enirent  dans   la   formarKui    îles 
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noyaux  canoniques  h''!'(x, y,  o),  sont  des  fonctions  dites  principales 
relatives  au  noyau  ll(x,y)  et  à  son  nombre  fondamental  c. 

Dans  ses  remarquables  rccherclios  sur  les  é(]ualions  intégrales 
linéaires,  M.  (loiu-sat  (')  a  montré  (ju'on  peut  définir  de  la  façon 
suivante  Xcsfunctions  piimipalcs  : 

jetant  donné  nu  nmiilire  fondamental  de  genre  y  du  noyau  H(./;,y) 
annulant  /)  fois  la  (bl'lcrminante  de  ec  noyau  el  p-  constantes  r//_,  telles 
que 

«1.1 '■  «12  ■••  «l,r 


(60) 


A(/-): 


«., 


a, .A 


n. 


',,,2 


=  {x-r)>\ 


il  existe  des  fonctions  ç.|(.f),  ^^(.i),  ...,  '^/,(x)  satisfaisant  au  système 
d'équations  inléyralcs  linéaires  homogènes 

.1 

c  /     ll(.r,  .v)(pi  (.v)f/.v  — «,  ,  0|(.i-)  +  ï/,_,  ©.(J-)  -!-...+  «,,,,  »,.(-£•)' 

,g  ,    ,  C       1 1  (./-,. v)  V2  (•''■)  là  —  r/,,1  9i(^-;  +  «2.2  92( ■'•)+••■  +  «2,/'  ?/'(-^)' 


(.<)    ^/.S-    =    «,,,,     Cp,(.f)     +    '/,;,,    92(-i') 


''/•.;' ?/'(-^)' 


système  de  seconde  espèce,  puiscjue 


'/M 


en  vertu  de  (60). 

D'une  part,  cliacune  des  fonctions  9,(.r),  !p2(r),  ...,  9/,(t')  «'st  dite 
foiiclionpiincipalc  relative  au  noNau  H  (a-,  y),  à  la  variable  ,r  et  au 
nombre  fondamental  r;  d'autre  jiart,  l'ensemble  de  ces  p  fonctions 
constitue  un  groupe  priiicipaivcViiûï  mi  noyau  II  (a',  y),  à  la  vai'iable  j; 
et  au  nombre  fondamental  c 


C)  Ànn.   de  la  Fac.  de  Toulouse,  1908.  Mémoire  déjà  cilé. 


2(')8  en.     PLATHIER. 

Lorsque  l'on  connaît  un  groupe  principal  rrhilif  à  un  noyau 
H(a;,^),  à  la  variable  x  el  au  nombre  forulanienlal  c,  an  oblienl 
tous  les  autres  en  e/fectuant  sur  celui  connu  une  substitution 
linéaire  à  coe//icients  constants  dont  le  dclerniinanl  est  diffèr<'nl  de 

zéro. 

Nous  nous  proposons,  dans  ce  (  ilmpili  c,  dappliiiuer  les  lésullals 
du  n°  18  à  la  recherche  d'une  solution  d'un  système  particulier  (6i), 
el,  par  suite,  à  la  détermination  d'un  groupe  principal;  la  dernière 
jH'oposilion  (pie  nous  v(>nons  de  rappeler  nous  permettra  d'en  déduire 
tous  les  autres. 

21.  Dans  ce  but,  faisons  un  choix  particulier  des  constantes  af'  qui 
entrent  dans  les  formules  {'i'^.)  \  prenons-les  toutes  égales  à  c  et 
appelons  A|'*'(.r),  'Q'',''{y)  les  nouvelles  fonctions  principales  af'(.r), 
pf'(y),  correspondant  à  ce  choix  de  constantes. 

Nous  allons  former  le  système  d'' équations  du  type  (6i)  auquel 
satisfont  les  fonctions  Af'(«). 

Les  formules  (2r)  et  (22)  permettent  d'écrire 

;  =  „,.,    2    Af'(:r)Bt-(y)  . 

Si,  après  avoir  fait  A  =  o  dans  cette  égalité,  on  multiplie  les  deux 
membres  par  Kf\y)dy  el  intègre  entre  o  et  1,  on  ol)llenl,  en  vertu 
de  la  hioilhogonalité  des  fonctions  \f\x)  et  Bf'(y),  la  iclalion 

(f;:i)         c  /     /(,"'(./•.  s.  o)  \f{s)  rfs=\<^>{.r)  -+-  \f{.r)  +  .  .  .  +  Af'{.r). 

D'aiilre  jiarl,  posons 

•'(■î-,  y)  -/'.(•^,  J',  ")  +  '<(■'%,') 

=  //;."(./•, .)-,  o)  +  fllV{.r.  V,  o)  4-.  .  .  X-  h'^'\v,  y,  o)  -H-  K(.r,  r), 

les  q -h  1   noyaux  hf'(x,y,  o)  el  K{x,y)  sont  orthogonaux  deux  à 
deux. 
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Cette  orthogonalité  entraîne  les  identités  (') 
/    K{.v,s)h'J}'(s,  r,l)         ils  =  o, 

Ji     k^^'{x,s,o)h'!l'{s,  y,'i.)ils  =  o,         pniirBjp-O, 

quels  que  soient  x,  y  et  À. 

Tenant  compte   de    l'indépendance    des   fonctions   Bf'(^),   il    en 
résultera  les  identités 


(64) 


i    /    k(x,5)Af(i)        ds  =  o, 
i    f  /(?{a-,  s,  o)  \'',>'is)d.s  ~  o. 


Les  égalités  (63)  et  (04)  montrent  que  la  fonction  Af(x)  satisfait 
à  l'équation 

(65)  c  f  U(.r,5)A'^(i)rf5=:A',^'(.r)  + A*(a7)+...+  A*(a-). 

Eu  faisant  varier  0  de  i  à  q  et  i  de  i  à  «o,  on  oblicnl  p  relations 
qui  constituent  un  système  du  type  {%i)  auquel  satisfont  les  fonctions 
principales  A*(a;). 

22.  Considérons  maintenant  le  système  d'équations  intég;rales 
linéaire  homogène  du  second  ordre 

o,(x)  =  c/     ll(jï-,  .ï)  9,(s)  c/s, 
9,(.r)  +  (ù,(x)  =c  I    \\(jc,s)<»,(s)(ts, 

(66)       /  ;, 

9,(.r)  +  o.i(x)-h. .  .-t-  Oi{x)  —  c  I     l\{x,.<s)(D,(s)(ts, 


?i(-'")  -<-?-A-r-)  -»-...  +  «„, 


"^0 


cis. 


C)  Voir  Bryon  Heyvood,  Thèse  déjà  citée. 


CH.     PLATRIER. 


Si  l'on  suppose  «,  =  «2  =  - ••  =  '^9)   ce  système  admet  les  «r,  solnlions 
définies  par  le  Tableau  ci-dessous  : 


Sfilulinn^.  -^j. 
I  "■ ...  O 
■.).■■.  ...       o 


9"!— «0-     r"i— "0''*     ?«i— nfti'i-    'P"i^"0*'** 

o  A',"'  A*  A<.?i 


0 


I) 


3^... 


<t 


A'?'  \f 

o  A'?i 


A''" 

AlOl 
'^/lO— 2 

^/il)  — .1 


■■?".■ 

AlO) 
'Vu— I 

A((j| 


A* 


et  ceci  est  vrai  pour  0  =  i,  u,  . . .,  y.  Donc  le  système  ((>('))  aduict 

«I  +  «5  +  .  .  .+  /(,y  =;  /J  solutions. 

Ces  /)  solutions  sont  linéairement  indépendantes  dans  le  sens  donné 
à  ce  mot  (n"  18);  cela  en  vertu  de  Pindépendancc des  fonctions  Af  (x). 

Si  donc  l'on  considère  le  système  d^'iiualions  uilé^^rcilrs  limUtnc 
du  sccu/id  ordre 

9.,(.r)    =/j(.r)    +1  j    ll(.r,.0[9s{.s-)  — 9.('01"-^-- 
(67)  /  /•• 


r 


?«,(-'')--=.A„{.'-)  +"'.   /     II(.r..O[?.,(-0  -?„,-. (-01 '/-S 


lo(|uol  se  réduit  au  système  (()()')  |)our  >  =  r,  et 

A/  di''tri7>ii//(i/i/)'  df  ce  syslèmc  s'annule  pour  'k=--c  ainsi  <jue  tous 
ses  mineurs  d  ordre  i  àp  —  1  inclusi^'cmenl . 

23.  iNous  nous  proposons  d'établir  uiaitilciianl  (|uc  tous  les  mineurs 
d'ordre  p  de  cette  déterminante  ne  sont  pas  nuls. 

Nous  commencerons  pour  cela  par  exprimer  la  valeur  de  celte 
déterminante  1)(X)  et  celle  des  résolvantes  du  système  (G7)en  fonction 
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de  la  (lélLM'iniiiaiile  D,|(a)  cl  de  la  résolvante  3t(x-,/,  A)  du   noyau 
unique  de  Fiediiolm  II (x-,^). 

Supposons  que   A    n'annule   pas    D|,(A)    et   lésolvons   la  première 
équation  (Oy)  en  o,(.f),  nous  ojjtcnons 


S)  <ls. 


Remplaçons  es I  (.X')  par  cette  valeur  dans  la  seconde  équation  (G7) 
et  résolvons-la  cno2(j-'),  nous  obtenons 


Ji  ,1 

d^(.i\i,i):it{i,s,i)iU 

+  À  j     :\(L{.r,.s,}.)Ms)cis. 


/,(s)c/s 


En  opérant  de  proche  en  proche  et  désignant  [lar  //^{x,  y) 
la  (k  —  i)''™e  fonction  .itérée  de  la  fonction /(.x-,  j'),  on  obtient  comme 
résolvantes  du  système  (67) 

(68)     Je,,,(.r,  7,  >,)  =  (  -  .)'"^''[>'i"^"  3t^,-,^,{x,  y,  X)  +  iv--"-'  Jt|,_,(./-,  V,  >.;]. 

Les  formules  {"]" )  et  (45")  donnent  alors 


.lC(.v.  ,v,  l)/Js:^—  Il 


d'où,  en  vertu  de  (7')  et  de  (/(S'), 

(t3y)  D{X)=.Lt»„(/.)]".. 

L<-s  J'orinuli's  (C)())  d  (^Gi^)  t/o/i//<'/i/  les  exprcssiuiis  dK'rclu'i's  di 
1(1  ((cliTiiiinanU'.  cl  des  rcaoh'unlcs  du  sysU'inc.  ('J7). 

2i.  1  )'un  autre  côté  : 

1"  La  formule  (^62)  permet  d'écrire 


(7") 


c''7,l?,y,(.r,y,X)=    V    -' 


X\/-* 


/  =  0 


(-r 


2T2  Cil.     IM.VTI'.IKH. 

r^  désigiiaiillo  uoiubrcdes  [)cnuuLaLi()nsà  répclilions  dey^  leUres(/à  q. 

Celle  formule  se  rêduil  à  (G2)  pour  A-  =  i . 

Supposons-la  vraie  pour  k  cl  dèmonlrons  quelle  est  encore  vraie 
pour  A -H  I.  Il  suffilde  mulliplier  les  deux  membres  par  cA^' (y,-,  X)r/jK, 
remplacer  li].(y,  =,  ^)  pai"  son  expression  (62)  dans  le  second  membre 
el  inlégrer  entre  o  el  i  les  deux  membres  de  la  nouvelle  égalité  ainsi 
oblenue  en  lenanl  compte  de  la  biortliogonalilé  des  fondions  Aj(a;), 
^]{y).  On  obtient  facilcmcnl  la  ioriiiule  (70)  où  k  a  été  remplacé 
par^-  +  i.  c.  O.i-.D. 

2''  L'orlhogonalilé  deux  à  deux  des  y  +  i  noyaux  hf(x,y,o) 
el  K(a;, /)  entraîne  (')  roillinuoiialili'  deux  à  deux  de  leurs  résol- 
vaiiles  li'f{x,  y,  A)  état  (./;,/,  A)  et  par  suite  les  égalités 

f  A;.%(^-.  s  >■)  l>T{s.,y,  l)ds  ^  f  hf'(a;,  s,  l)  h[^:{s,y,  l)  ,h  =  o 

(pour  0  ^w) 


et 


/'  lt%{x.  s..  À)  ;H  (i-,  j,  l)  ds  =   f  h[^'{a;  s.  l)  cX,,(.s-.  y,  l)  ds  =  0; 


ces  égalités  [)ernieltenl  d'écrire 

(  ;  I  )     3<L, (x,v,  l)  =  /i\}^  {.V.  j,  >.)  +  /*:.!.'  (.'•,  y,  "/■)  +  -  +  K-'k  (^^  /^  >■)  +  '^k (■'••  J,  >.) 

=  lich{-r,y,  >.)  +  i^k{-v,y,  >•)• 
3"  Posons  d'une  façon  générale 
(7-0    /u.,v  (■'••//'')  --(-  ^Y--'\lv--'f^^.,^,{x,yJ.)  4- Xi^-"-'/!..-v(^,  .''.).)]■ 
Les  égalités  (70)  el  (  7  m  |n'iiiictlciil  d'écrire  respeclivemcnl 

'  =  "!-; 

(73)    /'.,M/A-^-,7,>)  =  — ^srr^ 2j    7 n7^ 

/=o  (  1  -  - 

[avec  la  convention  l^^^^V  1  (/)=="  1  '•' 

t=       /(,,„... (.r,  )■.'/.)  -)-  ;X-,,,,(,r,  y,  7,)- 
(')    Voir  \\\\\n\   lli:v\\<)oii,  7'//ri-t' <lt\j;i  cilée. 
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îio.  Nous  sommes  mainlenaiil  à  même  d'établir  que  tous  les 
/nint'urs  d'ordre  p  de  la  délcnuinaiilr  D(À)  ne  sont  pas  iderili- 
queimnil  nuls  pour  X  =:  c. 

Considérons  en  eil'el  le  mineur 


-  V.''i .  j2, . . . ,  /,,    /        L^::::^  V/. -  /'-. 


/'   Toi-. 


La  formule  (44)  permet  d'écnre 


y,' 


=:[D„(>-)J". 


•■'C„,.i(.f,,7i,>.)     3C„,.,(«-2,  J2,>-) 


3^;«,,i  (-'•,,.  Ji->.)     3C„„,(.i>,j,,/,) 


3C„,,i(x.2.  y,,.  >.) 


Remplaeons  la  fonction  3e„^,  (j:,y,  X)  par  sa  valeur  (74)-  Le  déter- 
minant en  facteur  dans  le  second  membre  peut  être  considéré  comme 
la  somme  de  (q  -f- 1)''  déterminants. 

Formons  un  détcnniiianl  de  celte  somme  et  mulliplions-le  par 
[I)i,(A)]"'.  Supposons  que  ce  déterminant  partiel  contienne:  a,  colonnes 
de  fonctions  /<!''„„,,  «2  colonnes  de  fon<'lions  //|"'„  ,,  etc.,  a,i  colonnes  de 
fonctions  Al!^^,.,  et  a^+^  colonnes  de  fonctions  JK'„  ,, 

</,  -t-  «2  -t-  .  .  .  H-  a,^  +  f7y^_,  =  jj. 

i"  Sup[)Osons  r/,^,_,^  o  et,  à  l'aide  de  la  rè^lc  de  Laplace,  dévelop- 
pons le  déterminant  partiel  considéré  par  rapport  au\  a^^.,  colonnes 

contenant  des  termes  en  ;K„  ,.  iNous  obtiendrons  C"'*'  termes  corres- 

"1-1  ,. 

pondants  T  qui  cnlrenL  dans  la  somme  composante  Pi     "    ^'■■■'    ''   A  | 
(C"'*'  désijjne  le  UDuibre  de  combinaisons  sinq)les  de  p  lettres  a^^, 


a  a 


i+t 


)• 


Un  des  termes  T  est  décomposable  en  deux  facteurs  :  le  premier 

n'est  [)as  inlinl  pour  A  =  c,  il  consiste  en  un  déterminant  formé  avec 
des  termes  des  ^/,^,  ,  colonnes  contenant  0*.,,^ ,  mulliplii-  par  la  puis- 
sance n'*'""  de  la  déterminante  du  noyau  K(.r,y);  à  chacpie  premier 
facleni'  aln-i  di''lcrniin/'  coii-esiinnil  iwm-  soinmi'  i\r  Iciines  T  dont  la 

Journ.  de  Mallt.   (S"  série),  tome  l\.  —   Kiisc.   Ul,   i;)iJ.  ^-^ 


2^4  cil.     l'L\TRIEll. 

somme  des  seconds  facteurs  est  un  mineur  d'ordre  <^  q  du  système 
d'équations((J'7)où  l'on  a  remplacé II (x,/)  par  H  (x-,  _/)  —  K(x-,y), 
et  l'on  sait  (n"  22)  (|ue  ce  mineur  est  identiquement  nul  pour  A  =  c. 

Donc  l'ensemble  des  termes  T  est  identiquement  nul  pour  X  =  c. 

■2°  Supposons  ciç+f  =  o.  La  formule  (yS)  montre  (pie 


^!%.,.(-^-- y-  >0  =  «.(^)  '-.(J)  +  "•.(■^)  «■.(.>•) 


'«0 


A-)'-nAy)- 


Donc,  si  l'on  considère  un  dèleiininant  partiel  tel  que  ai,"^  rif),  en 
développant  ce  déterminant  à  l'aide  de  la  règle  de  La[)lacepar  rapport 
aux  Oq  colonnes  con  tenant /t;,^'„_  I,  on  voit  qu'il  se  compose  d'une  somme 
de  termes  identiquement  nuls. 


Les  termes  T'  de  P 


Jm.v, 


X  1  correspondant  aux  détermi- 


nants partiels  considérés  dans  cette  seconde  hypothèse  sont  donc  iden- 
tiquement nuls  pour  X  =  c. 

''  c  ))  on 

aura  seulement  à  considérer  les  valeurs  suivantes  des  nombres  a  : 


a,  =  n, 


fl,  =:  /(j. 


rt,+,  =  o. 


Désignons  par  D|;(X)  la  fonction  déterminante  du  nosau   uiii(pic 
Iv  (x,y ),  on  obtient  alors  en  vertu  de  (/j) 

Ai(-ri)     A,(.rj)      . 
A,(Xj)      A,(.r,)      . 


■  1  **"  XI 


Ji' 


(_   I  )/'(«,-!) 


C'- 


[\\ic)r' 


A,.  (•'•.) 


Ai(-J>)  Aj(.r,,) 

li.(v,)  B,  (.}',) 

6,(7,)  B,(r,) 

B,(J>)  B,(v^) 


Ap(^r;,) 
Bp(v.) 
Bp(rO 

B/.(7;,) 


A,(x),   A.j(.r),    ...,  A/,(i")   désignani    les   />    fonctions   Af'(x)   et 
B,(jk),  Bj(j),  . ..,  B/,(y)  désignant  les/j  fonctions  H;'''(,v). 

Les  deux  déleruiinanls  du  second  membre  de  cette  dernière  égalité 
ne  sont  pas  ideiili(iuement  nuls,  en  vertu  de  l'indépendance,  d'une 
part  des  p  fonctions  Ai(x),  d'autre  pari  des  p  fonctions  Bi(j). 
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Donc 

Celle  inégalité  élablil  la  |ii-opositioM  énoncée  au  début  du  n"  2o. 

2(».  Nous  pouvons  enfin  résoudre  le  problème  objet  du  présent 
Chapitre. 

D'une  part  on  déduit  de  la  résolution  des  systèmes  d'équations  inté- 
grales linéaires  homogènes  de  deuxième  espèce  (n°  18)  que  les  fonc- 
tions o„^  (x)  qui  satisfont  au  système  (G6)  sont  des  fonctions  linéaires 
homogènes  à  coefficients  constants  desp  fonctions 


p 

V  ri,  V.,  . . 

. ,  .r,_ 

1  >  "^1  ^i-\-\  >   • 

•  . ,  r,, 

. . .  y  „ 

c 

r  .r,.a:„  .. 

. .  >  ^^'/. 

\ 

H 

^/l.72,   ■• 

•  •..)',. 

') 

P,(.r)=        y-'' -^;       ;  (/  =  i, 2,  ...,/;). 


D'autre  part  les  fonctions  !p„^(a7)  sont  des  fonctions  linéaires  et 
homogènes  à  coefficients  constants  desp  fonctions  linéairement  indé- 
pendantes A,(x),  puisque  (n"  20)  on  obtient  tous  les  groupes  princi- 
paux par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  constants  effectuée  sur 
l'un  d'entre  eux. 

Or  les  p  fonctions  P,  (.r)  sont  linéairement  indépendantes;  en  effet 
supposons  qu'il  existe  une  relation  de  la  forme 

aiP,(x)-l-floP,(x)-i-.  .  .  +  ap'Pp[x)=o, 

a,,  «2, ... ,  a^j  étant  des  constantes  non  toutes  nulles;  faisons  a:  =  a;,- dans 

cette  équation  et  remarquons  que  P,  (a;,)  =  i  et  Py  (xv)  =  o  pour  i  ^j, 

on  aura 

a,=  o        pour        i  :=  I,  2,  . . .,/), 

égalités  contraires  à  nos  hypothèses. 

Nous  concluons  de  tout  ceci  que  les  fonctions  P,(a?)  se  déduisent 
des  fonctions  A,  (j;)  par  ime  substitution  linéaire  à  coefficients  cons- 
tants, le  déterminant  de  la  substitution  élant  difl'ércnt  de  zéro. 

Les  fonctions  A,  {x)  constituant  un  groupe  principal,  les  fonctions 
P,(a,')  en  constituent  un  second. 

Finalement  on  aura  tous  les  groupes  principaux  relatifs  au  noyau 
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ïi(x,y),  au  nombre  fondamental  c  et  à  la  variable  x  en  effectuant 
une  substitution  linéaire  à  coefficients  constants  sur  les  p  fonctions 
P,  (x),  le  déterminant  de  la  substitution  étant  différent  de  zéro. 

De  même  on  aura  tous  les  groupes  principaux  relatifs  au  noyau 
îl(x,  y)  au  nombre  fondamental  c  ei  à  la  variable  y  en  effectuant 
une  substitution  linéaire  à  coefficients  constants  sur  les  p  f)nctions 


^  JC,.  x.->. 

.  . ,  u* ,, 

\ 

Pl 

Ky\^y'--  ■ 

■  •  .)•/ 

I.  v.j,+,.  . 

•  •  •  Xp 

') 

/'  j:,.  a:.,.  .  . 

.  .  .  X,, 

\ 

^{ 

') 

\  y  1  '  y  2  '  • 

••>.'/) 

Q<(  j)  = 

le  déterminant  de  la  substitution  étant  différent  de  zéro. 

CHAPITRE  V. 

SUR    LES    STSlfeMES    d'ÉQUATIONS    INTÉGRALES    LI.NÉAIRES    DE    TROISIÈME    ESPÈCE. 

*1~ .  Nous  avons  vu  (r)°  16)  que  l'étude  des  systèmes  d'équations 
intégrales  linéaires  de  troisième  espèce 

w-,    r   Kft,;{x.  s) 
(7'5)     9H^(-r)=/ii:(-'^)  +  ?-2^   /        'a(^)      ?v(-0</<  (fx  =  i.2,  ...,m), 

où  A  (5)  s'annule  pour  des  valeurs  isolées  de  s  en  noinhre  fini  com- 
prises entre  o  et  i,  est  corrélative  de  celle  de  l'équation  intégrale 
linéaire  de  troisième  espèce 

\\{.V,s)0{.<!)ds, 
0 

les  fonctions  /"(./;),  il  (./■,  s)  étant  définies  par  les  relations  (Bq). 

En  conséquence,  nous  nous  proposons  de  reprendre  ici,  en  les  com- 
plétant sur  certains  points,  quelques  théorèmes  déjà  connus  concernant 
l'équation  intégrale  linéaire  unicpic  de  troisième  espèce.  Nous  ap|)li- 
querons  ensuite  ces  théorèmes  au  système  (75)  en  utilisant  les  résul- 
tats du  troisième  Chapitre. 

28.   Nous  étudierons  tout  d'abord  ce  que  devient  la  solution  de 
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l'équalion 

(77)  'f(^)=/(^)+>jr'^^»(*)^/^ 

quand  a  est  compris  entre  o  et  i . 

Nous  nous  placerons  au  point  de  vue  de  M.  E.  Picard  (').  Nous 
supprimerons  du  champ  d'intégration  (o —  i)  l'intervalle  a  —  £  à  cr +  y] 
(£  et  yj  étant  deux  quantités  positives  aussi  petites  qu'on  veut  et  non 
nulles)  ;  nous  désignerons  par  E  le  nouveau  champ  ainsi  défini  ;  l'équa- 
tion de  seconde  espèce 

(78)  (p(^)    =f{x)    +    lf_^^^Z'^y,<^{s)    dS 


E 


admettra  en  général  une  solution  unique.  Nous  chercherons  ensuite 
s'il  existe  une  ou  plusieurs  limites  de  la  solution  en  question  quand  £ 
et  Y)  tendent  vers  zéro. 

Nous  considérerons  successivement  et  uniquement  les  cas  particu- 
liers suivants  : 

Premier  cas.  — p  <C\  elf(x),  K  {x,y)  fonctions  bornées  et  inlé- 
grables  dans  le  domaine  o5a;^i,  u^y'Si. 

Deuxième  cas.  —  p  quelconque  et/(.r),  K(x,y)  fonctions  holo- 
morphes  de  a?  et  y  dans  le  domaine  complexe  à  contour  simple  (S) 
du  plan  de  ces  variables  contenant  le  segment  réel  (o,  i). 

29.  Premier  cas.  —  p  <  i  et/(x-),  K(x,y)  bornés  et  iidégrables 
dans  le  domaine  o  ^  a;  ^  i ,  o  ^y  "S.  i . 

Soit  1  K(.r,y)|  <M  dans  le  domaine  o5a;5i,  o'Sy'^i. 

Considérons  la  série  définie  par  l'égalité  (5)  et  relative  à  l'équa- 
tion (78).  Désignons-la  par  D  (A,  £,  y)).  Son  terme  général  de  rang  ni: 
Tct  (£,"/])  a  un  module  moindre  (jue 


I ^/.v  r-        d, 

ro  /      /  (.s-  —  (O''  \  )         (s  ~  (l 

d'après  le  théorème  de  M.  Iladamard  sur  la  valeur  absolue  d'un  déter- 
('  )  K.  Picard,  Annales  de  l'École  Normal,  191 1.  MOmoire  déjà  cilé. 
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iniiianl  et  il'apivs  la  foiiiiiile  ('■l(''iiiciilairo  (') 


/     /(j;)  (p(x)rfx  <  A  /     o(x)da;, 


on  a<C  />,  A  limite  supérieure  de/(/;)  et  o  (./;)  fonction  positive  entre 
a  et  b. 

Or  le  terme  entre  accolades  est  inférieur  à 

A  =  — î —  (  I  a'-P  I  4-  1 1  — «'-/'  I  +  2  I  a'-P  I  ) 

pour  toutes  valeurs  de  £  et  ï]  moindres  que  a  quantité  positive  infé- 
rieure à  I  a  I  et  1 1  —  a  |,  et  la  série  de  modules 

_  |À  lî^M^ro^A" 


est  convergente,  car 


h  m   


lim  ;|>.|MA 


V 


I  + 


\/w- 


=  o. 


Il  en  résulte  que  la  série  D(X,£,  y])  est  d'une  part  entière  en  X, 
d'autre  part  absolument  et  uniformément  convergente,  quels  que 
soient  e  et  ï]  compris  entre  o  et  a. 

On  sait  de  plus  que  Tj,(£,  y])  a  une  limite  quand  £  et  -q  tendent  vers 
zéro  puisque  p  <^i  cl 


K 


Sj.  s.,,   .  .  .  ,  Vct 


<M''in-  . 


On  peut  donc  déterminer  un  nombre  0^  positif,  plus  petit  que  a  et 
tel  que,  si 


!  =  Ê  =  £i,  6n  =  ^=iO,, 


on  ait 


|T,;,(£,Y))  —  Tn(£,,-0,)| 


o/J  -+-  I 


p.  étant  une  quantité  positive,  aussi  petite  que  l'on  veut,  donnée  à 
l'avance. 


(')    Voir  E.  PiciRi),  Jraité  d'Analyse,  t.  I,  p.  7. 
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Soil  0  le  plus  petit  des  nombres  Oo,  0, ,  . . . ,  0^,  et  supposons 


l>r); 


on  aura 


r 
yT„(£.r;)-yT^(£..-^.) 


=  3 


pour  toutes  valeurs  de  t,,  rj,  satisfaisan^l  aux  inégalités 

Gouiiiie  il  résulte  de  la  convergence  uniforme  de  la  série  D  (A,  £,  -q) 
qu'on  peut  choisir  p  tel  que  simultanément 


on  en  conclura  que 


D(>,,  £,  ï))-Vï„(.,  ri) 


D(X,£,,-'îi)  — y'TnCîi.-ll) 


3' 


F- 
3' 


D().,e,ï))  — D(>„£„-0,)|^F- 


A,  £,  Y]  I    mineur   du 


Cette  inégalité  met  en  évidence  que  la  suite  D(X,  £,  rj)  tend  vers 
une  limite  finie  et  déterminée  quand  £  et  v)  tendent  vers  zéro. 

On  établirait  de  même  que  D  (     '     ^'"  ''    '' 

^iime  ordre  de  D(X,  £,•/])  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée 
quand  £  et  -q  tendent  vers  zéro. 

De  là  la  proposition  suivante  : 

La  méthode  de  Fredliolm,  pour  la  résolution  de  r  équation  inté- 
grale linéaire  de  seconde  espèce,  s'applique  sans  modification  à  la 
résolution  des  équations  de  troisième  espèce  du  type  (77)  quand 
p  •<  I,  et  lorsqu'on  entend. par  résoudre  (77)  chercher  la  limite  de  la 
solution  de  (78)  pour  £  et  ■/)  tendant  vers  zéro. 

50.  Nous  rattacherons  ;i  ce  cas  un  imjtortant  théorème  de  Henri 
l'oincaré  ('),  au  sujet  de  l'équation  de  Fiedholm  de  seconde  espèce  à 
limites  infinies. 


(')   H.  PoiNCAiiÊ,  Acla  inat/iciiiatica,  t.  WXIII.    Mémoiru  déjà  cilé. 
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Consiricrons  l'érjualion 

(79)  ■Hy)-'f   ^Hr-t)-^{t)'li  =  g{y\ 

où 

\\\{y,t)\<\\l-'i, 

M  étant,  une  (jiiantilé  Unie,  j'  et  /  pouvant  varier  de  i  à  Fcc,  y  étant  un 
nombre  pins  grand  que  i. 

i[.  l'oincaré  a  montré  (pi'arec  ces  hypothèses  Véquation  (79)  est 
résoluble  par  la  mélliode  de  Fredholni. 

Pour  établir  à  nouveau  ce  tbéorcme,  posons 


.r  =r  - , 

V 


L'é(piation  (7;))  peut  s'écrire 

r'K( 


9(-)  =  l(i).         J\-)=s{^-. 


9('-)- 


/  ^^i^v(-^-)'/-^-=/(-i-) 


et  de  phis  |lv(.f,  ;y)|  <  M  et  2  —  f/  <  1 . 

L'équation  (79)  est  donc  ramenée  à  une  équation  du  type  étudié 
dans  le  numéro  précédent  et  le  lli(''orème  de  II.  Poincaré  résulte 
immédiatenient  de  celte  ix'Uiarcjue. 

TA.  Di;i:xu;me  cas.  —  p  quelconqw;  f(.r)  et  K(.'-,j')  fonctions 
holomorphes  de  x  et  y  dans  (S). 

Désii^nons   encore    par    D()v,  £,  rj)    la    t'onclion    déterminanlc    de 

l'équation  (7S  )  et  ])ar  D  (     "    -'    '   '    ''   A,  s^ -^  J  son  mineur  d'ordre  y. 

La  solution  de  (  78)  est  en  général  donnée  par  la  formule 


}, 


(80) 


5(.r,  £,-0)  -/(.r)  -H 


("C 


>,£.r;  \f(s)ds 


D(>.,£,-fl) 

Ninjs  allons  cli(Mclier  ce  que  de\  Iml  le  second  Icriue  de  cette  somme 
(piaiid  c  et  y]  tendent  veis  zéio. 
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32.  Nous  ferons  la  remarque   préliminaire  suivante  sur  la  fonc- 


tion K 


'i-rs,  ■••,.)o/' 


Si  l'on  fait  x-,  =  u;y  dans  cette  fonction,  elle  devient  identiquement 
nulle,  car  le  déterminant  qui  la  définit  a  deux  lignes  identiques. 

Il  en  résulte  que  K  (     "    -'  '  '  ' '    '^  )est  divisible  par  le  déterminant 

V/n/i y^^J 

de  Vandernionde  : 


I      j:*,-,     .x^ 


leijuei  est  identique  à 

1      (j,  —a)     (.r,  —a)- 
I      (j",  —  a)     (.r,  —  a)- 


(x^—a)     (x^—a)-     ...     (j-ni-a)"-' 


(jucl  que  soiL  a. 

Il  suffit  de  développer  ce  dernier  déterminant  pour  en   déduire 

K/  X,,  .r^,  .  .  . ,  a'jj  \  .  I      r 

peut  être  mis  sous  la  iuruie 

y)(-r,,  —  rt){x,,  — «)-.  .  .(J",„_,  — a)''-'3f(,)(.r,,  x.,  ....  x^;/,,/, »^). 

I') 

(i)  désignant  une  permutation  simple  ;„,  i,,  i.,,  ...,  /^_,  des  m  nom- 
bres I,  2,  ...,  CT  et  a(,  (./■,,  a;.,  .  ..jX^;  y,,j-.,  ...,  jo)  une  fonction 
holomorphe  des  anr  variables  -'j,  }'j- 

Il  en  résulte  que  si  îtj  >  y  et  ^^  entier,  on  peut  écrire 


(8.)  K^-^''-^^ -^"^ 


_'y' A (,)(.<■,,  .ra,  .  ■  .,  x„;  y,,  y, )■„) 

A,,)  étant  une  fonction  bolomorphe  des  2n>  variables  t^,  jy. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  lomc  l.\.   —  Fasc.  III.   i(|i3. 


3G 
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55.   Supposons  q  on  lier  id  (juc 

'Z  —  '</'-'/  =  '^i 

et  considérons  li'  tci  1110  ni^nrial  Tj,(  £,  r^  j  de  D(A,  £,  yj). 

l'ji  raison  :  1"  de  la  symétrie  en  ,9,,  .s^,  ...,  s^^  de  l'intégrale  mul- 
tiple entrant  dans  l'expression  de  T„(£,  Tj);  2''  de  la  non-importance 
(\\\  nom  des  variables  au  ])()int  de  vue  de  l'intégration,  et  3"  de  la 
l'oriuiile  (81),  on  peut  écrire 


ra!    ,;,.     .;,,         J,. 


^  (.V,— r7)/^-7+'(.Vj— a)/^-ï+2_  ..  (.Vy— a)''  ' 

B^(.v,,  .s-;,  . . .,  .s'ct)  étant  une  fond  ion  liolonioi[)he  en.s,,  s.^,  . . .,  .v^,  dans 
l'aire  (S)  du  plan  de  cliacune  de  ces  variables. 

Clierclions  une  limite  supérieure  de  B"(.v,,  .s\,,  . . .,  s„). 

Pour  cela  reportons-nous  à  Fégalilé  (81)  et  dans  K  (  ''  -"  "  >  ^^  j 
remplaçons  lv(./',j')  par  le  dévelo|j[)eiuenl  en  série  de  'Payinr  limitée  : 

K{«,r)4-:I^K;(«,y)-)-... 

+  ^'(7-?)V'  '^'-'^  ''^"■■>^)  +  ^^^^IC'L»  +  ^(^  -  g). /)]• 
Nous  considérci'ons  ensuite  cluupie  ligne  t\\\  d(''tt'rminanl 

K 


comme  la  somriie  de  y  +-  1  lignes  et  nous  le  décomposerons  en  une 
somme  de  q -{- \"  déterminants  :  les  uns  seront  nuls  comme  ayant 
deux  lignes  identiques,  les  autres  nous  permettent  de  calculer  les 
fonctions  A(,,. 

Les  termes  des  fonctions  y\(,)quc  donnent  ces  derniers  diMeiniinants 

sont  chacun  en  valeur  absolue  inférieurs  à  M'' ci"  (M  désigne  ici  une 
limite  supérieure  de  lv(.r,y)  et  de  ses  q  premières  dérivées  par 
rapport  à  .jc  pour  o^.r^i  et  o'^y'^i). 

De  ces  remanjues  on  peut  donc  conclure  ipie 

m 
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Posons  alors 

X  15,7  (■■'■'■''î' -^i^) 


et 

US  =  <i 


Cette  série  est,  d'une  [)arl,  enlière  on  X,  et  d'autre  part  absolument 
et  uniformément  conver^^ente  pour  £  et  y)  positifs  ou  nuls  inférieurs 
à  |a  I  et  1 1  —  a  I  et  pour  s^,  s.,,  . .  ■■,  s^  situés  dans  le  domaine  S  du  plan 
de  chacune  de  ces  variables. 

En  effet,  la  valeur  absolue  de  chacun  de  ses  termes  est  alors  infé- 
rieure au  terme  correspondant  de  la  série  à  termes  positifs  indépen- 
dants de  e,  Y],  s^,  s.^,  . . .,  «,/? 


n 

rs  —  i/ 


v-<   I  À  P  - 


et  cette  dernière  série  est  convergente,  car  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent 


rtr 


V^ 


CJ  -t-  I 


tend  vers  zéro  quand  m  croit  indéfiniment. 

Ceci  posé,  on  sait  que  «"(.Sm-Vj,  . . .,  s,,  £,  "/])  fonction  liolomorphe 
de  .V|,  .Vo,  ...,  .Vy  a  pour  limite  «^  (.v,,  .ç^,  . . .,  *y,  o,  o)  quand  s  et  y] 
tendent  vers  zéro.  On  peut  donc  déterminer  un  nombre  0^  loi  (|iie 
si  £  et  Y)  sont  inférieurs  à  O5,,  on  ait 


3«  -t-  I 

[A  étant   une  quantité   positive,   aussi  petite  (pie   Ion   veut,  donnée 
à  l'avance. 

Soit  0  le  plus  petit  des  nombres  Oy,  0,/^.,,  ...,  0^+„  et  supposons 
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KT  =  f/  +  « 


^  — -p- «,7 (.V,.. ?.,,...,.?,/. £,-fl)-  y  — -j— «,7(.v,,.çj .s-,,. 0.0 


Z3  =  {j 


Z3  ~  (f 


=  3 


F- 
3' 


Comiiie  il  résulte  de  la  coiivergcnci'  uiiiforiiu'  de  la  série 

U,,(.v,,52,  .  .  .,  4-/, /,  £,  ri) 

qu'on   peut  choisir  /i  de  telle  sorte  qu'on  ait  simultanément  les  inéga- 
lités 

U,/(.V,..Vj, .V,,,  /„o,  o)—     ^    — ^^-j — t/^i-U^.u .î,,,  o,  o) 

ra  =  ,/ 

TTT  =  (/  -h  ri 

on  en  conclura  (|ue 

I  U,/(.S-,,.Î2,  ■ .  .,s,j,l,£,-n)  —  \),,{s,,.t,,  ...,s,f,l,o,  o)|  <p, 
c'est-à-dire 

lim  U,/(.ï,,  .v,,  .  .  .,  .?,/,  A,  £,  rj)  =  Uy(.ç,,  .Ço,  ....  .ï,/,  >,.  o,  o). 

E— >-0 

Notons  cnlin  que  les  séries 

U, (s, ,5i,  ,..,.?,„ /.,j,rj)     ei     U,/(.Çi,.Ï2,  ...,.■;,;,  >^,o,  o) 

sont  formées  de  ternies  qui  sont  des  fonctions  holomorphes  de  s,, 
s.,,  ...,  v,^  dfins  le  domaine  (S)  du  plan  de  chacune  de  ces  variables. 
Comme,  de  plus,  ce  sont  des  séries  uniformément  convergentes,  les 
séries  en  question  sont  elles-mêmes  des  fonctions  holomorphes  de  s,, 
s.,,  . . .,  .s,^  dans  les  mêmes  domaines  respectifs  (S). 
FinaIcMKMil,  on  jtciil  rrrirc 

(8.)    D(X.e,r;)^.n-     ^    ^^T" 

rr  ;  1 

^   i\is^  f,is f,is„ ^'-^^-- --'V-;^^ — , 
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les  fondions  «^(.s,,  s^,  ■  • .,  v^,  i,  r,)  cl  la  série  entière  en  A 

U.,(.«,,.î,,  . .  .,.v,„À,  s,r,) 

étdnl,pour  t  et  y]  siiffisammenl  petits  positifs  ou  nuls,  des  fonctions 
holomorp/ies  en  s,,  s.^,  ...,  s^  dans  te  domaine  (S),  qui  tendent 
respectivement  vers  les  fonctions  u^(s,,s.,, . .  .,Sjj,o,o)  et  la  série 
entière  en  A  Uy(.s,  ,s.,,  . . .,  s^,  X,  o,  o)  quand  i  et  y]  tendent  vers  zéro. 


(83)     d(^ 


34.   On  établirait  d'une  façon  analot;ue  que  Von  peut  écrire 


(y -a)"  ^        bj! 


i  I  ds,  I  rfç, ...  /  c/.<^ 


'(.V,—  fl)''-''^'(.î,—  a)P-'3-i-i  .  .  .(s^—  a)'' 

-   V  i: 


EI=1 


X 


2- (5, 


'•S''(-i",  r, .ç,,.«,, ■i„,e,-fi) 


/  =  I 


p 


-  fds,  fds,...  fds., M£ 

-  I  dsi  1  dSi...  I  ds,,  * 


X 


F,         "^E 
(  =  177 

Vy(.r,v, .;,,.;,.  .  .  . ,  .y^.  ?..  £,  Y)) 


1  (s,  — a)P-''^' .  .  .  (s,_,  —  a)/»-?*'-'  (y  —  a)''-'?+'(s,+,  —  a)P-"i*>*^ ...  (5,—  a)^ 


les  fonctions  vZ{x,y,  s,,s^_,  ...,s„,z,  y]),  p^'(^)r»*M-Ï2,  •  •  -,  *o,  e,  tq). 
e^  /c'i-  séries  entières  en  A,  V^(a7,  j',  5, ,  *,,  .  .  .,  s^,  X,  £,  y]), 
V^(x,y,  *,,  .s,,  . ..,  .5^,  X,  £,  Y)),  étant,  pour  t  et  -q  suffisamment 
petits  positifs  ou  nuls,  des  fonctions,  holomorphes  en  x,  y,  a-,, 
.Ç.J,  . . .,  .9y  f/a«.9  /e  domaine  S  <^/m  /)/«a<  <^6'  ces  variables,  qui  tendent 
respectivement  vers  les  fonctions  p^(a.,  jv,  *, ,  s, ,  .  .  . ,  .s^,,  o,  o), 
v^' (^x,y,  s^,  s.,,  ...,s„,  o,  o),  et  vers  les  séries  entières  en  X, 
y^{x,y,  s,,s.„  . ..,  .y,,  A,  o,  o),  y'^(x,y,  s,,  s.,,  . . .,  s^,  X,  o,  o)  quand  e 
et  Yj  tendent  vers  zéro. 
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5iî.   iNoiis  sommes  maintenanl  à  mriiic  fr/'liidier  la  limite  de   la 
fonction 

quand  î  el  r^  tendent  vers  zéro. 

Remplaçonsdans  ce  (jnolient  les  fonctions D  (       A,  £,  •/]  J  etD(X,£,-/]) 

par  leurs  expressions  (82)  et  (Sli).  Le  numérateur  et  le  dénominateur 
se  composent  d'une  somme  d'intégrales  multiples  (I)  et  les  fonctions 
à  intégrer  par  rapjjort  à  s,  s,,  s^,  .  ■  -,  s^  sont  de  la  forme 


(F) 


(.V  — «)»(.?,  —  n)^.(.ç,—  «)="..  .  .  («,,—  «)*■) 


/(.S-,  .y,,  .S.J,  . . .,  .Sy,  X,  £,  Y))  étant  holomorphe  en  .s,*,,  s.^,  ...,-Vy  et  ten- 
dant versy(*,  s,,  s.,,  . . .,  ^y,  X,  o,  o)  quand  e  et  Y)  tendent  vers  zéro. 

Soient  ^,  ^,,  ...,  [3^  les  entiers  immédiatement  supérieurs  à  a, 
a, ,  . . .,  a,^.  Nous  développerons  les  fonctions y(.v,  s,  ,s._.,  . . .,  s^,  A,  t,  y]) 
en  série  de  Taylor  limitée  aux  termes  de  rang  [3  parra[)port  à  s,  puis 
les  termes  obtenus  en  séries  de  Ta}lor  limitées  aux  termes  de  rang  ^, 
par  rapport  à  .y,,  etc.,  de  proche  en  proche  jusqu'à  la  variable  .v,^. 

Les  fractions  (F)  se  décomposent  ainsi  en  une  somme  de  fractions; 
eiîectuons  sur  chacune  de  ces  fractions  composantes  entrant  dans  les 
intégrales  (I)  les  intégrations  par  'rapport  à  celles  des  variables  s, 
.Si,  . . .,  Sg  qui  ne  figurent  pas  dans  leurs  dénominateurs. 

Le  quotieiil  W(':,  A,  i,  y])  se  présentera  alors  sous  In  foitne  siilvaiile 

y    /\/„  A/,..  .  .  .   f^s, -<ni.r,l.^.O) _ 


hf/,{l,s,ri) 

''(.ç,  -^ay.(s,—  ay>...(s,,-  «)', 


avec  la  convention  /  : =1. 

(i)  représente  ici  le  groupement  des  y  nombres  /, ,  /\,,  . . .,  i,j  et  les 
sommes  y  sont  étendues  à  tous  les  gioupements  («')  obtenus  en  don- 
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naiil  à  /,.  i..,  ...,  /,,  les  valeurs  suiviiii tes  : 

/,  :  M.  1  -H/'  -  7, 

i,  :  o,  1  +  /(  -  c/,  ■?.  +  /'  —  '/, 


i,,  :  o.   i  -h  />  —  '/ .  f.  -i-  p  —  r/,  .  .  . ,  fj  +  /'  —  '/. 

I^es  fondions  «(,■,(./;,  A,  £,  •^),  A(/,(X,£,  y])  sont  enlièrcs  en  X  cl 
lendcnl  respeclivement  vers  les  fonctions  entières  en  1,  a(ij(x,  A,  o,  o), 
^(/,(A,  o,  o)  quand  £  et  •/]  tendent  vers  zéro. 

Nous  désij^ncrons  spécialement  par  A(.7;,  A,  £,  rj),  B(/.,£,rj)  celles 
des  fonctions ar,-,(x',  X,  £,  yj),  /'(„(X,  £,  rj)(|ui  correspondent  au  i^roupe- 
ment  (/'), 

et  par  A,  (x-,  A,  £,  ■/]),  B,  (  A,  £,  ■/)  )  celles  qui  correspondent  au  groupe- 
ment (  i), 

j",  =  o,  i,—  l-\-/>  —  f/.  /,=  3 -(-/'  —  <•/,  i,i~q-^i)  —  q. 

Quand  £  et  ■/)  tendent  vers  zéro  \i{x.  A,  £,  Tj)  se  présente  en  i;énéial 
sous  la  forme  -•  Mais,  si  loe:-  tend  vers  un  nombre  C  ni  nui,  ni  infini, 

ao  °  Y) 

le    numérateur   et   le  dénominateur  de   cette    fraction   croissent   en 
trénéral  tous  deux,  couiuk'  la  même  imissance  de  -i  et  l'on  a  alors  : 

I"  D'une  pari,  si  p  mou  entier, 

A(.r,?..o,o) 

2"   D'autre  pari,  si  j)  entier  égal  à  y, 

A,  (,r,  )i,  o,  o)  +  CA  (.r,  ?.,  o.  o) 


lim  R(jr,  }.,  £,  n)  = 


H,("/.,o,o)  +  CB(>.,o,  o) 


Jùi    rapprochant  ces  résultais  du  cas  de  /J  <  i    (n"  *2Î>),  on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  solution  o('./;,  £,  ■/])  |  formule  {'^^•>)\  de  L' équation  {'j^)  Ifiid  vers 

une  liniitr  finie  (jiiaïul  t  tend  vers  zéro  et  la  quantité  log-  îvv.v  une 

ùniite  fil  niilli',  ni  ininiie  C.  ' 

d'Ile    soliiliiin    ilepi'iiil    lninini^ritpliKiiienii'iit    du    luiranièl re    V. 
quinid  j)  es/  entier. 
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Si  /)^  I,  celle  conclusion  suppose  Iv(.i-,  v)  lioloniorphe  pour  ./■  et  y 
dans  le  domaine  (S).  Si /;  <  i ,  elle  suppose  uniquement  cette  fonction 
bornée  el  intégrable  dans  (S). 

Remarquons  enfin  que  [)our  p  =  i  colle  proposition  n'est  autre  que 
le  tliéorèinc  bien  connu  de  M.  !■".  Picard  (' ). 

56.  Nous  allons  niainlenanl  étudier  dans  le  domaine  complexe  une 
classe  particulière  d'équations  intégrales  de  deuxième  espèce  ayant 
des  rapports  importants  avec  certaines  équations  du  type  (77)  où  p 
est  entier,  et  cela  en  nous  plaçant  à  un  [)oint  de  vue  auquel  s'est  déjà 
placé  M.  Lalesco  (-)  quand  p  =  i. 

Soient  ,ir(  :;)  et  K(:,  ()  des  fonctions  holomorphes  en  r  et  /  dans  le 
domaine  (S)  du  plan  de  ces  varialjles  et  so'il p  un  cnlier.  La  classe  en 
question  a  pour  type  l'équation 

(z-a)r[6{z)-,:,'(:.)\   ^  >.  /    W{:, /)  9{l)  dt, 

où  A  désigne  un  contour  d'exlrémités  lixes  A,  1>  du  pian  coiniilexe 
de  la  variable  /,  tout  entier  situé  dans  le  domaine  S  du  plan  de  cette 
variable  el  ne  passant  pas  pai-  le  poiiil  /  --  a  du  domaine  S,  mais 
pouvant  entourer  ce  point  //,  fuis  dans  le  sens  posilil  et  //.  lois  dans 
le  sens  négatif. 

En  posant 

(z-ayO{z)  =  '^(z), 

on  peut  écrire  l'équation  en  question 

(84)  ?(^)  =  (-^-«}%"'(0  +  >-f  (4=rï^'^'^'''- 

Tour  .\.  donné  la  fouclion  o(:)  est  en  général  définie  dans  le 
domaine  (S)  du  plan  de  la  \ariable  :;  par  l'égalité 


(85)  <?(5)  -=  (z  -  rO"  A'(-)  -^l  f -R^^yj^e  -  '^yffO^it, 


(')   lî.  Picard,  Annales  de  l'/i'cole  Normale,  191 1.  Mémoire  dojà  cilé. 

(')  T.  I^Al.ESCO,  /ntrodiiclion  à  l/i  lliéorie  des  éqiicilioiis  inlcqrales,  p.  1  .>.o. 
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OÙ 

(86)     l)Af'"'"---''"|/,) 

V'i-  Il i.,\  J 

_'v°°(-/.)"  r  I  f  I      Cl      ^\tuh t„\s,,s,, .....s 


La  méthode  de  résolution  de  l'équation  de  Frcdholni  est,  en  effet, 
applicable  à  l'équation  (85),  à  condition  de  substituer  aux  intégrales 

rectilisines   /     les  intégrales  curvilitincs   /     . 

Nous  allons  chercher  comment  varie  la  fonction  Da(A)  et  ses 
mineurs  et  par  suite  la  fonction  o(s)  quand  A  varie,  A  et  B  restant 
fixes. 

Partageons  pour  cela  la  ligne  A  en  deux  paities,  l'une  comprenant 
toutes  les  lioucles  de  A  entourant  le  point  /  =  a,  nous  l'appellerons  C ; 
l'autre  constituée  pai-  une  ligne  L  joignant  A  et  B  sans  entourer  le 
pointa. 

L'égalité  (8G)  nous  permet  d'écrire 


P  =  î3  a  0 


n>A(>.)  =  y  t- >.)"  y  -tV  f'^h  f^i-h ...  f  dsa  f'/',  fdi,  . .  f  dt^ 

„    „  _    «    „       '"^  ■  -  <;       dv.  Je        J\.        Jl  -Ji. 


\-'''ii-''"3 .^a;  t,,  t,.  .  .  .,  l^, 

^  (v,  -ny  ...  {.ç„-  a)"{t,—  ay  .  .  .  (ip-fl)" 


Effectuons  les  intégrations  suivant  la  ligne  d'intégration  C  en  appli- 
quant le  théorème  des  résidus  et  en  posant  /i  =  /i,  —  n.. 


a  — 0    a  CT 


(8,)      nA{>.)=y(-).)" -y  7TÔJ  fd'J'df,...  fd,^ 

CT  =  o  a  +  Ji-n 

[:>.  Il  T.  i 


((,-o'.y{i,-c.y...{i^-cxy 
V^i ■^g;  t:^.,/^J 


Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  IX.  —  Fiisc.  III,  igiS.  •'7 
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lùudioiis  II-  Icriiic  i;(''ii<''i;il  (!('  relie  iiniivelle  série  el   pour  eela   loi- 
iiions  le  Tableau 

Jp^  {p  —  i)!  ài^'  (/>  —  !)!  ûi"^  âi^' 


0"'' 

'!(/'  — 3)!  dx';--ây, 
(p  —  t)\          rf''-' 

Oa.-'^   ' 

i\(/j-2)l  da;'i'U)y, 

d"-' 

{p  —  i)\          di-   ' 

( T  )  (  ()a^'?  '        I  !  { /;  —  2  )  I  ^^./'-î  Oy,.       2  !  ( /;  -  3  )  !  <),rP-  ■■>  ^j^s  ^jr- 1 

•  •••5  1 

{p  —  i)l  ô~i^'  t)/^ 

ô.vY^  '      I  !  (  /^  -  2  )  !  t).r r"  d/a  '     •'-!(/>-  3  )  !  ,j,j.g^  ^)yl  '       '  '      J  vg^  ' 

conslilué  par  pcf.  symboles  de  dérivations  précédés  d'un  coefficient 
nuniéri(|ue.  Prenons  nn  symbole  et  un  seul  dans  cbaque  ligne  el  fai- 
sons le  produit  -j  des  a  termes  ainsi  choisis  comme  si  les  ù  des  numé- 
rateurs u'élaient  pas  des  symboles,  mais  des  (|uanlilés.  Soient  S  la 
somme  d'un  certain  nombre  de  produits  t.j  el  g  une  fonction  des  2a 
variables  a;,,  ...,  x\,  y^,  ...,  y^.  Nous  conviendrons  de  représenter 
par  S«'  l'opération  qui  consiste  :  1°  à  efTectuer  successivement  sur  g 
la  dérivation  et  la  multiplication  par  un  facteur  numérique  que  repré- 
sente cliaipie  symbole  de  la  somme  S;  2°  à  ajouter  ensuite  tous  les 
résultats  obtenus.  11  y  a  jf-  produits  t.j  et  parmi  eux 

O^j'ip-  i)...{p-c.+  i) 

j)i'oduits -'.  (pii  no  contiennent  pas  deux  facteui's  d'une  même  colonne 
du  Tableau  T. 


Posons 


<  )n  nouria  écrire 


A'i^y^^j.     d'i=^K 


\"H] 


as';-'  (Js'^'  ...Os'i' 
Hemarquons  (|ue  si  l'on  prend  la  dérivée  du  déterminant 

\'.-  y.,  ■■■-yc 
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h  fois  par  rapport  à  r,,  j)iiis  A  fois  par  rapport  à  Xj.  et  si  l'on  lait 
X-,- =  xy,  on  obtient  un  (liHerniiiiant  ayant  deux  lif^nes  identiques, 
donc 


I.  âx'/Oj'J  J..,  =  x, 


=i  o. 


(89) 

De  même 

(9") 


Si  maintenant  on  tient  compte  de  ce  que  0^  =;  o  pour  ol'^  p,  car 
alors  0  =  0,  l'égalité  (87)  peut  s'écrire,  en  vertu  de  (88),  (89)  et  (90), 


D.<»)  =  D.„.,/f^[^^] 


X 


{as  [(/,-«)" 


(/,—  «)''...  (ja-")"r)L 


,J..j2.    ■••.Jc< 


On  démontrerait  de  même  que 

\/„t,,  ....  I,, 


=  U, 


£1,  £2, 


arr,, 


/.     4- 


—  •Ml-Kll. 


X  ^5!; 


(,>-.-«)''(j'-2 -«)"••-(/»-")'' 


X 


De  ces  deux  dernières  égalités  et  des  formules  (S"))  et  (8(j)  résulte 
le  théorème  suivant  (')  : 

Lasolulion  (S!))  de  V équation  {^'\ )  dans  Icdoinaiuf  cuiiiptcxc  (S  ) 
du  plan  z  est  une  fonction  polynioiphe^  en  général  quotient  de 
deux  piilynonies  de  degré  p  par  rappni  I  à  un  paraniclrc  entier 
arbitraire  n. 

(')  Ce  théorème  a  été  inséré  aux  Comptes  rendus,  l.  15V,  séance  du  ■xb  iii:irs 
1912,  p.  808. 
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Ce  lliéoi'iMui'  n'est  au  fond  qu'une  nouvelle  conséquence  de  la  pro- 
priété de  la  fonction  k  (  "  "     *'  "■•'■  "'J  q,]i  ;,   f;,i(  Pobjet  du  n"  52. 
Remarquons  cpi'il  s"ap|ili(jue  égaleru(>iil  à  ré(|ualion 


(s-a)»[0(z)-ff{ 


="-■/; 


K(z,  l)0{t),lt. 


qui  a  incine  résolvante  que  l'équation  (8'|).  Kn  faisant  p  =  i  dans 
cette  dernière  équation,  on  retrouve  alors  le  tliéorènie  énoncé  ])ar 
M.  Lalcsco('). 

57.    La    conclusion    du    n"   2Î)     concernanl     les     noyaux     de   la 
forme       _^' '  ,   où  /' <  i  et  iiv(u;,/|<M  sélcndra    facilement   aux 

1    1    f                         K(.r,  )•) 
noyauxcle  la  ioi-me —  si  a, ,  r/ .,,...,  «,  sont  compris 

•^  (y  —  a,)''>,....{y  —  a,.)"'  n     -  î     /.  i 

entre  o  et  i  et  />,,  p.,,  ...,  p;,  éj;;alemenl  inférieurs  à  i . 

Si/),,  p.,,  ...,  /;/,  sont  quelconques  et  K(.c,y)  holomorplie  en  x  ely 
dans  le  domaine  (S)  contenant  le  segment  réel  (o,  i),  on  étendra  éga- 


leuH-nt  aux  noyaux 


les  conclusions  du  n"  oi>. 


En  ellct,  soient  alors  «y,,  rj.,,  ...,  rj,.  les  entiers  iminédiatemeut  supé- 
rieurs aux  nombres  respectifs/^,, /)o,  ..../>*.  Nous  avons  vu  (n"52) 

quelvj     "     ''        '     "  1  était  divisible  i)ar  le  déterminant  di'  \  ander- 

\.,Vi,    Vi,   ..  .,/ct/ 

monde  en  x,,  x.,,  ...,  x,^,  lequel  est  à  un  facteur  conslant  près  égal  à 


P,(.r,)       P,(.r,) 
P,(.r,)       \\{.r,) 


P,(a;),  ...,  Pa(x)  étant  cr  polynômes  en  x  linéairement  indépen- 
dants <|ue  nous  choisirons  ainsi  :  les  </,  +  y^ -f-.  .  .-f- (//,  =  0  poly- 
nômes 


n;(.r)  =  (,,--«,)'/,... (.r -«,_,)'/,-(. 


w-i,',,-_ 


«,+,)''.+..  ..(.(■  —  n^yn 


(i  vji'iiiriL  (le  I  à  /,  l'I  /  lie  1  i'i  f/i] 


(')    T.    Lalksco,    hilroducUon    de   la    Ihcorie    des    équations    intégrales 
(Ouvrage  déjà  cilù). 
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et  les  CT  —  0  polynômes 

H,(.r)  =  (a;  — «,)''.  .  ..{ic  —  a/,)''i.je'-' 
(l  variant  de  i  à  rrs  —  9). 

Celle  reinai'(|iii'  f'aile,  il  sul'iiia  de  répéler  en  quelque  sorte  les  rai- 
sonnements des  n""  51  à  5a  iuclusivemcnl  pour  établir  la  propo- 
sition sui\anle  : 

Soi/  E  fe  champ 

(o  à  rt,  —  £,,  rt|  -r-  rji  à  rtj  —  ôj,  a,  -+-  (t-,  à  «3  —  £3,   .  .  . ,  rt/,-  +  yia  à   1  ) 

et  soit  o  (.r,  E)  la  suliilioii  de  l'cjuiatinn 

(p(.r,  VA  -  f{x)  +  "A   r M£i£) ^      ,;j  ^^ 

quand  A  n'csl pas  noiiihiu  fondamental.. 

La  fonction  o{x,  E)  /c/u/  c/i  gênera/  vci's  une   limite  fonction 

nièionioi-phe  de    X    quand    le    champ   IC  et    les    quantités    log— > 

loi;—,  ...,  I054  —  tendent  respectivement  vers  le  clianip  (o  —  i)  ut  vers 

les  constantes  fi,ni es  non  nulles  C,,  C]^,  ...,  C/;-. 

La  limite  de  Zi(^x,  E)  est  homographique  par  rapport  à  ceux  des 
paramètres  C.,,  C_,,  ...,  C/,.  dont  les  indices  sont  égaux  à  ceux  des 
exposants  p,,  p.^,  ...,  p,.  entiers;  elle  est  indépendante  des  autres. 

Si  pli,  cette  proposition  suppose  K(x,y)  holomorphe  pour  j?  etj^ 
dans  le  domaine  (S)  ;  si/X^  i,  elle  suppose  uniquement  cette  fonction 
bornée  cl  intéi,a'able  dans  (S). 

58.  Si  p,,  j).,,  ■■■,  p/i  sont  des  entiers  cl  cz, ,  ^/.,  ...,«;;.  des  j m >inls  réels 
ou  non  du  domaine  (S),  si  la  fonction  /(;)  admet  les  points  a,,  a.,,  ...,a/f 
comme  zéros  d'ordres  respectifs  p,,  p.^,  . . .,  /)/,.  et  si  les  points  A  et  15 
exli'émilés  d'une  ligne  A  toute  entière  dans  (S)  et  ne  |)assanl  pas  par 
a,,  a.,,  ...,  (i/,  sont  li.ves,  on  généralisera  (Fauli-c  pari  la  conclusion  du 
n"  5(»  en  inonliant,  par  des  raisonnements  caKjués  sur  ceux  de  ce  nu- 
méio,  (pie  la  solution  de  réquatinn  intégrale  lim'aire  de  deuxième 
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espèce 

q)(s)  —  /(:-)-^[  MîiO a(t)(il, 

OÙ  A  ne-sf  pas  nombre  fondainciilal^  est  daim  (S)  ////<'  fonilum 
polymorphe  dcpendanl  de  k  nombres  entiers  ii,,  /< .,  ...,  n^;  de  plus, 
celte  solution  considérée  comme  fonction  de  //,  est  en  général  le 
quotient  de  deux  polynômes  de  degré  p,. 

59.  Élargissons  inaintenanl  les  conciliions  reslriclives  imposées  au 
domaine  (S)  cl  aux  fonctions  }L{x,y)  cl  f(x). 

Soient /?2  conlours  simples  S,- (/ variant  de  i  à  m)  (lui  liniileiil  des 
domaines  S,-  du  plan  complexe  el  qui  no  se  coupent  pas. 

Soient  A,  el  L,  deux  lignes  d'extrémités  A,  el  B,,  el  /,  un  segment 
d'axe  réel  tout  entier  situés  dans  le  domaine  S,. 

Soient  enfin  a,,  a.,,  ...,  O/,.  des  points  situés  dans  les  domaines  S,-  et 
par  où  ne  passent  point  les  lignes  A,-  et  L,.  Dans  ce  qui  va  suivre  nous 
pourrons,  sans  nuire  à  la  généralité  des  raisonnements,  supposer  tou- 
jours a,,  a.,,  ...,  a/i  réels. 

Considérons  deux  fonctions  K'(r,  t)  cl  f'(z)  que  nous  supposerons 
d'une  part  liolomorphes  en  ;;  et  /  pour  toutes  les  valeurs  de  z  el  t  inté- 
rieures au  domaine  S  =  S,  -4-  So  -I-  ...  -I-  S,„  du  plan  de  ces  variables 
et  d'autre  part  ne  pouvant  présenter  que  des  discontinuités  finies 
quand  r  ou  /  Iraverscnl  S,,  1.,,  ...,  Z,„. 

Tous  les  raisonnements  des  n'"  *28  à  3a  inclus  s'appliquent  si  l'on 
suhsliliie  à  K(.f,  y),  /(y)  respectivement  K'(x,y)  clf'(y)  et 
au  chaiiq)  d'inlégialion  (o  —  i)  le  champ  /,  -H  ^ -I-  .  .  . -I-  /,„•  Tous 
ceux  du  II"  5(>  s'appliquent  également  si  lon  substitue  à  K(r,  /), 
/(/)  respeclivemenl  lv'(;, /)  el  /'(/),  /'(/)  a<lmcllaMl  les  points 
a,,  a^,  ...,  «A  comme  zéros  d'ordres  respectifs  p,,  p.,,  ...,  /;<  et  si  Ton 
pose  A  =  A,  -h  A j  -I-  ...  -h  A,„  el  L=  L,  4-  L,  -f-  ...  -H  \j,„. 

En  reprenant  tous  ces  raisonnements,  on  voit  <prils  suiisislent 
encore  quand  les  points  A,,  !>,  ou  les  extrémités  de  /,  sont  sur  le 
contour  X,- et  (piand  diMix  contours  consécul  ifs  1,,  S,.,  onl  une  partie 
commune. 

■i-0.  Ces  remarques  faites,  nous  allons  revenir  à  l'élude  des  sys- 
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Icincs  d'('([iialions  iiit(''i;i'iilos  lin('';iircs  (75)  et  voir  commcnl  so  t^ôné- 
ralisent  les  proposilioiis  (|iio  nous  avons  ohleiiiies  dans  ce  (lliapitre 
coiicernanl  l'équalicjii  uiii(|iH'. 

Soit  (S,)  MM  (loiiiaiiie  com|il('xe  liiiiilé  |)ar  un  contoiM'  sini])le  X,  et 
tout  entier  compris  entre  les  deux'  parallèles  à  Taxe  imaginaire  (pii 
passent  par  les  points  réels  o  et  1 .  Nous  ne  nnirons  pas  à  la  t^énéialité 
des  raisonnements  qui  vont  suivre  en  supposant  que  i^,  passe  par  les 
points  o  et  I . 

Nous  désignerons  par  (S,)  le  domaine  ()l)lenu  en  faisant  subir  au 
domaine  (S,)  dans  la  direction  de  l'axe  réel  positif  une  translation  de 
longueur  i  —  1  et  nous  désignerons  respcctivenienl  par  A,,  A,  le  point 
et  la  ligne  correspondant  au  point  A,  et  à  la  ligne  A,  après  la  transla- 
tion en  question. 

Soient  77/- noyaux  K^^.,Çx,y)  ([i..etv  variant  de  1  à  w)  et  /p,  (.x)/« 
fonctions  liolomorphes  pour  toutes  valeurs  de  x  et  y  comprises  à 
l'intérieur  du  domaine  (S,)  et  sur  son  contour. 

Soit  enfin  A(7)  =  (y  -  a^y^Çy  —  a,)'''  ...(y-  a,y^,  a,,  «„  . . ., 
«A  étant  des  points  réels  intérieurs  à  (S,). 

Les  relations 


ll(.r,y)  = 


K,r;(-''  ~  /J.  +  1,    y  —  V  +  1) 


A  (  j  —  V  +  I  ) 
/(■^)=/i..('-  -/-'■  +  '). 

valables  pour  toutes  valeurs  de  x  intérieures  à  S^  et  pour  toutes 
valeurs  de  y  intérieures  à  S,,,  permettent  (n"  1(>)  : 

i"  De  substituer  à  la  résolution  du  système  (75)  pouro<j?<i  la 
résolution  de  l'équation  (7())  pour  o<.c5'»,  équation  où  la  fonction 
ïi(x,y)  devient  infinie  comme  \y  —  aj-hv—  1  j^";  quandj)^  =  <7^H-v—  i; 

2°  De  substituer  à  la  résolution,  pour  z  dans  S,,  du  système 

V  =  Il       '    ' 

(où  A,  désigne  une  ligne  de  (S,)  d'extrémités  A,  B,,  ne  passant  pas 
|)ar  a,,  a.2,  ...,  ri/,  et  /|j.(-)  une  fonction  cpii  admet  respectivement/?,, 
/':;5  •••)  />/<  '"'^  '*'s  zéros  a,,  a.,,  . . .,  «/,|  la  résolution  |ioiii-  r  dans 

S  =:S,  +  S2  +  .  .  .-hS„, 
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de  l'cquation 

(91)  9(;)=/(s)  +  >.  /  ]\{:..l)o(i)d/, 

où  II(r,  /)  admet  en  général  pj  fois  les  /;/  pôles  /  =  o^-f-  v  —  i,  on  la 
fonction/^;)  admet  pj  fois  les  points  a^  +  v  —  i  pour  zéros  et  où 
A  =  A,  -f-...-f-A,„  se  compose  de  tronçons  A,  d'extrémités  fixes  A,,  B, 
ne  passant  pas  par  les  pôles  de  H(3,  t). 

Les  remarques  des  paragraphes  ô8  et  30  appliquées  aux  équations 
(76)  et  (t)i)  nous  pcrmcltenl  alors  d'énoncer  les  tliéorèmos  sui- 
vants : 

TiiÉonÈME  I.  —  Soit  E  le  champ  (o  à  a,  —  £,,  a, -4- y],  à  a.y  —  t^, 
«o-l-ïjî  à  «3  —  £.,,  ....  a^-{-  -qi;  à  i)  et  .^oit  o,(.r,  E),  o.,(x,\t.),  ..., 
Om(^i  K)  la  solution  du  système  d'équations 

V=l  '    " 

(fZ=ri.2,  ...,  W), 

quand  \  n^ est  pas  nombre  fondamental. 

Les  m  fonctions  Ot{x,  E),  ...,  ç„,(x,  E)  tendent  en  général  vers 
des  limites  finies  fonctions  méromorphes  de  \  quand  le  cliamp  \L  et 

les  quantités  \ogp-,  log— ,  •■■>  \og—  tendent  respectivement  t^ers  le 

champ  (o,  i)  et  vers  les  constantes  finies  non  nulles  C,,  C.,  ...,  C;;. 

Les  limites  de  Zif(x,  E),  z>.2{x,  E),  ...,  o,„{x,  E)  sont  les  quotvents 
de  deux  polynômes  de  degré  m  par  rapport  à  ceux  des  paramètres 
C,,  C^,  ...,  C/.  dont  les  indices  sont  égaux  à  ceux  des  exposants 
p,,  />2,  ■•■,  Pk  entiers;  elle  est  indépendante  des  autres. 

Si  un  des  iioinbres/J,,/)^,  ..., /j^  est  5  i,  cette  proposition  suppose 
que  les  fonctions  K,j..,(x-,  y)  sont  holomorplics  pour  x  Ql  y  dans  le 
domaine  (S,);  si  tous  ces  nombres  sont  <^i,  elle  suppose  unicpicment 
CCS  fonctions  bornées  et  intégrables  dans  (S,). 

Théorème  IL  —  Le  système  d' équations  intégrales  de  seconde 
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espèce 

V  =  /M 

Oa(z)=/a(:)-hiy     f   ^vU|_0 oJl)fU 

(/A  =  i,  2,  .  .  .,ni), 


OU 


/^{z)  =  (z  -  a,)"~{z  —  a,y^.  .  .(z  -  >,,)"^  é,'v(-h 


Pi^  Pii  •••'  Pk  enlieis  et  A  non  fondaivenlal,  a  pour  solution  dans 
(S,)  ni  fonctions  pulyniorplies  9,(-),  ^/^(r),  ...,  5)„,(-).  Ces  ni  fonc- 
tions dépendent  de  k  nombres  entiers  n,^  n.j,  ...,  /i^.,  et,  considérées 
comme  fonctions  de  m,  elles  sont  en  général  le  quotient  de  deux 
polynômes  de  degré  mp^. 


NOTF.    SUR    liNE    (.LASSE    D  EQUATIONS    LMËGRO-DIFFERENTIELLES. 


41.  Rappelons  quelques  propriétés  bien  connues  drs  équations 

différen t ie lies  linéu ires . 

Considérons  l'équatioii  clill'érentielle 


(9-i) 


d"  Il  ,       f/"-'  a 


Soient  «,(«),  u.,(x),...,  u„(v),  «solutions  linéaires  indépendantes 
de  celte  équation;  faisons-leur  correspondre  respectivement  les  fonc- 
tions i-',(x),  i-\(x),  ...,  f„(j;)  définies  par  Tégalité 

A,(x) 


(93) 


»',(-r)  = 


où  \{x)  désigne  le  déterminant 


A(a-)^ 


A(^-) 


"l 

l'i 

u„ 

(tu, 

dit« 

dlln 

d^ 

da: 

dx 

d"~'ii, 

d"    '//.. 

(/"-'«, 

dx"- 


dx"-' 


dx"-' 


Journ.  de  Matk.  (6*  série),  tome  I\.   —  Kasc.  111,  i0'3. 
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cl  A,(.r  )  11- Miiiifui-  (le  ce  dclcniiiiiiiiil  correspoiulaiit  au  Icniic  elc  la 
colonne  /  de  la  dernière  liyne. 
On  sa  il  (jne 

(94)  A(a:)  =  Ce'' 

où  C  dési2:no  nne  conslanle  el  «|nc  f,(7),  '-(j')'  •••»  *'«(./)  soiil 
Il  solnlions  liiiéaiieinenL  indcpcndanles  de  l'équalion  adjointe  (')  à 
l'équation  (<)2) 

il"\'                  d"  'r/'i(r)''l 
(IP)       (-')";^-M-.)"  ■ \ly^r^-^--- 

df'  dy 

Nous  su|)poserons,  dans  lonl  ce  ([ui  va  suivre,  que  réqualion  (92) 
admet,  dans  le  champ  (S)  de  la  variable  complexe  x  contenant  le  seg- 
ment réel  (o,  i),  Il  solutions  liolomorphes  «,,  «o,  ...,  u„\  le  théorème 
de  Fuclis  permet  (-  )  de  fixer  les  conditions  auxquelles  doivent  satis- 
faire les  fonctions  yy,(r),  iuX->:),  •■■■,  Pn{-'^)  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

Nous  supposerons,  en  outi'e,  ipie  la  fnnrtion  p^ix)  est  holomor|)he 

dans  le  domaine  (S).  Il  résultera  de  la  formule  (i)4)  ipic  -r-~\  ^'-''''' 
holom()r|)lie  dans  le  même  domaine. 

Les  formules  (()3)  monlient  alors  que  les  p  l'oiielions  t|(.r\ 
ç.,(x),  ...,  v„(./:)  sont  holiunorplies  dans  le  domaine  (S)  el  (pie.  par 
suih-,  la  foiiclion 


est  lioluiiiiii[ilie  en  X' et  j^  dans  le  domaine  (S)  du  [)lan  de  chacune  de 
ces  variables. 

(]ette  fonction  :(x,y)  joue  un  rôle  analogue  par  rapport  aux  deux 
éipialions  (92)  el(9:)).  Considérée  comme  fonction  de  x  par  exemple, 
elle  est,  dans  le  domaine  (S),  la  solution  de  l'équation  (92)  qui,  pour 

(')  G.  Dakboiix,  Théorie  des  sut  faces.  1.  II,  Liv.  I\\  Clia]).\. 
{■)  G.  IIiiMiiiîHT,  Cours  d' Analyse,  l.  Il,  3''  P;iille,  C.liap.  \'. 
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./;  =_>■',  s'annule  ainsi  (|ut'  ses  dérixécs  jiis(|n'à  l'oidic  u  —  ■!  inclnsive- 
nient,  la  dérivée  doi'dre  //  —  i  élanl  éi;aie  à  FntiiU'. 

Cauchy  a  montré  (jue  la  fonction  :;(a:,y)est  telle  que  la  solution  de 
ré([ualii)n  didërentielle 

pour  ./;  compris  dans  (S),  est  donnée  par  la  for  mule 

(96)  u{x)^.\]{x)^i     z{.r,t)\'(l)r/l, 

U(.r)  désignant  l'inlégrale  générale  de  l'érpiation  (<)2). 

i2.   Considérons  maintenant  la  classe  d'équations  intéi(ro-dii[]fé- 
renliellcs  linéaires 


d"u 


d"-'  Il 


d' u 


les  fondions  '-{/(a;)  et  ii.,,.,{r,  s)  éiaul  liolomorplies  en  ,r  dans  le  do- 
maine (S). 

l,a  formule  (')'»)  nous  permet  d'éci'ire 

ll(x)  =  U{j-)~h    C     Z(.l\t)'b(l)dl 

'■    0 

V(.x)  +  f   ■z{.r,/)é{l)dl  =  ff(jr) 
i     z{x,l)  L,+,(t,  s)  dl  =  //v+,  (x,  s) 


t,s)dt 


d'  „ 

~d^ 


Posons 


Ces  fonctions  sont  liolomorplies  par  rapport  à, i;  dans  le  domaine  (S) 
en  vertu  des  hypotlièscs  faites  el  la  fo/ir/io/i  i/(.r)es/  définie,  dans  ce 


3oO  eu.     l'LATlilEH. 

domaino,   par   f'vqualioii   iiiléifro-di(J\>reiili<'lli'  si/ic/i/i/r   rciilranl 
dans  le  lypr  rlit/llr  paf  M.  Boiiliiisliy  (  ')  : 


l'u(s) 


(97)  «(.r)r-_,^(.0+).     V       /     A,^^,(.,.,5)^ 


is. 


i.">.  iXoiis  allons  donner  une  //ouvc/lc  méthode  pour  résoudre  celle 
équalion . 

Dérivons /y<  -  i  fois  les  deux  nicinliies  de  celte  équalion  par  rap- 
|)orL  à  j'  el  posons 

L'équalion  (()7)  joinle  aux  m  —  i  é([nalions  ainsi  oblenues  forme 
le  syslènie  d'équalions 


(f^,{a:) 


"  =  "■  ^1 

..    .  "^1 


syslèine  d'équations  inlégralcs  liin'-aii'es  de  deuxième  ou  de  troisième 
espèce  que  nous  avons  iHudié  dans  les  (]liaj)ilres  |irécédenls. 


NOTK  sri;   i.rs  systkmks  d  kquations  intkguai.es   i.in'i:aires 

DE    PHEMIÈUE    ESPÈCE. 

4i.  Dans  l'élude  (pie  nous  avons  faite  (n"  10)  des  systèmes  {Vèqua- 
tioiis  iiilégrales  linéaires  du  type  (3G),  nous  avons  laissé  de  côté  le 
cas  où  A  (x)  esl  identiquement  nul. 

Pour  compléter  cette  étude,  nous  allons  indjqner  sommairement 
les  principales  particularités  qui  se  présentent  dans  ce  cas. 

Supposons  donc   que    A(if)^o  ainsi   que  ses  mineurs    d'ordre 

(')   lioiiTNisKY,  Bull,  des  Sciences  ninth.,  1908.  Méiiioii  e  déjà  cité. 
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/)  +  i .  p  -\-  2,  . . .,  m,  mais  que  lo  ininciir 

f/,,(x)     ...     a, ,,{.!■) 


ne  s'annule  que  pour  des  valeurs  particulières  isolées  dans  le  domaine 

i"  Supposons  0/^,(.r),  O^^o(x-),  . .  . ,  0,„(.f)  connus  dans  les  p  pre- 
mières équations  du  système;  elles  peuvent  être  considérées  comme 
un  système  2  d'équations  intégrales  linéaires  d'ordre  p  en  0,(a;), 
92(x),  ...,  O^(ic),  système  de  seconde  ou  de  troisième  espèce  du  type 
étudié  dans  la  seconde  Partie. 

2°  Supposons  ô,(a;),  0.,(x), . . .,  0„,(a;)  remplacés  par  leurs  valeurs 

sous  les  signes   /    ;  les  m  équations  du  système  proposé  forment  un 

système  d'équations  linéaires  en  (i,(^x),fi.i(x),  . ..  ,()„,(x-)  qui  seront 
compatibles  si  m  —  p  conditions  de  la  forme 


"0 


sont  satisfaites.  Appelons  1'  ce  syslèmc  de  conditions  et  supposons 

que 

H|Av(.r,  .v)  =  o 

pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 

V  =:/^  +  7 -t- I,        p -h  q -{- 1.         ...,         m. 
fi  =  /;-l-i,        p-i-2,         ...,         m. 

Les  q  premières  équations  du  système  Z'  forment  un  système 
d'équations  intégrales  linéaires  en  ^i,,+i{x),(i^_^^(x),  . . .,  fif^j(x)  que 
nous  désignerons  par  S, . 

Les  /n  —  p  -h  q  =  r  dernières  équations  du  système  2'  constituent 
/•  conditions  auxquelles  sont  astreintes  les  p  fonctions  0^+,(j;), 
0^,^^(a;),  ...,  ^)p+^{x).  Nous  désignerons  l'ensemble  de  ces  /•  condi- 
tions par  Z.,. 
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Pour  résoudre  le  système  (36)  nous  aurons  à  résoudre  daliord  le 
système  !S,,  à  vérifier  ensuite  que  les  solutions  de  ce  système,  si  elles 
existent,  satisfont  aux  conditions  X^  ;  enfin,  si  les  conditions  ^.,  sont 
remplies,  à  résoudre  le  système  S  où  nous  clioisii'ons  arbitrairement 

h>s  /•  fonctions  '),,+,,^.,  (.r),  0^,,,+.  (.-r),  . . . ,  0„,  (.c). 

•4o.  En  dehors  des  conditions  l!.,  Texislence  des  solutions  du 
système  (36)  est  donc  subordonnée  à  rexislciu-e  des  solutions  du 
système  !S,  et  il  est  facile  de  voir  (ju'un  Ici  système  n'a  |ias  toujours 
de  solution. 

Définissons,  en  eil'et,  les  fondions 

II{x,  .ç)  n:  llu.v(j' —  M  -h  I,  «  — V  +  l)  pour  o<  <I, 

5   —  V  +  I 

/{.r)  =  f,^{x  —  IJ. -h  i)  pour  o<:c  — ■/  +  i<i, 

a  et  V  variant  de  /)  +  i  à  /)  4-  y,  et  considérons  rpfpiatinn  intéj^rale 
linéaire  de  première  espèce 

(y8)  f     \l{.v,s)0{s)ds^/(j,). 


r 


On  verra  facilea)cnt  [tar  un  raisonnement  calfpié  sui-  celui  du  n"  I(> 
que,  à  toute  solution  dusystèmeE,,  correspond  une  solution  de  (9<S) 
et  réciproquement,  ces  solutions  étant  liées  |)ar  les  reialions 

0(^7)  =  0|i(a' —  pu- i)  |)Oiir         o<.r  —  fA  +  i<i. 

Or  on  sait  qu(>  ré(pialion  (()cS)  n'a  pas  toujours  de  solution. 

■i6.  IMaçons-noiis,  pour  terminer,  à  un  point  de  vue  [)articuiier  et 
considérons  la  fonction  0(.-r)  qui  satisfait  à  (98)  comme  la  limite  pour 
A  =  :c  de  la  fonction  0  (^.r.  A)  qui  satisfait  à  l'équalion 

-  0(x,  >,)  4-  >,  Ç       H(.r,  s)  0{s,  l)ds  =  lf{.r) 

et  supposons  II  (x-,  .v)  de  la  fornie 

H(:r,^)  =  .\,(a-)S,(^)4-Xo(.r)S,(s)+...-hX^{.r)S„(.v). 

Nous  allons,  dans  ces  hypothèses,  établir  la  condition  pour  que  la 
limite  0  (.r)  existe  cl  déterminer  celte  solution. 
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La  déterminante  D(A)   du   noyau   il(x-,y)   est  un   polynôme  de 
degré  cï  en  A  qui  peut  s'écrire 

D(X)  =  a„  +  3!,  >.  +  ...+ «„).=', 


et  son  mineur  dn  piemiei'  onlre  1)  (        AI  est  un  polynôme  de  degré 
Tzs  —  I  en  A  (pii  peut  s'i'crii'e 

M  =  fio (■'•<.)•)  + (3,  (.'-,/) X +  ...  + (3„. ,  (.r,  .)  ),ï^. 
Par  suite,  dans  le  cas  général, 


■•/'  <  '/ 


l]f{s),/s 


DO.) 

se  présentera  sous  la  forme  d'un  quotient  de  deux  polynômes  en  X  : 
le  numérateur  est  de  degré  nr  +  i ,  le  dénominateur  de  degré  nr. 

Quand  A  croît  indéfiniment,  0  (ic,  X)  tend  en  général  vers  Fin- 
fini. 

Pour  que  0  (x,  A)  ail  une  limite  finie,  il  faut  que 


(99) 


et  alors  0  (.r,  AJ  a  en  général  une  limite  quand  A  croit  indélinimenl, 
savoir 

'!>  +  '/ 


9(.r) 


— /( X )«„.-.,—  ^  i3c  -X  ( X,  s )/{s)  ds 


47.  Notons  de  plus  (pie  l'étude  des  équations  intégrales  linéaires 
du  second  ordre  sans  second  mciniin'  |icrmet  d'analyser  la' condi- 
tion (99)  :  elle  veut  dire  t\\\v  fl^.r)  est  uno  l'onction  princi[)ale  du  noyau 

pCT  ,  (x,s)  relative  au  nombre  fondamcnlal  (  —  ^- )• 

Par  suite  il   n'existera  de  fonclion  f(i:)  diflerente   de  zéro  salis- 
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faisant  à  celte  condilion  (jue  si 


(lOo) 


A  (À)  désijjnant  la  dcterminanle  du  noyau  35,_,  (.r,  *■). 

Il  convient  de  remar(]uei'  (jiie  (loo)  rsl  luw  condition  dépendant 
uniquement  du  noyau  H  (x',  s)  de  l'équation  (98). 


ÉQUATIONS    AUX    IllillIVÉES    PMITIELLES     DU    TYPE    PARABOLIQUE.        3o5 


Sur   les   ('(juations  aux  dérivées  partielles   du   type 
parabolique  ; 

Par  m.   GEVREY. 


INTRODUCTION. 

Le  préseiiL  Mémoire  est  consacré  à  ri'liulr  d«_'s  i''(|ua lions  aux  déri- 
vées partielles  du  type  parabolique,  linéaires  et  non  linéaires,  soit 
au  point  de  vue  de  la  résolution  des  problèmes  aux  limites,  soit  au 
point  de  vue  de  la  nature  des  solutions  ('). 

La  plus  simple  des  équations  du  type  paraboliipie  est  ré(piation  de 
la  chaleur 

d-  z       oz 

ou,  dans  le  cas  de  [)lus  de  deux  variai)les, 

(>') 


•^d'^'z        de 


étudiées  longuement  par  Fourier  dans  ses  beaux  Iravauv  sur  la  Pliy- 

(')  Les  |)riiicipaiix  lésullaLs  Je  ce  liavail  ont  l.iil  l'objet  de  plusieurs  Commu- 
nications à  l'Académie  des  Sciences  :  20  février  rgi  t ,  t.  151  ;  6  juin  191  1,  t.  152; 
24  juin  1912,  l.  lai;  28  octobre  1912,  t.  155;  17  février  njrS,  t.  I5(i. 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome   1\.  —   l-'asc.  IV,   H|i3.  JC) 
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siquematliémalique  (').  Poisson  (-),  Laplacc  se  son l  eux  aussi  occupés 
des  problèmes  de  la  chaleur,  en  se  plaçant  loujours  au  point  de  vue  du 
calcul  de  la  solution  dans  chacun  des  })rol)l(''nics  posés  par  la  Fhysicpie. 
A  une  (''[)0(pie  plus  l'approchée,  Schaelli  ('),  lîelli  sont  revenus  surces 
questions,  et  plus  réceinmenl  encore  M.  Appell  (*)  aconsacré  à  TiNpia- 
lifin  (i)  un  rcmarcpiable  Ménioiie.  Knlln  Féqualion  (i')  a  été  étudiée 
par  divers  auteurs  (^)  en  utilisant  les  méthodes  introduites  dans  ce 
genre  de  recherches  par  Poincaré,  dans  son  célèbre  Mémoire  su/'  les 
éqiiatioiix  de  la  Physiiiiif  iiiatln'inaliqiii'. 

Mais  les  équations  j^énérales  du  type  parabolique  n'avaient  pas  été 
envisagées  en  elles-mêmes,  si  ce  n'est  an  point  de  vue,  plutôt  géomé- 
trique, du  problème  de  Cauchy  et  de  l'intégration  efTective,  lorsque, 
en  1907  et  en  i()o8,  MM.  llolnigren  et  Levi  (")  publièrent,  presque 
simultanément,  des  travaux  sur  l'équation  (i),  s'inspirant  des  théories 
modernes  relatives  aux  équations  intégrales  :  là  comme  ailleurs,  cet 
instrument  analytique  a  fait  preuve  de  sa  fécondité  et  de  sa  souplesse. 

I^a  Pliysi(pie  matliématique  avait  posé,  relativement  à  l'équation  (i), 
un  type  de  problème,  se  rapprochant  du  problème  de  Dirichlet,  et  qui 
a  conduit  tout  naturellement  à  une  classe  de  problèmes  aux  limites,  se 
résolvant  par  des  méthodes  analogues  à  celles  dont  on  l'ait  usage  dans 
la  théorie  des  équations  elliptiques  et  hyperboli(]ucs.  C'est  à  cette 
question  (ju'est  consacré  le  remarquable  Mémoire  de  M.  Levi,  (|ui 
étudie  dans  cet  esprit,  d'une  façon  très  complète,  l'équation  (i),  ainsi 
(pie  l'équation  à  second  membre 

,    ,  ^        ô'z       dz        ^,         ^ 


(')  FuiJlUEll,  OEavi-cs,  piihlices  pni-  M.  Darlioux,  t.  I  t;l  II. 

{')  Poisso.\,  Théorie  inalhéniaiiijne  de  In  chaleur.  l'aiis,  i835. 

(')  Journal  de  Crelle,  l.  72. 

{'')  Journal  de  l^ioui'ille^   1892.  • 

(■')  MM.  Le  Hoy,  Slekloll,  /.iremlja,  Lanricell,  etc.  Citons  aussi  les  deux 
Cliapitios  que  M.  Volleiia  a  consacrés  à  l'cqualinn  de  la  çlialeur  dan.sses  Aefo/i5 
(le  Slocktiobn  (1906),  lU  ilonl  la  lecture  est  fort  suggestive. 

('■)  lloi.MiiKHN,  \rl,h'  fiir  Malc.mnLik^  Ud  III  el  IV  (1907-190S).  —  l'^l.-R.  Li;vi, 
/\i>nali  di  MaLenial.icd  {\(jO^).  J'aurai  souvent  occasion  de  citer  ce  Mémoire, 
iloiit  la  lecture  m'a  donné  lidéede  mes  recherches. 
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Les  caracléristiqut's  de  celle  cqualion  sonl  les  droites  y  =  const. 
Dans  (oui  (•)'  qui . suit,  nous  appellerons  con/oi/i-  {(Z)  un  conlour  formé 
d'un  segmenl  A,  A.  de  caracléristique,  pouvant  d'ailleurs  se  réduire 
à  zéro,  el  de  deux  arcs  A,  B,,  A^  Bo,  situés  au-dessus  de  A,  A,,  ne  se 
coupant  pas,  et  rencontrés  respectivement  en  un  seul  point  par  les 
caractéristiques  qui  les  coupent;  les  équations  de  ces  arcs  de  courbe, 
que  noiis  appellerons  C,  etC^  (voir/fif.  i),  sont  donc  de  la  forme 

a-  =  X,(r),         .r  =  X,(j). 

Nous  désignerons  également  sous  le  nom  de  solution  régulière 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  toute  solution  continue,  ainsi 
que  celles  de  ses  dérivées  qui  figurent  dans  l'équation. 

Cela  posé,  le  problème  aux  limites  type  relatif  à  l'équation  (a)  est 
le  suivant  :  déterminer  une  solution  :;  de  cette  équation,  régulière 
entre  les  arcs  C,  et  Cj,  connaissant  les  valeurs  qu'elle  prend  sur  le 
contour  (C).  Si  nous  appelons  d'une  façon  générale  S  la  région  située 
entre  les  arcs  C,  et  C,  et  au-dessus  de  A,  A,,  z  sera  régulière  dans  S 
et  continue  sur  (C).  Etant  donné  un  point  P(x',  y)  de  S,  la  valeur  de  z 
en  ce  point  ne  dépend  que  des  données  sur  la  portion  (C,)  de  (C) 
qui  est  au-dessous  de  la  caractéristique  d'ordonnée  y.  On  peut  donc 
dire,  en  quelque  sorte,  que  le  type  parabolique  participe  à  la  fois  du 
type  hyperbolique  el  du  type  elliptique,  puisque  sur  une  courbe 
oui  crlf  on  se  donne  la  valeur  de  :;  seul.  Lanirle  des  droites  caractéris- 
tiques  du  type  hyperbolique  est  devenu  égal  à  180°  et  il  continue  ainsi 
à  embrasser  les  données  dont  dépend  la  valeur  de  la  solution  en  son 
sommet  (devenu  indéterminé),  mais,  dans  le  passage,  la  connaissance 

des  valeurs  prises  par  -^  est  devenue  inutile. 

Quoi  qu'il  en  soit,  l'emploi  d'une  solution  fondamentate^  qui  est 
ici(')  ■ 


U(n,P)  =  U(;,  ■/i;x.y):=    e   "■'--" 

conduit  à  Xa  formule  fondamentale  (§  1)  et  à  la  représentation  de  la 
solution  par  des  intégrales  (§2)  :  en  écrivant  que  ces  intégrales  pren- 

(')  Dans  tout  ce  travail  nous  désignerons  loujours  par  la  lettre  U  une  solution 
fondamentale  et  nous  écrirons  toujours  les  premiers,  dans  son  expression  sym- 
bolique, les  variables  ou  le  point  relatif  à  l'équation  adjointe. 
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Mcntaii  J)ord  les  valeurs  données,  on  ohliont  les  équalions  inléj^rales 
(|iii  pormcllonl  de  résoudre  la  question.  Au  moyen  de  celles-ci  on  peut 
d'ailleurs  former  une  fonclion  deGrcn  porincltant,  f^râce  à  la  formule 
fondamentale,  d'obtenir  par  une  môme  formule,  la  solution  de  I nul  pro- 
blème aux  limites  concernant  un  contour  donné. 

Celte  façon  de  procéder  est  absolument  classicpie  et  en,  ce  qui  con- 
cerne l'équation  de  la  chaleur,  nous  ne  pouvons  mieux  faire,  comme 
complément  à  ce  que  nous  disons  au  début  du  premier  Chapitre,  que  de 
renvoyer  le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Levi,  et  à  l'excellent  Chapitre 
que  M.  Coursât  a  consacré  à  ces  questions  dans  le  Tome  III  de  son 
Traité  d'Analyse  ('). 

Il  existe  pour  l'équation  (2)  une  inléj^rale  lout  à  fait  analogue  au 
potentiel  de  simple  couche  :  c'est  la  fonction 

qui  est  solution  de  l'équation  (i).  S,-  désignant  le  domaine  lin)ité  par 
(C_^)  et  la  caractéristique  d'ordonnée  j)^.  Si  nous  remplaçons  dans  cette 
intégrale  la  solution  fondamentale  par  la  fonction  deGreen,  nous  avons 
la  solution  nulle  sur  (C). 

Tout  ceci  étant  rappelé,  on  voit  donc  (juc  le  cliemiu  était  tout  tracé 
pour  la  résolution  des  problèmes  aux  limites  relatifs  à  des  équations 
plus  générales,  suivant  la  méthode  si  féconde  créée  par  M.  Picard 
dans  son  fameux  Mémoire  «S»/' /es  cqiialioiis  firi.r  di'rivéfs  partielles 
(^Journal  de  Lioiiviltc^  1890). 

I.  Dans  un  premier  Chapitre  j"ap[)rofondis  l'élude  des  solutions  des 
deux  é(juations  (i)  et  (2)  r/M'HC  des  applications  du  Chapitre  sui- 
vant. Puisque  notre  objet  est  de  former  la  solution  des  équations 

<r-z     dz       àz 

^    '  Oj:'       ôy         ôx  •" 

ô^-z       Oz  (  ôz\ 

,  ,  .  ô-  z  Oz     àz 

(')  Toiiles  les  fois  que  nous  renverrons  à  ce  Mémoire  ou  à  cel  Ouvrage,  nous 
les  désignerons  simplenienl  par  le  nom  de  latileur. 
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el  cela  par  le  moyen  crajiproximalions  successives,  il  nous  faut  envi- 
sager ralliire  de  la  dérivée  ~  au  liord,  pour  les  équalious  (C)  el  (  C,), 

cl  aussi  lie  la  dérivée -t^>  poui  ri''(|uali(Mi  (Cn). 

Je  commence  par  faire  cette  élude  pour  l'équation  (i)  :  je  forme  tout 
d'abord  la  fonction  de  (îreen,  et  cela  en  supposant  simplement  que  les 
deux  fonctions  X,  et  Xj  satisfassent  à  la  condition 

(r)  l^'-(j)-X,0-')|<K|r-/|^. 

Le  contour  (C)  peut  donc  n'avoir  aucune  existence  matérielle, 
puisque  les  fonctions  X,  peuvent  ne  pas  admettre  de  dérivée.  Ce  point 
de  vue  peut  évidemment  prêter  à  la  critique  cl  d'autant  plus  que,  si 
l'on  suppose  que  X,  et  X^  admettent  une  dérivée  première,  le  change- 
ment de  variable 


(V) 


X,(7)--\,(j) 


transforme  les  équations  (c),  (t,  ),  (c,)  en  équations  de  même  forme, 
elle  contour  (C)  en  un  contourrectangulaireportépar  les  droites  A,  Ao 
el  x' =  o,  se' ^  l.  Or  précisément  l'étude  des  dérivées  au  bord  est 
particulièrement  simple  dans  le  cas  d'un  contour  rectangulaire. 

Malgré  cela,  il  m'a  semblé  que  le  point  de  vue  purement  théorique 
ne  saurait  être  exclu,  sous  le  prétexte  qu'il  s'agit  d'ér|uations  utilisées 
en  Physifjue  mathématique  et  qu'on  pouvait  envisager  ces  questions 
en  elles-mêmes,  puisqu'aussi  bien  on  se  plaçait  à  ce  point  de  vue  dans 
d'autres  théories  plus  éloignées  des  applications. 

Pareillement  j'ai  toujours  cherché  à  faire  le  moins  d'hypolhèses  que 
possible  sur  les  coefficients  el  les  données  :  ceci  peut  d'ailleurs  éviter 
des  discussions  spéciales,  au  cas  oii  ces  fondions  présenteraient  en  cer- 
tains [joints  des  particularités  (ju'iine  méthode  moins  subtile  aurait 
éliminées. 

Au  reste,  comme  le  contour  rectangulaire  simplifie  beaucoup  de 
questions,  je  lui  ai  consacré  une  Note  spéciale  à  la  fin  du  Mémoire  : 
tout  ce  qui  concerne  |)lus  spécialement  les  contours  satisfaisant  à  la 
condition  (F)  a  été  marqué  par  un  astérisque  et  le  lecteur  (|iii  ne  s'in- 
téresse pas  à  ce  point  de  vue  pourra  le  passer  sans  inconvénient. 
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Dans  le  premier  Cliapilre  j'éliidic  égalcineiU  les  conditions  les  plus 

simples  (pToii  puisse  donner,  bien  qu'assez  larges  \rondilions  (A)  ^  0] 

}•'/  y/ 

pour  tiuc  les  driivées  -r-^,  el  -r-'  df  la  fouclion  Z  exisleni   cl  vrrilieul 

l'écpialiou  (2).  I'',ufin,  coninie  l'a  fail  M.  l'élriiii  poui-  le  |i()lenliel  ('} 
je  donne  une  exLciisiou  du  symbole 

ÔZ  =  — -  — 

ÔJt  ■        Oy 

n'exigeant  pour  la  i'onclion  /(x-, ^)  qu'un  certain  genre   de  conti- 
nuité. 

Quand  f  est  siuiplcuicnt  intégrable,  Z  satisfait  à  des  coudilions 
d'accroissements  analogues  à  celles  qu'a  étudiées  M.  Dini  dans  le  cas 
du  potentiel  (-). 

II.  Dans  le  second  Chapitre  je  ni'ocru[)e  de  la  résolution  des  pro- 
blèmes aux  limites  et  plus  particulièrement  du  problème  type  cité 
plus  haut,  l'équation  donnée  étant  {c),  {i:^)  ou  (to). 

Il  y  a  plusieurs  manières  d'envisager  la  question  pour  l'équa- 
tion (c).  On  peut  tout  d'abord,  par  un  changement  de  fonction 
inconnue,  faire  disparaître  le  coefficient  a.  (]'est  ce  qu'a  fait 
M.  H.  Blockdansun  Mémoire  paru  dansles///7»/c^£/eS/ocA7io/m(Bd.Yl) 
et  qui  venait  d'être  inq)iimé  au  moment  où  j'ai  publié  une  première 
Note.  J'ignorais  complètement  ce  travail,  développement  d'une  iNole 
communiquée  quelques  mois  avant.  Effectivement,  le  cas  où  a  =  o  est 
d'une  grande  simplicité  et  c'est  par  ce  cas  que  j'avais  débuté  dans  mes 
recherches  l'année  précédente.  Mais,  outre  (pi'il  exige  l'existence  des 
deux  dérivées  premières  du  coefficient  de -T^  dans  l'éciuation  primitive, 
il  ne  se  prête  pas  à  la  généralisation  dans  le  cas  de  plusieurs  variables, 
et  il  ne  peut  servir  à  préparer  l'étude  des  écjiialions  (i",)  on  (>;'o). 

Si  l'on  ne  fait  sur  les  coefficients  d'antre  hypothèse  tpie  la  con- 
dition (A),  la  solution  de  l'équation  {c)  sera  donnée  par  le  moyen 
d'une  é(piation  inlégro-dilféi-cnlicUc  (5^  lî)),  résoluble  par  ap|>roxi- 
ma lions  successives  (•'). 

(')  Journal  de  Liouville,  1909;  Acla  nuilhcnuilica.  I.  \\\1. 

(■■')  Acla  matlicinalica,  l.  XXV. 

('')   Ordiiiairemeiil  dans  ces  approxiinalioiis,  on   suppose  rexistence,  ait  bord 


ÉQUATIONS    .\UX    DÉIUVÉES    PAHTIELLIiS    DU    TVl'K    PAItABOLIOUK.        3ll 

SI  la  dérivée  —  du  coefficient  a  existe,  on  peut  transformer  l'équa- 
tion précédente  en  équation  intégrale  ordinaire  (§  23),  suivant  le 
procédé  de  M.  Picard  ('),  et  l'on  n'a  pas  alors  d'autre  hypothèse  à 
faire  sur  les  données,  que  celle  de  la  continuité.  On  peut  alors 
démontrer  sur  les  séries  de  solulio/ia  un  théorème  tout  à  fait  analosrue 
à  celui  qui  a  été  établi  par  M.  Picard  pour  le  type  elliptique  et  par 
M.  Levi  pour  l'étpiation  de  la  chaleur  (i^  2i>),  et  a|ipliqurr  ce  théo- 
rème au  cas  où  le  contour  (C)  présente  des  singularités  (§  2G). 

La  résolution  de  l'équation  intégro-difTérentielle  dont  nous  parlions 
plus  haut  a  préparé  la  voie  pour  l'élude  de  l'équation  (»;:,),/ étant 

supposée  hpschitzienne  en  3  et  -j^-  Jusqu'ici,  la  seule  hypothèse  faite 

sur  le  contour  est  la  condition  (F). 

Plus  délicate  est  la  résolution  de  l'équation  (i-s),  soit 

Eu  cU'et,  pour  la  résoudre  par  approximations  successives,  nous  la 
mettrons  sous  la  forme  oz  =  o(^x,  y,  z,  p,  ej).  Or,  en  vertu  des  équa- 
tions mêmes  qui  constituent  la  chaîne  et  qui  sont  de  la  fornu'  (2),  les 
dérivées  r  et  (/  présentent  les  mêmes  singularités  au  bord.  Mais  ici 
q  est  engagée  dans  le  second  membre.  J'ai  résolu  la  difficulté  par  la 
méthode  des  accroissements,  basée  sur  les  études  faites  dans  le  premier 
Chapitre.  J'ai  naturellement  cherché  à  faire  le  moins  d'hypothèses  que 
possible  sur  /"  et  je  l'ai  simplement  supposée  pourvue  d'un  certain 
nombie  de  dérivées  (§51).  La  question  est  assez  analogue  à  la  résolu- 
tion de  l'équation  elliptique 

f{jc,  y,  :,  p,  I],  r,  s,  0  =  0, 
mise  sous  la  forme 

/•  +  <  =  «(-^i  J-  -^  P-  7-  '%  ^1  0 

et  qui  a  été  faite  par  M.  Bernstein  dans  le  cas  analytique  seulement. 
La  fin  du  Chapitre  concerne  l'extension  au  cas  de  plusieurs  variables 
des  problèmes  traités  juscpi'ici. 

nii'nie,  des  dérivées  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  des  é(|ii:uions 
d';i|)[(ri)\iiniili()n.  Celle  condition  n'esl  pas  indispensable  el  j'ai  in(lii|ué  liés 
soniiiiairenuMil  coiiinieiiL  on  pouvait  s'en  passer. 

(')   nc.iidicDnli  (IL  l'alerino  el  Annales  de  t'Êcole  A'orniate,  1906. 
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m.  Les  solutions  régulières  de  l'équalion  de  la  chaleur  sont  ana- 
Ivlifjues  par  rapportât;  relativement  à  y  elles  sont  d'une  certaine 
espèce  de  fonctions,  que  j'ai  appellées  yb/^c/ion*  3C  (voir^  '6*2)  et  qui 
ont  fourni  à  M.  Ilolnigren  matière  à  des  résultats  remarquables  sur 
\c  prolonge rncnl  des  solutions  de  l'équation  de  la  Chaleur. 

M.  Levi  avait  démontré  que,  si  /*  est  analyliqui'  en  x,  dans  une 
région  A,  toute  solution  régulière  de  l'équation  (2)  est  aussi  analy- 
tique en  X  dans  A.  J'ai  étendu  ce  résultat  à  l'équation  (i;),  quand  les 
coefficients  sont  analytiques  en  .r,  elau\  équations  (iL",  )  cl^C^),  quand 
/"est  analytique  en  x,  :;,  p,  q. 

Uanalyticitc  par  rapport  à  y  n'est  pas  aussi  directe  :  S  ^  o  dési- 
gnant l'une  des  équations  {c),  (C,),  (£3),  si  #  est  analytique  en  y,  z, 
/;,  q  ci-si  z  prend  des  valeurs  analytiques  sur  deux  segments  C, 
et  C.2  parallèles  à  Oy,  z  sera  analytique  en  y  sur  tout  segment  de 
caractéristique  limité  par  C,  et  C,.  Une  propriété  analogue  a  lieu  pour 
V analyticité  par  rapport  à  Vensenihle  des  variables  x,  y,  C,  et  Cj 
pouvant  être  cette  fois  des  arcs  analytiques. 

Je  me  suis  [)roposé  également  de  voir  si  les  fonctions  d'espèce  3e  ne 
jouaient  pas,  par  rapport  à  y,  le  même  rôle  que  les  fonctions  analy- 
tiques, par  rapport  à  X.  En  d'autres  termes,  si  les  cocflicienls  de 
l'équation  (t)  sont  foncjions  '3<L  en  y,  en  sera-t-il  de  même  de  toute 
solution  régulière?  La  réponse  est  anirnialive  et  vraie  également 
[)our  ré([ualion 

l)  gardant  un  signe  constant.  De  plus,  si  les  coefficients  de  cette  équa- 
tion sont  fonctions  ne  par  rapport  à  l'ensemble  (x,  y)  (wojV  §  iîli), 
toute  solution  régulière  prend  sur  une  courbe  d'équation  x  =  X(^), 
X  étant  une  fonction  3e,  des  valeurs  définissant  une  fonction  3e  de  j. 
Nous  appelons  une  telle  courbe,  courbe  3C. 

Enfin,  le  problème  du  prolongement  (§  o7)  m"a  conduit  au  résultat 
suivant  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante,  pour  (]u'une  solution  z 
de  (E),  régulière  dans  un  domaine  limité  en  partie  par  une  courbe  ae, 
soilprolongeableau  delà  de  celte  courbe,  estijue  les  valeurs  prises  par  ;: 
sur  cette  courbe  constituent  une  fonction  de/  qui  soit  d'espèce  3C  :  nous 
supposons  ici  les  coefficients  de  (E)  d'espèce  3C  par  rapport  à  l'en- 
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semble  (.r,j').  Si  la  courbe  est  un   segment  veillcal,  il  suffit  (|u"ils 
soient  d'espèce  5e  en  y. 

Ces  résultats  sont  basés  sur  la  résolution  du  prohlriiic  de  Cauchy, 
dans  le  cas  où  la  IVoulière  est  un  segment  vertical  :  la  solution  se 
calcule  par  approviinalions  successives  en  partant  de  la  formule 

qui  donne  la  solution  de  réquation  (2)  nulle  sur  O  y,  ainsi  que  sa 
dérivée  par  rapport  à  x. 

J'étudie  enfin  le  cas  où  les  coefficients  sont  analytiques  en  y  (pro- 
blème de  Cauchy  et  problème  du  prolongement)  et,  après  quelques 
autres  considérations  relatives  au  prolongement,  je  termine  le  Cha- 
pitre en  montrant  (pie  le  problème  (pii  consiste  à  déterminer  une 
solution  de  l'équation  de  la  chaleur,  analytique  en  .c  et  y^  et  prenant 
sur  deux  courbes  sécantes  des  valeurs  analytiques,  est  un  problème 
en  général  impossible,  conir&ïremenlk  ce  qui  a  lieu  pour  un  grand 
nombre  d'autres  équations. 

IV.  Appelons  équations  singulières  les  équations  du  tvpe  (E), 
telles  ((ue  le  coefficient  h  sUutnute  avec  ou  sans  changement  de  signe 
dans  la  région  où  r(ju  veut  former  une  solution  de  l'équation.  Suivant 
que  la  ligne  singuliéi-e.  le  long  de  laquelle  h  s'aimide,  est  quelconque 
(sans  tangentes  caractéristiipies  cependant)  ou  est  une  caractéris- 
tique, nous  aurons  les  deux  types  suivants  (en  posant  £  =  ±  1)  : 

,    ,-\  d^z  ôz 

Ivpe  simple  (e  )  -r .r'' -— z=  o, 

•^  ôx-  dy 

1    /-,\')'  ^  àz 

Ivpe  simple  (  e   )  -; — -  —  i  v''  -t—  =  o. 
i).t-  '      dy 

Il  est  facile  de  former  une  solution  fondamentale  de  ré(|uation  [e) 
valable  dans  tout  le  plan.  Le  nombre  entier /^)  étant  pair,  les  |Moblèmes 
aux  limites  relatifs  à  l'éipialion  (  i  )  se  lésolvenl  également  pour  l'équa- 
tion (r',',  et  par  suite  (,;  ),  par  des  méthodes  analogues,  même  si  le 
coulouripù  |iorU' les  données  liaverse  l'axe  des  \',  ou  bien  en  com- 
prend un  ou  plusieurs  segments.  Mais  si  /)  est  impair,  la  solution  de  (c) 

Journ.  de  Mitlh.  ('!"  séiic),  tornc  IX.  —   Fiisc.  IV,  lyij.  40 


(a 

ô'-z 

<)z 

■+-  ri 

ôz 

ô.r 

=  cz 

+  / 

iC) 

O'z 
dx- 

-h  (1 

'  Ox 

^:^  cz 

:+/, 
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est  déterniin(''C  au-di-ssus  du  coiilour  (|ui  porte  les  données,  dans  la 
région  qui  est  à  droite  de  Oy,  el  au-dessous  dans  la  région  qui  est 
à  gauche.  Pour  avoir  une  solution  régulière  dans  un  domaine  traversé 
par  Oj',  il  faut  examiner  si  deux  solutions,  déterminées  dans  deux 
régions  admcllanl  l'axe  des  y  comme  frontière  commune,  peuvent  se 
/•accorc^c/',.  c'est-à-dire  prendre,  ainsi  que  leurs  dérivées  premières,  la 
même  valeur  sur  O^.  On  reconnaît  alors  (jue  la  solution  de  ce  pro- 
blème revient  à  celle  d'une  équation  de  Fredholm  de  première 
espèce  el  ceci  permet  de  montrer  que  les  noyaux  de  la  forme 

.    .    ''   .,,'  (o<a<i). 


OÙ  £^  ±1  et  peut  ou  non  changer  de  signe  pour  ^  =  j-,  sont  des 
noyaux  fermés . 

Quant  à  l'équation  {e' ),  il  est  aisé  de  former  sa  solution  fondamen- 
tale et  de  montrer  que  si  une  solution,  régulière  au  voisinage  de  Ox-, 
se  réduit  sur  Ox  aune  fonction  continue,  celle-ci  ne  peut  être  que 
linéaire.  Quand  p  est  impair  etî  =  —  i ,  la  disposition  des  contours 
portant  les  données  permet  de  résoudre,  pour  un  contour  fermé  cou- 
pant O./;,  un  véritable  problème  de  Dirichb't.  Si  p  est  pair,  on  peut 
avoir  une  solution  régulière  à  l'intérieur  d'un  contour  coupant  O.r, 
mais  les  valeurs  de  la  solution  dun  côté  de  Ox  ne  dépendent  pas  des 
valeurs  prises  do  l'autre  côté. 

Les  résultats  du  (lliapilre  III  peuvent  être  étendus  à  ces  équations 
singulières.  Nous  avons  traité  le  cas  de  l'équation  (  c)  avec  a  =:  r  =  o 
(problème  du  prolongement  et  problème  de  Cauchy).  Pour  les 
autres,  nous  avons  simplement  indiqué  les  résultats  qui  se  déduisent 
de  ceux  cpie  nous  avons  diMuoiilrés  (voir  §  7i). 

V.  Dans  le  dernier  Chapitre,  nous  avons  a[)[)li(pié  la  méthode  de 
M .  Il  adamard  ('  )  à  la  formation  de  la  solution  fondamentale  des  équa- 
tions linéaires  complètes  à  deux  cl  trois  variables  :  le  [uocédé  léussit 
(|uel  ([ue  soit  le  nombre  des  variables,  pour  toutes  les  ('(piations  ([ui  se 

(')   Comptes  rendus,  r-'  iiiyi  1911. 
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ramènent  à  la  forme 

n  n 


1  =  1 


et  permet  aisément  la  résolution  des  problèmes  aux  limites. 

La  solution  fondamentale  des  équations  (c)  se  calcule  également 
par  cette  méthode,  et  ceci  permet  de  former  Téquation  intégrale  rela- 
tive au  problème  du  raccordement  dans  le  cas  général. 


CHAPITRE  I. 

SI:R    LRS    problèmes    relatifs    a    L'fiylATION    DE    LA    CHALEIR. 


Nous  allons   tout  d'abord   rappeler  brièvement  certains  résultats 
acquis  relativement  à  l'équation 

/(x,y)  étant  une  fouclion  que  nous  supposerons  tout  d'abord  con- 
tinue. 

1.   Formule  fondamentale.  —  Envisageons  les  deux  équations 

dont  la  seconde  est  Péquation  fidjointc  de  la  première.  La  solution 
fondamentale  relative  à  ces  deux  équations  est 

\2a,n;x,y)=     ,  e    "■>-'", 

V  >■  —  n 

solution  de  or  =  G  en  x,  y  et  de  o,  «  —  o  en  ç,  r,. 


3i6 
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Soit  ;  une  solution  régulière  de  l'équation  (i)  :  nous  la  supposons 

'dz     <}z        d^  z  .  ,    ,      ,  .    i-      • 

et  -tt;  le  seront  également,  hnvisa- 


Oy'   Oj: 


Ou- 


donc  continue  ainsi  que 

geons  un  contour  (C)(î>o//- Introduction,  p.  307),  formé  par  un  segment 
de  caractéristique  A,Aj  et  deux  arcs  A,B,,  AjB,  comme  il  a  été 
expliqué  (/ig-  i),  et  soit  M,  Mo  un  segment  caractérisli(pio  coupant 
ces  deux  arcs  et  contenant  un  point  P(^x',  )').  Appliipious  la  l'oi-inule 
de  Riemann  à  Tinlégrale 


/  /  ;  "['■J-  —/(-!' ''•)]  —  -°i "  !  '';  '/'^i- 


étendue  au  domaine  limité  par  (C)  et  une  caractéristique  M',  M^  voi- 
sine et  au-dessous  de  M,  Mo.  Si,  dans  cette  intégrale,  1/  est  solution 
de  0,  w  =  o  et  r  solution  de  oz  ^f,  on  a 


(2) 


Si  nous  remplaçons  u  par  la  solution  fondamentale,  il  vient,  en  fai- 
sant tendre  M',M1  vers  M, Mo,  Xa  foriuide  foii(htmnnlah'  (') 


(3!)     '?.\-z{x,y) 

(;5)        ■^^z{x,y)   l  —  i     -;=L 

(7)  o  I 


■■'-^''     =rt';-^ 


dz_ 

ai 


'2(  V  — r,) 


dr^\ 


^4\/.~ 


'/{l-0)(ildr,. 


S,,  désignant,  comme  nous  l'avons  dit,  le  domaine  limité  par  (C)  et  la 
caraclériï;ti(pie  d'ordouuér  }■.  On  suppose  :  dans  la  formule  (a), 
P  intérieur  à  S;  dans  (  ["i),  P  sur  (  C);  dans  (y),  P  extérieur. 

La  formule  suppose  également  r  ivgidièrc  à  l' uili'rtciir  de  S,  -  et 
—  loitliinu's  sui-  (Ç.).  Pour  (pie  la  foiinule  (|iJ)  soit  oxaclc  il  faut  de 


C)  GouHSAT,  t.  III,  p.  3io.  —  Levi,  p.  2o3.  —  La  leclure  du  Chapitre  de 
M.  Goursal,  déjà  cilé  diiiis  l'IiUioductioii,  sera  liés  utile  pour  aider  à  liien 
comprendre  les  pages  (|iii  vonl  suivre  :  voir  en  particulier  les  u"'  .')V"2,  .V\'i,  5ii-, 
a'i-a  et  5'*".   To//'  aussi  le  début  du  Méiuoiie  tie  M.  Levi. 
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plus  qu'on  ail  (  voir  la  Note  à  la  fin  du  ^  5) 


et  que  lintégrale 

(4) 


.\,(r)-\,(.r') 


5 e  ♦'■'     ^'       o{r,)dn 


ait  un  sens.  Enfin  nous  avons  une  intégrale  curviligne  en  d^  qui  nous 

l'ig.  I. 

e. 


Courue  C|  Courbe  C^^ 


A, 


oblige  aussi  à  quelque  hypothèse  sur  les  fonctions  X,  et  X^  :  nous  les 
supposerons  continues  et  à  variation  bornée,  c'est-à-dire  que  les  arcs 
C,  et  (].  sont  recti fiables . 

Nous  serons  amenés  plus  loin  à  modifier  un  peu  ces  conditions. 


I.  —  Étude  des  solutions  de  l'équation  hz  ^  o. 

L'étude  que  nous  allons  faire  dans  tout  le  premier  Chapitre  sert  de 
préparation  à  la  résolution  des  problèn:es  posés  dans  le  second. 

2.  Intégrales  remarquables.  —  Posons 


V(£.r,;a;,r): 


{y—r^) 


- —  e      ■     ^  '  =  —  T  —  =  2 


Nous  voyons,  dans  la  formule  fondamentale,  apparaître  des  intégrales 
(le  la  forme 

^o{J^,y)=        U(c,,r,;.v,y)9{n)ct-n,         ,'>{x,y)—       V(ï,  n  ;  .r.  r)  o(r))  (/y)  z 
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AM  désigne  un  arc  de  courbe  dont  l'extrémité  A  est  fixe  et  a  pour 
ordonnée  y,,  l'autre  extrémité  ayant  pour  ordonnée  )';  soit  x  =  ^(y) 
son  équation  (');  5  est  une  l'onction  continue.  Eludions  les  propriétés 
de  ces  intégrales.  L'intégrale  A„,  imiforménient  corwergente  Ç-),  est 
continiii'  en  tout  point,  incine  sur  A  M.  (^iianl  à  -"s,  elle  est  certai- 
nemenl  coiiluiui'  m  tout  point  non  siluc  snr  la  courbe  et  il  est  facile 
d'en  obtenir  une  limitation  valable  dans  toute  la  bande  ni,  du  plan, 
définie  pary,SjK=^2)  ?("l)  L'iant  continue  dans  l'intervalle  (y,, _>'2), 
avec  I  9  I  <;<!>. 

Remarquons  tout  d'abord  <pie  l'intégrale 


\(y)  —  \(-fi)   ^-       ■,,y_r,) 


^  /•■'  X(.v)-X( 


o(r/)  i/ri, 


a  un  sens  pour  x  =  X(j'),  d'après  une  hypolbèse  antérieure  |  inté- 
grale (4)]  :  nous  la  supposerons  continue  en  x,  y,  même  pour 
x  =  K(y)(^),  de  telle  sorte  qu'on  ait  dan.s  i'!,  (^) 

|1|<(L)(D. 

Ceci  n'exige  nullement  que  X(j')  soit  à  variation  bornée  et  nous 
pouvons  supprimer  cette  hypotbèse,  en  co/i.irrvan/  cciti-ndant  la  con- 
dition (3). 

Nous  pouvons  écrire  alors, 


-^^e      '■■'■"'■"   9(ri)r/r)  =  1-1-   /      +\     , 

.>  1     {y  —  •/)  )-  "^.'i  y' 

(')   En   somme   nous   supprimons   ici    les  indices   i    el  2,   AM  désii^nant  l'arc 
A,  M,  ou  l'arc  AoMj. 

(-)  GouRSAT,  t.  III,  p.  17!^. 

(^)  Ceci  aura  lieu  sous  des  hypothèses  très  larges,  par  exemple  si 

X(y)-X(-r))| 


X 


dn 


iy  —  -r\)"- 

a  un  sens. 

(')  Dans  tout  le  cours  de  ce  Mémoire,  nous  désignerons,  d'une  façon  s;cné- 
rigue,  par  (1.)  ou  (Iv),  tout  coej/icienl  nurnérif/iie  essenliellemenl  lini,  dont  la 
valeur  pourra  d'ailleurs  dilTérer  d'une  formule  à  une  anlie. 
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en  désigiianl  par  y'  l'ordonnée  du  point  de  l'arc  AM,  //■  plus  lap- 
proclié  de  M,  et  tel  que 

(5)  |X(v)-X(v')|  =  i|.r-X(y)l. 

Si  ce  point  n'existe  pas,  la  décomposition  de  l'intégrale  est  inutile  et 
ce  que  nous  dirons  de   /     s'appliquera  à    /    •  Or 


f       <  <»  I  .r  -  X  0-)  I  f  "^^     ,  <  9.<6 

•A.    I  />,  {y  —  riY- 


^-X(.r)       ,^|X(r)-X(v')| 


\^y—y' 


\'j  —  y' 


et  d'après  (3)  ceci  tend  vers  zéro  avec  y  —  y'.  D'autre  part,  quand  r^ 
appartient  à  l'intervalle  (y\  y),  on  a  certainement 

_  f.i-  -Xir;i|'  _  I  '--Xi  vii-- 

(5')  e         *'>-^'      <e       "ii.v-r,,   ^ 

I  r  I  <  *  r  '^~^^ '2^' "•'>■-■'''  dn  <  4<i»  r"  ^  * = 4v/^<i», 

I    V'   I  .«'    (y  —  ■/!)-  "      V-' 

en  utilisant  le  changement  de  variable  défini  par 

[x-\{y)y:=i6s{y--n). 
On  a  donc,  dans  la  bande  nb, 

(6)  |--^1<(L)<I.. 

La  dérivée  de  -"^o  par  rapport  à  x  est  en  tout  point  non  situé  sur  la 
courbe  égaie  à  —  t-'>. 

Quant  à  la  dérivée  de  -3,  elle  s'écrit 


[.<■  -  X(r,  :'  r  V  ,      ,,j  1 


Le  même  procédé  de  déconiposition  que   nous  avons  utilisé  plus 
iiaut  conduit  à  la  limitation 


(6') 


dx 


< 


(l^)«l' 


x-X(y)\ 


Nous  voyons  donc  (jue  -—  devient  en  général  infinie  sur  la  courbe. 


d-i 


Cependant  y^  se  ramène  facilement  à  des  intégrales  -!„  et  n^  qiuim/  \ 
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e.l  o  sont  dérivables.  En  effet 


or 


ô^  /■•'(^U[X(r,),/,;.r.r] 


=  -^  '.■i)  — Tir- 


D'où,  en  substituant  la  valeur  de  -p  fournie  par  cette  équation  clans 
rinlégrale  et  intégrant  par  parties, 

(7)    T-  =-2  rU?'(-o)^/-i-  rVX'(r))o(r,)^ri-29(r,)U[X(v,).j,;x.v]. 

Cette  méthode  s'applique  à  toutes  les  dérivées  de  -"i,  si  o  admet  des 
dérivées  successives,  et  permet  d'avoir  leurs  limites  sur  Tare  A\l. 

Formule  de  (liscoiitiniiilé .  —  Quand  le  |)<)iiil  1'  traverse  la 
courbe  AC  en  un  point  I*,,,  rinlégrale  -t  subit  une  (li.sroiilnntih''  tra- 
duite par  la  formule 

lim   {-5p  — -V„)=±2v'^'Jp.. 

le  signe  étant  -t-  ou  —  suivant  que  1*  tend  vers  P„  à  droite  ou  à 
gauche  de  l'arc  de  courbe. 

Cette  formule,  analogue  à  la  formule  de  discontinuité  du  potentiel 
de  double  couche,  a  été  démontrée  par  MM.  Holmgren  et  Levi  sous 
certaines  conditions  relatives  à  X  et  o.  Nous  allons  en  donner  une 
démonstration  très  rapide.  Nous  pouvons  représenter,  dans  tout  inter- 
valle fini  /  contenant  la  valeur  r„  ordonnée  de  1\,,  la  fonction  continue 
o{y)  par  un  polynôme  ci(y),  de  telle  façon  (pioii  ait 

l9(y)-?(7)l<s; 

on  peut  même  supposer  ç  (vo)  = 'f  (_y„).  Or  la  fonction  ç,  vérifie 
l'équation  lz  =  —  '-j^-  Par  suite,  iManl  donné  un  contour  (C)  dont 
l'arc  AxM   constituerait  le  bord  droit,  en  ap[)li(pianl  la  formule  (a) 
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OU  (y),  puis  la  formule  (p),  à  celle  solulion  el  relranchanl,  il  vient 

'^^^'  1-       -  /•     -  I  r      - 

o      I 

Quand  P  tend  vers  P„,  le  premier  membre  tend  vers  ±  V^<?(jo) 
et  les  termes  non  écrits  dans  le  deuxième  membre  tendent  vers  zéro. 
Or  le  second  membre  peut  s'écrire 

-(-■^1.— ':^i.J+ -  /    Vi.('^— <p)^/r)  — ^  /     VpX?  — ?) '/•')+•••• 
2  ''  -'ap  ^  ■'.v\ 

Les  deux  inléj^ralcs  sont  en  valeur  aljsolue  inférieures  à  (L)  i.  Par 
suite  £' étant  donné,  on  pourra  toujours  choisir  £,  puis  prendre  P  suffi- 
samment voisin  de  P„,  [mur  (pi'on  ail 

|-\'—  ■•■>1>.^2V^9|.J<£', 

ce  qui  démontre  la  formule  ([ue  nous  avions  en  vue. 

Ici  X  est  supposé  vérifier  toutes  les  conditions  données  pour  l'éta- 
blissement de  la  formule  fondamentale.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que 
nous  pouvons  supprimer  la  condition  que  X  soit  à  variation  bornée. 
En  elîetj  cette  condition  est  relalive  à  l'existence  de  l'intégrale 


x. 


U(;,ï);.r,  )-)9(-o)rt'ç. 


Mais,  pour  écrire  cette  intégrale,  nous  [pouvons  supposer  que  l'arc 
AM'M  a  été  remplacé  par  un  arc  AM"M  intérieur  à  (C),  ayant 
mêmes  extrémités  et  tel  tpie  celle  intégrale  curviligne  ait  un  sens;  il 
faudra  alors  adjoindre  au  second  membre  de  la  formule  fondamentale 

l'intégrale  double  /  /  -r-z>dc,dri  étendue  à  l'aire  a  comprise  entre 
AM'M  et  AM'M.  Il  est  facile  de  voir  que  cette  intégrale  a  un  sens  et 
est  continue  (]uand  P  et  M  varient,  à  la  condition  (jue  P  ne  vienne 
pas  à  l'intérieur  de  i.  Les  conclusions  énoncées  plus  haut  subsistent 

donc. 

(Jinind  le  point  P  tend  vers  A,  la  limitation  (jue  nous  avons  domiée 
plus  liaul  iMoiihc  (pie,  si  "j  est  mil  en  A,  -'^  tentl  vers  zèio. 

L;i   lui'iiiiilc  foudamenlali'  nn't  ('gali'UHMil  en  évidence  les  solutions 

Journ    de  Math.  (6"  série),  tome  IX.  —   Kasn.  IV,  191S.  t\X 


3-22  M.    GEVKEY. 

(le  or  =  o,  do  la  forme  (x,  et  x^  étant  les  abscisses  de  A,  et  A., 
y^  leur  oi-doniiro) 

rH(.r,.v)=  /      -=c   ''■"-''' ^a)dl, 
•   ■•,    S'J— 7i 

(jiii,  l(iis(jii('  y  Iciid  vers  j'i  et  x  vers  x-^,  tendent  vers  2v-']/(.ro)  si 
Xg  est  intérieur  à  l'intervalle  (x,,  Xn),  vers  o,  si  x„  est  extérieur  à 
cet  intervalle  (/ornuilc  de  Poisson,  Goi;r,SAT,  n"  543)  (').  Ceci 
permet  de  n'envisager  ywc  /es  iiitcgralcs  de  V équation  (\)  s'annulant 
sur  A,  A.,,  car  toute  autre  en  dillere  par  une  intégrale  èK. 

3.  Pr.oi!i,i>MES  AUX  LiiniKS.  —  L'emploi  des  intégrales -">„  et -1  permet 
de  déterminer  la  solution  (unique  :  runicité  sera  étudiée  plus  loin) 
de  c:  =  o,  s'annulant  sur  A,  A^.  et  satisfaisant  sur  chacun  des  arcs  C,, 
C,  à  une  relation  de  la  forme 

X,  a,  F  étant  continues.  Il  suffit  pour  cela  de  représenter  cette 
intégrale  par  une  somme  de  deux  fonctions  ^g  ou  ^,  relative  à  cliacun 
des  arcs,  et  d'écrire  (pie,  (|uand  P  tend  vers  un  point  du  contour,  les 
valeurs  limites  de  r  et  -r^  vérifient  la  relation  donnée  :  on  ohlicnl 

ainsi  un  système  de  deux  écjuatious  intégrales  de  deuxième  espèce  cpii 
détcriuiiienl  les  deux  fnnelions  z,  ((joliusat,  n"  547).  Pour  la  résolu- 
tion de  ce  système,  nous  renverrons  au  Mémoire  de  M'.  Levi  (-),  en 
remar(piant  toutefois  (jue,  pour  établir  la  convergence  des  séries  (]ui 
représentent  les  solutions,  il  n'est  pas  nécessaire  de  supposer  X,  et  X, 
lipsehil/.lcuiies.  Sans  doute,  la  condition  (jue  nous  avons  imposée  à 
ces  deux  fonctions,  à  savoir  (jue  l'intégrale  (4)  ait  un  sens  ("),  n'est 

(')  Si  o^o  est  égal  à  .r,  ou  .r„.  c'est-à-clire  si  le  point  (x,  y)  leiid  vers  une  des 
extrémités  du  segment  A,  A,,  la  limite  <'X  dépend  du  chemin  suivi  :  par  exemple, 

elle  esl  \/7:vL(a:-,)  si  '    tend  vers  zéro  [cf.  la  condition  (3),  M|  et  M.,  jouant 

alors  le  rôle  des  points  A,  et  A,  |. 
{'■)  K.-E.  Lévi,  loc.  cit.,  p.  '.u'i. 

(^)  Ou  mémo  la  corulilioji  (|ue    /      — — ■ — ^—r^ ait  un  sens. 

^y         {y-rtr 


ÉQUATIONS    AUX     DKUIVÉES    PARTIELLES     DU    TYPE     PARABOLIQUE.        323 

pas  siiffisammont  précise,  car  il  est  nécessaire  de  connaître  la  façon 
dont  celte  intéi,^ralc  Icnd  vers  o  (piand  /'  tend  vers  r.  La  phis  simple 
(les  liypollièses  qu'on  paisse  saiisfaire  est  qu'on  ait 

I  +<x 

(T)  |X,(y)-X,(y))l<K|.wri|~^         (..<«,,f). 

Alors  l'intégrale  (4)  sera  d'ordre  infinilésiinal  -  par  rapport  ky  —y', 
ce  cjui  assurera  la  convergence  des  séries  :  la  marche  à  suivre  est  iden- 
tique à  celle  qu'a  suivie  M.  Lcvi.  Dans  ce  qui  va  suicre,  sauf  men- 
tion spéciale,  nous  ferons  Vliypothèse  (F). 

Ce  qui  précède  suppose  que  les  points  A,  et  A.,  ne  coïncident  pas. 
Si  ces  points  sont  confondus,  un  examen  particulier  devient  néces- 
saire. Il  en  est  de  même  si  en  certains  points  isolés  du  contour  la 
condition  (F)  cesse  d'être  vcrijîée.  Dans  ces  deux  cas  on  trouve  la 
solution  comme  limite  d'une  suite  de  solutions  régulières.  Pour  cela 
on  utilise  les  deux  propriétés  suivantes  :  i°  une  solution  de  or  =  o, 
régulière  à  l'intérieur  de  (C)  et  continue  sur  (C),  ne  peut  dépasser  les 
valeurs  extrêmes  qu'elle  atteint  sur  (C);  2°  si  une  série  de  solutions 
de  03  ^  o  converge  uniformément  sur(C)  elle  converge  uniformément 
en  tout  point  intérieur  à  (C)  et  y  représente  une  solution;  nous  revien- 
drons plus  loin  sur  ces  deux  propositions  en  les  généralisant  ('). 

4.  Fonction  ue  Green.  —  Dans  les  problèmes  aux  limites  relatifs  à 
l'écpiation  o,  //  =  o,  le  contour  C,  au  lieu  d'être  ouvert  vers  le  haut, 
doit  être  ouvert  vers  le  bas.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  déter- 
miner, par  le  moyen  d'équations  intégrales  la  fonction  H  (H,  •/];  x',  j)^), 
solution  de  o,m  ^  o  en  ^,  y],  s'annulant  sur  M,  NL  et  prenantsur  M,  A, 
et  M^Ao  les  mêmes  valeurs  que  U.  La  fonction 

G{n,  P)  =  G(c:,  -n;  x,  y)  =  U(^,  rr,  x,j)  -  H(ï.  n;  x,  y) 

qui  dépend  des  deux  points  P  (^x,y')  et  II  (H,  y])  est  la  fonction  de 
Green.  On  démontre  qu'elle  est  la  solution  de  0|//^o  en  ?,  yj  et 

(')  Nous  avons  admis  implicitemenl  jusqu'ici  que  le  contour  (C)  élail  tout 
entier  à  dislance  finie.  Mais  on  peut  supposer  que,  par  exemple,  AjBj  s'éloigne 
indéfinimenl  :  on  obtient  alors  une  solution  qui,  ainsi  que  sa  dérivée,  croît 
comme  e'''''(K>o)  ?i  la  valeur  donnée  sur  la  demi-droite  A,ao  admet  ce  mode 
de  croissance  {voir  Golrsat,  n"  545). 
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de  o;  =  o  en  x,y.  Elle  s'annule  quand  H  (ou  P)  esl  sur  C,  ou  C.,,  se 
cniuporlo  au  voisinage  de  P  (ou  de  II)  commo  la  snJiilioii  fonda- 
mcntulr  U  el  esl  positive  dans  S. 

Va\  rcniplaçaiil  //  par  («  dans  la  formule  (-2),  il  vi(Mil.  par  le  inrnic 
procédé  qui  nous  a  donné  la  formule  fondainenlali'.  pour  un  point  iulé- 
rieiir  V(.c,  y), 


-// 


G {-,,  rr,  ^<\ y)  fit,  -n)  (Iç  d-n. 


Nous  obtenons  ainsi  la  solution  de  0:  ^y  prenant  des  valeurs  don- 
nées sur  (C  )  par  une  formule  qui  [)eut  servir  pour  un.  conlour  délci- 
rniné,  (pielles  que  soient  les  données,  ('.elle  formule  prouve  que  la 
solution,  si  elle  i'\islc  (  cl  nous  eu  sommes  assuri'S  quand  /'=  o),  est 

uni//uc.  Mais  ceci  suppose  Fi-xistencede  -ry  au  liord.  iNous  reviendrons 
dans  un  instant  sur  ce  point  (?'o/7'§i>)  et  nous  leparlerous  plus  loin 
de  cette  formule  dans  l'étude  de  i'équalion  0:  =/■ 

Toul  d'abord,  occupons-nous  de  la  formation  efl'eclive  de  (î  et 
envisai((M)iis-la  comme  sohil ion  de  o,u  ^  o  en  ;,  •/].  La  foncti'on  11  peut 
se  metli'c  sous  la  forme 

II  =:;       -^   /     V[:::,  Yi:  X,(.s-),  s]o,{s;  .r,  y)  (h 

-\ !— :   /     \{i,  ■(];X.,[s),s'\(^.,{x\x.  y)ds,- 

o,  et  Oo  élant  solutions  du  syslènie  suivant,  obtenu  en  faisant  lemlrell 
vers  (]|  cl  C,, 

9.  \'7r .',, 
-\--^  f   V[X,(.s-),  .S  X,(0,  ']9-,d( 


— -P 


et  une  autre  équation  analogue. 

U  est  clair,  d'a|)i-ès  cela,  (jue  II  (et  par  suite  (1)  admettra,  (juelsque 
soient  H  et  P  à  Vlutéric'ur  àc  S,  des  dérivées  de  tous  ordres  en  ^,  r\ 
el  X,  y  qui  seront  solutions  de  0,  m  =  o  en  ^,  y]  et  de  Sr  =  o  en  .r,  )'. 
On  obticMidra  les  premières  en  dérivant  \   dans  la  foriuirle  donnani    II 
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ol  les  scrondos  en  dérivaiil  ç-,  <'l  -p^.  Si  \,  cl  \^  soiil  drrivaljles,  lii 
flériviilion  en  ;,  Tj  sera  possible  iiièiiic  si  II  csl  au  l)onl,  quand  l'  esl 
dans  S,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  à  la  lin  du  paragraphe  2,  for- 
mule (■]).  Dans  les  mêmes  conditions  (il  au  bord,  P  dans  S),  si  X, 
et  Xo  satisfont  à  (F),  la  dérivation  en  ("f^jK)  sera  possible  également. 
Nous  obtiendrions  des  conclusions  analogues  en  intervertissant  le  rôle 
des  points  V  et  II. 

Étudions,  par  exemple,  la  dérivée  -r—  qui  joue  un  rôle  important 

dans  la  solution  des  problèmes  aux  limites.  La  dérivée  -r—  esl  donnée 
par  la  formule 


àU 

d.F 


=  —;=   \     X[i,  r,;  X,(.0.  .?]-^ ^ "—du 


()j 


-—    l      \  li,Y,;.\,(.v)..s-] — ,1s, 

2  v/n  J-r,  " 


d<B,       — 


(S) 


et,  si  nous  posons 

2^y,j{s.  l)-\\\,{s),s;  \j{l),t]  (/, /=  I,  2), 

cpi  et  ç.^  seront  déterminées  par  les  deux  é(pialions 

—  -V[X,(j),  s;  a-,  j] 
=  -ô,(.Ç)  +  /     V,,(.s  09i('^'"+  r   V,,(.ç,  0  9.(0  f/', 

-  ^\  [\j(.ç),  s;  a-,  j] 

—  Ôi{s)+j      \,^{S,   t)o^{t)lll  +  j      V.2,(5,   092(0 '/'• 

Or  si  nous  voulions  former  la  solution  de  0,  ?/  =  o  nulle  pour  y]  :=j'el 
prenant  au  bord  la  valeur  -  ^  V  [X(r,),  r^\x,y]  =  ^  VfX(Y]),7;  x,y\, 

nous  aurions  à  écrire  précisément  les  équations  (jui  (b'ienuinent  -r— • 

Ti    •     1^    j    !•          '^G        .      ,    ■     I     -    '-'U        à\\      ,  ,  ,  , 

Il  résulte  de  la  que  -r--,  qui  est  égale  a  -j -j— -  .v  (iiiniili-  quand  le 

point  II  f.sl  sur  (l,  ou  Co  e(  P  à  Vinlèrieur  d<'S^,  et  ceci  esl  vrai  pour 
toutes  les  dérivées  de  G  en  (a;,  ^),  ce  qui  était  d'ailleurs  facile  à  prévoir 
jiuis(pi('  (]  est  nul  au  boid,  ipiel  ipie  soil  1'  dans  l'aire  S.  11  résulte  de 
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la  symétrie  delà  fonclion  de  Green  que  toutes  les  dérivées  en  (H,  y\) 
sont  éiialcnient  nulles  quand  P  est  sur  C,  on  C^  et  H  à  l'in/érieur. 

4*  Proposons-nous  niaintenanl    d'oblenir    iiin'    liuiilalion    de  ~ 

valal)le  (jucls  i[iie  soient  1'  et  II  à  rinlrrioiii'  ou  au  Ijord  (  '  ).  l'our  cela, 

envisageons  les  deux  séries  (jui  vont  représenter -r-^  et  y-"  :  en  opérant 

la  résolution  des  équations  (8)  par  approximations  successives,  nous 
pouvons  écrire 

?.  =  ^  =  ô;  +  e;  +  e;  +. . .,      o,=  ^  =  9;  +  9;  +  5;  +. .  .,• 

les  0  étant  fonctions  de  a;,  y  çl  s  :  par  suite  nous  obtiendrons  y-^  sous 
forme  de  série  également 

or  8'^,,  0|,  et  h^,  ont  pour  expression 


(9) 


9-„  =  -  V[X,  (.S-),  s;  X.  y],         6;  =-  -  V[X,(,0,  s;  a:,  y]. 
/'o=       tV   f'y[l-n;X,(s),s]\[\,{s),s;jr,r]ds 
--^   r  \[l,rr,X,{s),s]\[\,{s),s;.r.  y]ds. 
Voyons  maintenant  les  termes  suivants.  De  l'inégalité  (F)  résulte  que 

|V,vl<   î^— a' 

car  cette  inégalité,  qui  a  lieu  pour  i  =7,  est  yT&ie.  a  fortiori  pour  /  ^j, 
à  la  condition  que  les  points  A,   et  A.  ne  coïncident  pas.  Par  consé- 

(')  Gonforniémenl  à  ce  que  nous  avons  dit  dans  l'introduclion,  nous  inar(|uons 
d'un  astérisque  les  parai^iaphes  conoernani  les  calculs  qui  se  simplifieDl  nola- 
blenient  dans  le  cas  d'un  contour  rectangulaire  :  le  lecteur  trouvera  ces  calculs 
dans  la  I\ote  placée  à  la  fin  du  Mémoire. 

En  ce  qui  concerne  la  fonction  de  Green,  on  pourrait  lui  appli(]uer,  dans  le 
plan,  une  méiliode  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  dans  l'espace 
(§  39-40),  pour  limiter  les  intégrales  où  elle  figure. 
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quenl,  les  0'  et  0"  seront  majorés  par  les  quantités  0  données  par 
X  étiiiil  un  cocfricient  numérique  égal  à  2  L.  ()v,  nous  avons 


5;=:^  /"    V, ,(..0V[\, (/)./;  ,r,j]r/<-ij^'v„(...OV[X,(0,  <;.'■.  Jj 


dl 


et  une  formule  analogue  pourO" . 

Ouvrons  ici  une  parentlicse.  Nous  avons,  dans  le  paragraphe  2, 
envisagé  les  intégrales  de  la  forme 


=>{x,y)=j'  V[X(o,  <;.r,.r]4/^0^/ 


et  nous  avons  vu  que,  si  ^F  est  le  maximum  de  j/  dans  l'intervalle 
(/nJKi)  O'i  peut  déterminer  un  nombre  (L)  tel  que 

(6)  -1(,r,/)<{L)»F         pour         /,  =  .v2/2. 

Supposons  maintcnaiil  (jue  .{^  soit  de  la  forme 

'^,  (y)  étant  une  fonction  bornée,  continue  dans  Tintcrvalle  {y^^y-i) 
sauf  peut-être  pour  la  valeur  v, .  Appelons  -■>''  l'inlégrale  -■>  rela- 
tive à  cette  nouvelle  fonction  et  décomposons  linlervalle  d'intégra- 
tion (/,,  y)  en  deux  intervalles  égaux.  Dans  le  premier  de  ces  inter- 
valles nous  prendrons,  comme   limitation  de    V,   et,  dans  le 

second,  nous  appliquerons  la  formule  (6)  en  prenant  comme  limitation 

W  ... 

de  •II,  -, ' — r-5;  il  vient  alors 


Cela    posé,   rcnianiuons   que  6',    est    une    inlégiale    du    Ivpe   ■"»'", 
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ivec  ^  =  i '-■  De  mètue  pour  0,.  l'ar  suite,  nous  pouvons  posof 


5,(.0  = 


(7--0     - 
u.  ('■lanl  une  constante  (jui  dépend  de y^  ety,.  Ou  déduit  de  là 

clt 


0, 


,>,/ 


(y  —  i)    '{(-s) 


=  /^'Mr'r)(/-^)'  ■ 


p-i'U    'H^ny--^) 


I- 

a 

!'(«) 

(7-*)     ' 

'-^-(ï-ac — ^^^—r^ 

■       (y_^).-a(^_,)       - 

=  ,..B(î,î)B(f,,)<,-.,"- 

^^(-:) 

[xr(2V,.-,„^] 

.,,.-;-    '-(ï)      ■ 

et, 

fl'uiuî  inanièi'c  i^énérale, 

.-  -('). 

lY{^)ir-sr^ 

,,-1 

Donc 


7  ("tant  une  .série  couveiyente.   Il    résulte  des  calculs  précédents  (pie 
nous  pouvons  écrire 


-=o:  + 


(J.r 


(J--0 


(,v-.v) 


0,  etO.  ('tant  des  l'ouelions  toujours  huinci's,  cunliiiiD-s  en  ./■,  y,  .v, 
■sauf  peul-êlrc  pour  x  =  X,  (^),  y  =  s. 
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Nous  avons  donc,  en  clcfinitive,  //„  étant  donné  par  la  formule  (9), 

(10)  —/,„_, \  [c,  r,;  \,(,v),  ,ç] 

O-i^  n  i/TT./,, 


-1-  rV[|,  r,;X,{,v),.v] 


(y  ■ 


et,  par  suite,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut  sur  les  intégrales 
du  type  -'i"' 

(,,)  g=_lv(J.n;.r,j)-A„ ^^^, 

(y  —  -n) 

g,  étant  une  fonction  continue,  sauf  quand  P  el  II  lendenl  vers  un 
même  point  de  C,  ou  de  C.j,  mais  bornée  quels  que  soient  P  ou  II  à 
l'intérieur  de  S  ou  au  bord. 

La  détermination   de   (i   comme  solution   de   0:  =  o   nous  aurait 
conduits  également  à  la  formule 

(>^)  g  =  iV(H,n;^.y)-A„ L^, 

(/  — -o) 

y,  jouissant  des  mêmes  propriétés  que  ^, . 

Quant  à   G,   puisqu'elle  est  positive,    il  est    clair    qu'on    pourra 
récrire 

(i3')  G  =  è'U(;.  r,;./-,  j)  0<„-<i, 

g  étant  une  fonction  bornée,  nulle  quand  l'un  des  deux  points  est 
sur  C,  ou  Co,  continue  sauf  si  P  et  II  tendent  vers  un  même  point  de 
C,  ou  de  Cj- 

Remarquons  culin  que  nous  pouvons  former  une  fouctinu  analogue 
à  la  fonction  de  Green,  quand  ou  se  donne  sur  C,  la  valeur  de  zon  celle 

de -T^ou  bien  encore  une  relation  de  la  forme /,(y)^  + /n,  (7)  ::  = /,(jk). 

On  détermine  alors'la  fonction  de  (îrcen  par  la  condition  que  /,  seul 

Jown.  de  Math.  (6-  série),  tome  IX.—  l'"asc.  IV,  igiS.  A^ 
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subsiste  dans  les  inlég;rales  (')  et  Ton  sera  ramené  à  ealeulcr  une  solu- 
tion satisfaisant  sur  C,  à  une  relation  de  même  forme  (jue  r.  Nous 
no  nous  étendrons  pas  sur  ce  sujet  qui  ne  présente  pas  de  difficultés. 

ii.    lÎKMAUuiiKS  sur,   i.Kxisrr.Nc.r,  df.s  oi.uivr.r.s  au  voisinagr  di;  comoi  p.. 
—  Soient  $,(r),  <ly.^(y),  <I)(.x')  les  valeurs  données  sur  C,,  C^,  A,  A^, 

-V^-'",    V,''  — Ji 

dans  cette  intégraley,  est  l'ordonnée  de  A,Ao,  a,  et  a,  sont  tels  que 
<^i  <C  "^^  <C  ■■'''a  <C  ^2?  ^'i  et  x.^  étant  les  abscisses  des  points  A,  et  A^  et 
$„(^)  est  une  fonction  continue  dans  l'intervalle  (ai,a.,)  coïncidant 
avec  <I>  (.ï)  dans  l'intervalle  (r,,  x.,)  (-).  yMnsi  cpae  nous  l'avons  dit 
plus  liant,  si  l'on  [jose 


z,  sera  la  solution  de  oz  =  o  s' annulant  sur  A,  A,  et  se  réduisant  sur 
C,,  Co  à  des  fonctions  continues  données,  nulles  en  A,  et  A„  et  nous 
pourrons  la  représenter  par  la  somme  de  deux  intégrales  du  type  c'^. 
Or,  nous  avons 

àx        d.i:       dx 


%.^^  r  '""  ' .  ^  ''-"-■'•■'«•0(0 '/i 


(j-j.)' 


et  le  cbangement  de  variable  x  —  \  —  'is  \y  —  y ^  inonlre  inimédiale- 

inent  que  -redevient  infini  sur  A,  A,  comme    ;  La  dérivée --4 

^       dx  '     '  V'.'— Ji  àx- 

s'étudie  de  inènic  et  l'on  peul  donc  écrire 

dh  Ç  0-~z  t' 


(>4) 


'^■^    Vf—fi      ^■^'    y 


C)  Dans  uu  pioblème  de  ce  genre  il  convient  de  faire  l'iiypothèse  ((ne  .\,  M)it 
ilérivable,  afin  de  n'avoir,  dans  la  formule  fondamentale,  que  des  intégrales  por- 
tant sur  la  variable  0. 

(-)  On  peut  supposer  «,  =1  —  oc,  «,=  -(-  oc. 
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C  et  Ç'  étant  bornées  et  continues  (et  même,  il  est  facile  de  voir  que  '1 
tend  vers  zéro  (juand  j^  tend  versy,). 

Si  <!>'(*•)  existe,  -^  tend  vers  cette  valeur  en  tout  iioiul  a[)[)artenaiil 
au  segment  AjA^;  il  est  d'ailleurs  aisé  de  le  vérifier  j)ar  une  intégra- 
tion par  parties  immédiate.  Dans  le  cas  intermédiaire  où  l'on  a  sur 
A,  Aj  |<I>(r)  —  $(?)  I  <  K  |.r  —  H  f  il  suffit  de  remplacer,  dans  l'inté- 
grale :;,  <?„(;)  par  [*„(0  -  $„(j^)]  +  <I»o(^);  ^  se  décompose  alors 
en  deux  autres  intégrales  :  à  la  première  on  applique  le  changement 
de  variable  indiqué  plus  haut,  la  seconde  est  nulle  si  «,  ^-  —  oc 
et  «2  =  -f-  xi  et  l'on  voit  aisément  que,  dans  ce  cas  ('), 

(.4')  ''  ^  '"'  ^ 


'6*.  Passons  maintenant  à  ~-  D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus 

haut  [fiiruiule  (t')')|,  cette  dérivée  peut,  dans  le  cas  de  simple  conti- 
nuité des  données,  se  mettre  sous  la  forme 

'C^  et  t.,  étant  bornées  dans  S,  bord  compris,  et  continues  en  tout  point 

intérieur.  Proposons-nous  maintenant  de  chercher  dans  cpiel  cas  -r^ 

est  continue,  même  au  bord. 

Pour  étudier  -^,  il  sera  commode  ici  de  mettre  z,  sous  la  forme 
ijje  ' 

-1  =  /    U  [ X ,  ( rj  ),  r,  ;  .v,  y  ]  o,  (■/)  )  dn  +j     U  [ X^  {-/i  ),  -n  ;  -r,  y]  o,  ( r,  )  dn, 

car  -p-  est  alors  représenté  par  une  somme  de  deux  intégrales  du  type  ^ 
et  l'on  a,  sur  C/  par  exemple, 

-^=-^no,{y)  -  i  j     V[X,(rO,-/î;  X,(y).y ]  o,  dn 


U: 


\[\,(-n).rr,\,{r,),-n\o,dn. 


(')  Si  <I>'  existe  et  satisfait  à  la  même  condition  ((ne  nous  supposons  ici  pnui-  <1>, 
dans  les  relations  (i4')  il  (nul  lemphicer  ;;  par  -7^  ou  (3  par  1  -+-  ^  {voir  §  7). 
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Celte  façon  de  cuIcuIit  z,,  qui  est  celle  qu'avait  indiquée  M.  Ilolm- 
s;ren,  est  avantageuse  ici  à  cause  du  calcul  de  la  dérivée,  mais  elle 
conduit  à  un  système  d'équations  intégrales  de  première  espèce ('  ) 


(i6) 


i   F,(r)=r   U,,(r).j)9,(Y))r/r)-t-  r    Vui'fi- y)  ?An)  dr,. 


{i6  bis) 


[X,-(.0-XylriM« 


en  posant 

i  F,  =  «l»,(y)-S[X,(/),rl,         U,7(-n,,r)  =  U[X,(-fl),r,;\0(j).v] 

Ce  système  se  ramène  au  système  d'équations  in tégraiesdedeuxième 
espèce  (voir  Holmgren,  loc.  cil.)  : 

\ /[{}■)■=  TtoA.y)+  f  ^u{r„y)ot(r.)clr.+  f  ÏJ.,,(yî,  r)  (?,(  j)  (/ï), 
|/:(r)  =  7r9,(r)+  r  Û,,(-o,y)cp,  (-o)  ^^i  +  /    ^««(ifl,  r)  cp;(j)t^ir), 
en  posant 

^■^'^-^J,.^  Vy^'      '"^yJ,  ^(y-s)is-r>) 

Il  faut  que  les  fonclionsy"  ,  U,^  existent.  Or  on  a,  par  un  procédé 
bien  connu. 

Si  nous  voulons  que  -^  soit  continue  en  tous  les  points  de  (C)  même 

(')  Nous    reprenons    ici,    sous   des   hypothèses    plus   générales,   le  calcul  de 
M.  llolingren  { Arki\>  for  Matematik,  Bd  III,  1907). 

Celle  représenlalion  de  c,  est  commode   quand   on    donne   les   valeurs  de   -r— 

sur  C,  et  Cj  :  si  leur  module  esl  iiift'iicur  à  Mj  rf,  on  voit  aisément  <iii'on   peut 
écrire  dans  S,  bord  compris, 


I  -'1 
B  étant  la  fonction  eulérienne. 


<(L)M,B(l,(3  +  .y-*-i 
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en  A,  (/  =  I,  2),  il  faudra  que  ^^  soit  nul  en  ces  points,  puisque  -^  est 

égal  en  ces  points  à  $'(X(),  qui  doit  être  la  valeur  de  -y^-  Il  sera  donc 

nécessaire  que  c/,(y,)  =  o„(y,)  =  o,    ce    qui    exigera   tout  d'abord 

F,(j) 
que  /73f^  tende  vers  zéro  avec  y  —  y,-  D'après  la  formule  (17),  il 

suffira  donc  que        ■  et     "^      -^    ;  ^  — — ^  tendent  vers 

zéro  avec  y — y, .  Nous  supposerons  donc  ces  deux  conditions  vérifiées  : 
la  seconde  le  sera  certainement  si  $'(x)  existe  (').  Enfin  il  faudra  égale- 
ment que  l'intégrale  de  (17')  ait  un  sens  et  tende  vers  zéroavec^'— ^,  : 
d'après  la  formule  (17)  nous  sommes  conduits  à  faire  cette  hypothèse 

/'4).(ç) 4>  (  y) 
'y^^  et,  d  autre  part,  nous  avons 

^[X,(7),7]-i[X,(.),.,]=.[X,(j)-X,(.)](g)  +(y-s)(^^y 

[-j-]    '^M  T".  )   désignant  les  valeurs  des  dérivées  de  :;  en  un  point 

intermédiaire  (x',  y'),  -^  est  partout  continue.  X,(_y)  —  X,(5)  est  de 

l'ordre  de  (j' —  yj   "   .  (^)uant  à  (— -)   =  (— .  )   d'après  ce  que  nous 

avons  vu  plus  haut,  elle  est  de  la  forme   ,  ,  "        lorsque  $'(ar)  existe, 
"(  tendant  vers  zéro  avec  y  —  >',•   H  résulte  de  là  que  l'intégrale 
r  ■'  I[\,(r),j)-i[x,(5)...]  ^^ 

a  un  sens  et  est  continue  pour  jk=J'i  '■  elle  tend  vers  zéro  quand  j' tend 
vers  y, . 

Passons  maintenant  à  U,y;  quand  i^j,  cette  dérivée  existe  et  est 
continue  pour  j)' et  r)^y,.  Pour  «=y,  nous  l'écrivons  en  supprimant 
l'indice. 


U„=U^-f 


IX   .v,-X    rH'    ^       ^y  ^^^ 


dyl 


dyJ,^  v/0--^)(.v-n) 
I    f^             ds  \    _  iXi.i  .-xmnj»       _  ixi..i-xiitiii'  1 

H —  /      1  /  e        'u-r,j     — e        M.<->ii      i. 

(')  On  le  vérifierait  en  écrivanl,  clans  :,  <|»„(ï)  — <l>„(.r,)-h(- —  j-,)  [<I»i(a-,)-f-£,], 
E,  tendant  vers  zéro  avec  c  —  jt,. 
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La  première  intégrale  étant  égale  à  -,  le  premier  terme  s'évanouit. 
Dans  la  deuxième  intégrale,  le  croclicl  est  en  valeur  absolue  inférieur  à 

^   _^K\(J)-X(r;):r        |X(.v)-\(yi)P|^ 


A  restant  lini.  Cette  dillérence  s'écrit 


s  —  n 


et,  eu  utilisant  la  condition  (T),  nous  voyons  que  cette  expression  est 
inférieure  en  valeur  absolue  à 


r  —  n 


](s--nV{y —  ■'<)  +  {}'  — s)  -    \(r  —  rt)  -    -+-(s- 


r,)   ■'    J 


On  eu  déduit  sans  peine  que  la  deuxième  intégrale  a  un  sens  et  est 


de  l'ordre  de 


{y--ny 


On  peut  donc  écrire 


0'--fl)' 


M/,- étant  bornée,  continue  pour  y  et  'q~^}',-  Il  résulte  de  là  que  la 
résolution  du  système  (i()  his)  s'elléctue  sans  diflicullé  :  s,  et  o^  sont 

;t  nulles  pour  j'-=j'|,  si  1  intégrale   /    — --^ j^— ^  a  un 

^y'       (v  —  sY^ 


continues  et 


sens,  SI,  ainsi  que 


V  J  -  J'i 


iy-sy 
)  elle  tend  vers  zéro  avec  y — v,,  et 


si  $'(x)  admet  une  dérivée  continue.   Et,  dans   ces  conditions,  ^ 
existe  et  est  continue  sur  le  bord, "même  aux  points  A,  et  Ao  ('). 

(  '  )  Lorsque  $,■  admet,  par  rapport  à  y,  un  accroissement  d'ordre et  *^', 

par  rapport  à  .r,  un  accroissement  (i'ordre  [3'  (j3  et  [3'<;i),  on  voit   sans  peine 

Y 
que  I /",'{/)  I  <  (L)  (/ — yi)'^i  y  étant  le  plus  petit  des  nombres  x,  (3  et  ^',  et, 
par  suite,  M'  étant  le  maximum  de  |<I>(.r)  |, 


àz, 


dx 


<(L)(r-j-.)s 


dz 


Ox 


<(i^)(y-j.)-^  +  M', 


i-  sera  remplacé  p.ir  un  nombre  >  -  j  si  «IJ',  et  <I>"(x)  existent  et  admettent  des 


accroissements  d'ordre  non  nul.  Si  »1>  n'est  (jue  continu,  on  a 


ôz_ 
dx 


< 


\h'-yi 
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0.   Quant  à   -r^,  la  plus  simple  hypothèse  qu'on  puisse  faire,  pour 

être  assuré  de  son  existence  au  bord,  est  que  X,  cl  X^  adinellriit  une 
dérivée  première  ainsi  quc']}^  r/ <I>.j  el  que  <I»  admette  des  dérivées 
première  el  seconde. 

Tout  d'abord,  dans  ces  conditions,  la  dérivée  ~,  qui  est  égale  à  -r-^,, 

tend  vers  '| "(■*')  <^'i  ^^^^  point  de  A,  A.  :   une  double  intégration  par 

irarlies  le  montre  immédialenient.  De  plus,   — ^  existe  au  bord  cl  il 

est  facile  d'avoir,  par  un  autre  procédé  que  plus  haut,  ses  valeurs  sur  C, 
et  C^  au  moyen  d'écjuations  intégrales.  Si,  en  efi'et,  on  dérive  la  for- 
mule (a)  par  rapport  à  .r,  puis  qu'on  fasse  tendre  le  point  P  vers  C, 
puis  vers   C^,   on    obtient    facilement,    en    utilisant   la    formule    de 

transformation  de  -r^>  un  système  de  deux  équations  intégrales  de 

deuxième  espèce,  qui  déterminent  -^  sur  chaque  bord  (  '  ). 

Quand  à  la  dérivée  -p' si  elle  existe  sur  C,,  elle  est  évidemment 
donnée  par  l'équation 

(•8)  ^'(-^-^^ë-^'^-'-^^lr- 

Ceci  ne  prouve  pas  tpie  -^  tende  vers  la  valeur  ainsi  déterminée, 
mais  on  peut  le  vérifier  aisément.  Mn  effet,  la  valeur  limite  de  -p- 
(qui  est  égale  à-r-^j,  si  elle  existe,  est  solution  du  système  d'équa- 

(')  Ce  procédé  ne  pourrait  èire  utilisé  avec  les  hjpolhèses  que  nous  avons 
faites  plus  haut  sur  X|  etXj,  car  il  suppose  rexist,ence  des  intégrales  curvilignes 
en  rf|.  Dans  le  cas  où  C,  el  Gj  S(xnt  reclifiahles,  il  peut  s'appliquer  en  suppo- 
sant que  les  données  au  bord  admeltenl,  pour  un  accroissenienl  dey,  un  accrois- 
sement d'ordre  supérieur  à  -•  Nous  nous  bornerons  ici  à  signaler  cette  niétliode, 

sans  entrer  dans  les  détails  de  calcul.  Disons  aussi  que  le  système  d'équations 

intégrales  peut  être  remplacé  par  deuv   équations   relatives  ù  clia(|ue  courbe  C, 

A" 
respectivement,  en   supprimant  les   ternies  en  —^  relatifs  à   l'antre  bord    par 

(J.v  ' 

l'emploi  de  deux  fonctions  de  Green. 
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lions  iiiLcgrales  oi)l(_'iiu  <'ii  iippli(jii;iiit  la  forimilt'  (  j3 )  à  la  solu- 
tion -p  de  o;  ^  G  et  en  l'éciivanl  successivemen  'pour  k-s  bords  droit 
et  gauche.  Or,  on  retrouve  sans  peine,  en  remplaçant  dans  ce  sys- 
tème  -p-   par  la   valeur   tirée   de   (i8),   le   système    (pii    est    vérilié 

ôz'/  . 
par  -T-î- 

Il  est  clair  ipic,  si  nous  voulons  ijuc  z  soit  régulière  dans  S,  bords 

compris,  l'écpaalioii  o:;  =  o  devra  être  vérifiée  en  A,  et  A..  Or,   -y-, 

et  ~  sont  données  en  ces  points  par  les  équations 


(^).  =  '»'"^-^)'       *;(/.)^=a.'(..)x^(,-,)-^(^)^ 


('  =  •,?-)• 


11  l'a  ut  donc  (pie 

(19)  a."(.r,)-a.'(a.-,).\;(j,)-.i>;(j,)  =  o      (/=i,2). 

Cette  condition  est  aussi  suffisante  :  en  ellel,  -^  devra  cire  la  solu- 
lion  de  oj  =  o  prenant  sur  C,  la  valeur  fournie  par  l'équation  {i^), 
et  comme 

F,(v)  =  a.,(r)-I[\,(r),yJ. 

on  voit  Immédiatement  que,  en  vcrUi  de  (17),  F,(_x,)  =  o,  ce  qui 

assui'c  bien  la  coiillnuilé  de  -r--  dans  S,  bords  compris. 

dy  '  ' 

6*.  Nous  avons  clierché  plus  haut  des  conditions  suffisantes  pour 
l'existence  de  -y^  au  bord.  D'autre  pari,  (juand  on  ne  l'ail  pas  d'autres 
hypothèses  que  la  continuité  des  données,  nous  avons  indiqué  [for- 
mules (i/|)  et  (i5)]  quelle  était  l'allure  de  j^-  Mais  il  existe  des  cas 
intermédiaires.  Si,  par  exemple,  <I>,  et  <l>o  admettent,  relativement 
à  y^   des  accroissements   d'ordic   inférieur  à  -  cl  si,   à    partir  des 

valeurs  X',  elx.,,  4'(x)  admet  un  accroissement  d'ordre  inférieur  à  1, 
la  formule  (i5)  doit  être  remplacée  par  la  suivante 

(.0)      .  g^^  +  Jl^  (o<p<,). 
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Il  esl  préférable  de  ne  pas  nous  étendre  trop  longtemps  sur  ces 
considérations  :  hornons-nousà  dire  (jue,  pour  établir  la  formule  (20), 
il  suffirait  d'envisager  le  système  d'équations  intégrales  de  deuxième 
espèce  auquel  conduit  la  représentation  de  z  par  des  fonctions  -■^. 

Quand  X,  et  X^  sont  dérivables,  la  démonstration  est  plus  aisée 
elle  lecteur  pourra  la  reconstituer  en  remarquant  que,  si  o  admet 
par  rapport  à  y  un  accroissement  d'ordre  non  nul,  autrement  dit  si 
l'on  a  {condition  de  Lipschitz  généralisée  avec  o  ^^  y  <^  i) 

(21)     |9(j)  —  9(.?)|<(L)|7  — 5]ï.         c'esl-à-dire         |A9|<(L)A7Ï, 

l'intégrale  ^  correspondante  peut  s'écrire  (X  =  X,  ou  X^,) 

* 

-■»  =  9(J)  r  V[\(.v).  ,v;  x,y.\  ds  +  r  V[cp(5)  -  o(  v)]  ds. 
^  =  o(y)^f\'cts-^f'^[ois)-oiy)]c,s. 

Le  premier  terme  se  transforme  par  la  formule  (7),  le  deuxième  est 
continu  dans  tout  le  [)lan  si  y^  -  et,  si  y  <^     >  il  est  inférieur  en  valeur 

absolue  à  ; .- ,'  ,  ,,  „..  comme  on  le  verrait  immédiatement  par  le 

même  procédé  qui  nous  a  servi  à  calculer  la  limitation  de  ■^  ('). 

Or,  si  l'on  représente  z,  par  la  somme  de  deux  intégrales  du 
type  5,  les  deux  fonctions  cp  correspondantes  vérifient  l'inégalité  (21), 

avec  Y  <r  -  si  A»I>,  est  d'ordre  inférieur  à  -  et  si  A$  est  d'ordre  inférieur 

à   //«,   et  Y  >  -  si  A$,  est  d'ordre  supérieur  à  -  et  si  <I>'(x-)  existe, 

A$'  étant  d'ordre  inférieur  à  un  (-). 

Toutes  ces  questions  pourraient  également  se  traiter  en  utilisant  la 
fonction  de  Green,  et  leur  étude  est  particulièrement  simple  dans  le 

o (  y)  —  o (  y' ) 
(')  Si  lim  "  "^         -^-^ — =:  zéro,  le  deuxième   terme  est   une  intégrale  d'un 

•>■'=■>■      VJ  — / 
type  analogue  à  3. 

(-)  Ceci  n'exige  pas  d'ailleurs  que  Xy  soit  dérivaiiie  :  il  suffit  (|ue  la  condi- 
tion (Y)  soit  vérifiée.  Nous  n'avons  pas  l'eproduit  ici  les  calculs  relatifs  au  cas 
général,  mais  nous  les  avons  indiqués  dans  le  cas  du  contour  rectangulaire. 

•   '  "i 
Journ.  de  Matli.  (6*  série),  tome  1\.  —  l-'asc.  IV,   igiS.  |J 
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cas  d'un  coiilour  reclangulaire.  (  Voir  la  Note  relative  à  ce  sujet  pour 
les  démonstrations.) 

7.  AccuoissEMENTs  d'une  SOLUTION.  —  Au  cours  de  ce  Mémoire  ('), 
l'élude  des  accroissements  cV une  solulton  pour  un  accroissement  de.x' 
ou  de  ^jouera  un  rôle  capital.  11  est  clair  que  ces  accroissements 
seront  du  premier  ordre  pour  tout  point  intérieur  à  S.  Mais  il  est  très 
impurlaiil  (Favoir  des  formules  qui  soient  valables  quel  que  soit  le 
point  clioisi,  même  au  bord . 

Envisageons  tout  d'abord  la  fonction  :;  (§  3)  et  supposons  y ^  =  o  : 
-  tend  vers  $(j?)  quand  y  tend  vers  zéro,  mais  la  différence 
'z{x,y)  —<!b(x)  n'a  pas  en  généi;^l  un  ordre  infinitésimal  différent 
de  zéro  an  y.  Si,  pour  deux  valeurs  a;  et  ^  de  l'intervalle  (.CiX,),  on  a 

\<i>{x)-<i>a)\<K,\3c-i\K 

hypothèse  déjà  faite  plus  haut,  nous  écrirons  de  nouveau  (r/.  ^  ;i) 
l^-^<i>{x)f       Va,o^j;y)dl-^  f       U[0„(H)-cD„(:ï-)],/:. 

Le   premier   terme   est  égal    à  $(r),   le    second   tend    vers    zéro 

Ë  .       _  .S 

comme  j'\  Par  suite,  z  —  $(ic)  est  d'ordre  —  enj'. 

On  pourra  alors  écrire,  dans  îoule  région  Unie  du  demi-plan 
supérieur, 

(o  ,')  I  z{.r.  y  +  A)  -  c(.r.  7)  I  <  (L)  K,  f\ 

En  effet,  nous  verrons  plus  loin  (§  18)  qu'une  solution  de  l'équa- 
tion o:r^o  régulière  dans  une  région  â{  ne  peut  admettre  ni  maximum 
positif,  ni  minimum  négatif.  Si  donc  <l>„  est  choisi  tel  que  ^  soit 
nul  à  rinlini,  son  module  maximum  sera  atteint  sur  Or.  Mais 
z(x,  y  -h  li)  —  z(x)  est  aussi  une  solution  nulle  à  l'infini;  donc  son 

module  est  inférieur  au  maximum  de  \z(x,k)  —  z(.r,  o)|,  donc  infé- 

l 
rieur  à  (L)K,  k' . 

(  ')  Du  moins  pour  loul  ce  qui  concerne  l'équalion  r  :=  / (x,  y,  :,  p,  q).  Les 
paragraphes  7,  14  et  15  ne  seront  utiles  que  pour  cette  équation  seulement. 
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Le   même   raisonnement   montre  que 

Enfin, si  0'(a:)  existe  sur  A,  AoCtiadmet  un  accroissement  d'ordre  ji, 


dans  l'inégalité  (21')  il  faut  remplacer  p  par  i  +  [î  ou  r  par  -r^  (Cf.  §5) 


7*.  Conservant  toujours  la  même  hypothèse  que  plus  haut  sur  <1>, 
supposons  que  $,  et  <I>.j  admettent  par  rapport  k  y  un  accroissement 
d'ordre  inférieur  à  -•  D'après  ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe  (>*, 
si  nous  représentons  -,  par  la  somme  de  deux  intégrales  telles  que 

^   admettra    un    accroissement  d'ordre   -,    (y<^\).    Nous    écrirons 
alors,  P  et  M  ayant  pour  ordonnée  y  {'),  pour  abscisses  x  et  X(j'), 

+  r  Vp[9(5)-9(K)]rf.î-  r  Vm[9(0-?(j)]^^- 

avecj'  —  y'  z=  MF  .  Si  X  est  dérivahle,  le  premier  terme  est  de  Tordre 

de  MP  =  h  puisque  /    V ds  admet  une  dérivée  de  cluujue  côté  de  la 

courbe  [formule  (7)  ou  dérivation  de  la  formule  (a)  appliquée  à;  =  ij. 
Le  deuxième  terme  se  transforme  par  la  formule  des  accroissements 


finis  ce    qui,    en   remarquant  que 
tation  de  la  forme 


ô\ 


^       (L)  ,  1-     • 

<^  — !^ — —r^y  donne  une  limi- 

{y-sf 


(l^)hf' ^4^7  <(L) L-^^iL)/,-, 

°    (7--0  '  {y -y')  ' 


Voyons  le  troisième  terme  :  pour  les  valeurs  de  h  inférieures  à  une 
limite  fixe,  on  aura  certainement  |X(_y)  —  X(y')\  <  -  I9  formule  (f))]. 
Alors  le  troisième  terme,  se  limitant  comme  dans  la  formule  (V), 

(')  -■^M  désigne  ici  la  valeur  litnile  de  -■>(.?,  v)  quand  le  point  {jr,  y)  tend 
vers  M  d'un  certain  côté  de  la  courbe. 


34o 

esl  coÊiiparable  à 
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ce  qui  esl  de  l'ordre  de  li' .  Le  quatrième  esl  d'ordre  a  -t-  y.  Au  total, 
on  a  (ce  (jui  n'eviji;erail  pas  d'ailleurs  la  dcrivahililé  de  X) 

A-3<(L)//T. 

Si  nous  considérons  alors  la  fonction  -■>(.r-|-  /<,_>')  —  ^{x,y^)  solution 
de  §5  =  o,  nulle  à  l'infini  et  sur  \x,  admettant  sur  AB  la  limitation 
que  nous  venons  de  donner,  elle  l'admettra  également  dans  tout  le 
demi-plan  supérieur. 

11  résulte  de  là  que  {Cf.  le  i"  de  la  Note  additionnelle) 

|;,(-r  +  A,  j)-^,(.r,y)|<(L)/,ï. 

Passons   maintenant  <à   l'accroissement    de  z^    relativement    à    )'. 
Chacune  des  intégrales,  dont  la  somme  représente  ^|,  prend  sur  la 

courbe  correspondante  des  valeurs  dont  l'ordre  d'accroissement  est-  • 

Y 

Remarquons    tout    d'abord    que    ,T(y;,  o)  =  o,    et   o'i(a-, /i)<|  (L)A', 

Y 

car  I  !p|  <;  (L)/-.  (>ela  posé,  faisons  subir  à  la  courbe  AB  la  trans- 
lation MP  et  soit  P"(a-  -|-  /i,  y  +  A)  le  point  de  l'arc  ainsi  obtenu  qui 
a  pour  ordonnée  y  +  k.  La  fonction  i(j7  +  h, y  -t-  A)  -^  :^{x,y)  est 
une  solution  de  o;  =:  o  nulle  à  l'infini  et  prenant  sur  AB  et  sur  Aa;  des 

valeurs  dont  le  module  est  inférieur  à  (L)A".  Donc  (voir y/^»'.  2) 

Y 

I  ^{x  +  h,  y  +  A)  -  ^{x,  j)1  <  (L)A^ 

mais  on  a 

-■ip.  —  -3p  =  -~)p.  —  -'^|...  -f-  -^|...  —  -"^p, 

|.1,„_3,,„|<(I,)/,Y,  /i<K/,',         [condilion  (F)]. 

Donc 

■  ■  '  +  »  Y       ■  T 

|.\,.-.\,|<(L)/,-      '-    +(L)/.'<(L)^-S 
et,  par  suite, 

Y 

\z,{x,  y  -^  k)-  z,{x,  y)\<{h)h^ . 
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Il   résulte   en    définitive    de    toute    cette   étude   que,   .9/  les  don- 
nées <Ij,(j'),  $2 (y),  adniellent  des  accroissements  d'ordre  inférieur 

à  -  et  $(a;)  un  accroissement  d'ordre  non  nul,  on  peut  déterminer 

un  nombre  y<  i,  /e/  que  les  inégalités 

Y 
(21")     I  z{.v  +  II,  y)  -z{a.;y)  \  <  (L)AT,  |  ;(,,-,  ^  +  /.)_  ^(,r,j)|  <  {L)l? 

aient  lieu  pour  tous  les  points  de  S,  bords  compris. 

Si  l'accroissement  de  $,■  est  d'ordre  supérieur  à  -  et  si  <l>'(x-) 

l'ig.  ^. 


P" /.r.A.//./f  '      P''.r.!/tk) 


P'oo.y) 


existe  et  admet  un  accroissement  d'ordre  non  nul,  ~  existe  au  bord 

dx 

et  l'on  a 

(o.,'")  \z{.r,y  +  k)-z{.v,y)\<{L)l,-^  (^:<.^<,y 


Envisaereons  maintenant  -r-^  =  -^ 
"  Ox        dx 


dx 


dz 
dx 


a   déjà    été  étudié. 


Quant  à  la  dérivée -j^)  nous  pouvons  la  considérer  comme  une  solu- 
tion de  os  ^  o  prenant  sur  (C)  des  valeurs  données.  Celles-ci  s'obtien- 
nent aisément  en  représentant:;,  par  des  intégrales  5  et  en  utilisant  la 
formule  (^)  :  on  voit  alors  (|ue,  si  X| ,  tl',' ,  fT>"(.r)  existent,  satisfont  à  la 
condition  (19)  cl   admettent  des  accroissements  d'ordre  non  nul,  la 

valeur  de  -j^  sur  C,  est  une  fonction  de  y  admettant  un  accroissement 
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d'ordre  >  -  el  elle  esl  nulle  sur  A,  A^  (').  D'où  les  accroissements 


de  — . 


Conservons  toujours  les  mêmes  hypothèses  sur  les  données  et  le 


contour.   Alors  —   sera  la  solution  de  or  =  o  prenant  au  bord  les 
valeurs  suivantes  : 

Sur  G,- 
Sur  A1A2 


ày  Jo 


\x). 


dx 


x;(v); 


Ces  valeurs  admettent  des  accroissements  d'ordre  non  nul  et  nous 

pourrons  écrire  pour  -7^  les  inégalités  (21")  ou  (21'"). 

Il  résulte  de  celte  analyse  que,  si  *' (r),  «l'X-t')»  *"(-^)'  ^',(7)  ^•^''*- 
tenl  et  admcllenl  des  accroisse mcnls  d'ordre  non  nul,  en  tout  point 

de  S,  bord  compris,  7^'  -p'  yr  existent,  et  l'on  pourra  déterminer 
un  nombi-e  y<[i  tel  que,  pour  un  accroissement  donné  de  j,  on 
ait,  A^  étant  la  valeur  absolue  de  cet  accroissement. 


1A=|<(L)A7, 


<(L)Aj' 


ày 


<(L)AyT, 


ô': 


<)x  dy 
être  remplacée  par 


existe  dans  S,  iiords  compris,  la   deuxième  inégalité  doit 


ôx 


<(L)Aj',  cl  l'on  peut  écrire,  en  définitive  [ro//- 


la  démonstration  spéciale  au  contour  rectangulaire,  formule  (3')], 


(22)     |A=i<(L)âr, 


âx 


<(L)Aj-P% 


El 


<(L)AjY, 


en  appelant  ^  le  plus  petit  des  deux  nombres  -  et  i  —  y. 

Remarquons  que  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  s'appliquerait  à 
la  solution  de  oz  =  o{x)  prenant  sur  (C)  les  valeurs  données,  au  cas 
où  9  satisfait  aux  mêmes  conditions  que  tl>.  Cette  solution  s'obtient,  en 

ri-  y 

effet,  en  ajoutant  à  une  intégrale  régulière  quelconcjue'C  de  ^  =  ?(^) 


C) 


(Pz, 


Oxdy 
eulaire. 


peut   même  exister  au   bord.    ]'oir  la  Noie  sur  le  contour  reclan- 


\ 
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la  solution  de  oz  =^  o  prenant  sur  (C)  les  mêmes  valeurs  que  :  —  '(,: 
ces  valeurs  jouissent  des  mêmes  propriétés  d'accroissement  que  les 
valeurs  données.  Donc  la  solution  z  véritie  les  inégalités  {'22). 

II.  —  Étude  des  solutions  de  l'équation  o:^/{x,  y). 

8.  La  fonction  Z(x,y)  solution  de  o;  =/.  —  Dans  la  formule 
fondamentale  (a),  les  intégrales  curvilignes  qui  figurent  au  second 
membre  sont  solutions  de  oz  =  o\  z  étant  solution  de  cz=f,  il  est 
donc  à  prévoir  que  la  fonction 

(23)  Z{x,y)= —  f  fî^L^/(ln)didn=--^  f  fu./dS 

sera  solution  de  l'équation  cz  =/ {'  ). 

Des  conditions  suffisantes  pour  qu'il  en  soit  ainsi  ont  été  données 
par  M.  Levi.  Nous  allons  chercher  des  conditions  plus  larges.  Mais 
tout  d'abord  M.  Levi  remarque  (p.  229  sqq.)  que  Z  est  un  cas  par- 
ticulier des  intégrales  de  la  forme 

et  le  changement  de  variable  c,  —  ./;  =  ^\ist,  y-  —  r\  =  t  montre  que 
ces  intégrales  ont  un  sens  si  /j -î- i  >  o  et  r  =  p  —  2y+'^>o, 
/"étant  une  fonction  inlégrable. 

Si  F  est  le  maximum  de  \f\  dans  S  ely^  l'ordonnée  de  A,  A^.  on  a 

(24)  \^,<'^Y[P±S^¥(y-y,)\  donc  Z<F(.v-v,). 

Si/ satisfait  à  une  limitation  delà  forme  |y"|  <^  F,  (^' — ^>'()^,  on  a 

(^V)    i.,;;.-r(^)Bg,y-H.)F.(^-^.)^^^  donc  z^'y-^f', 

r  et  B  étant  les  fonctions  eulériennes. 

(  '  )  Up  désigne  ici  la  fonction  U  (II,  P  )  dans  liiqiielie  I'  esl  fixe,  II  élaiit  le  point 
par  rapport  auquel  se  fait  l'inlégralion. 
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Nous  concluons  de  là  (jue  —  sera  donnée  par  la  formule  de 
Leibniz,  car  Tinlégrale 


II 


x  —  t. 


'fÇLri)rllch 


'V.(7-r;)^ 

est  uniformément  convergente  quand  £  tend  vers  zéro  nci  on  a  /j  =  i, 
y  =  -;  le  raisonnement  serait  le  même  pour  toute  dérivée  de  I,^,  qui 
serait  de  la  forme  1^^'  avec  /'>  oj  •  On  en  déduit  que 


si|/|<F,  g<^F0^-7 


1 


(24")     1 

-l/l<F,(,r-,',)V,         g<^-|B(^l,y-H.JF.O-^. 

Mais  nous  ne  pouvons  opérer  de  cette  façon  pour  -r-  et  -r— j;  la  sin- 
gularité de  la  fonction  à  intégrer,  pour  ^  =  x,  ■r\=y,  empèclic  la 
formule  de  Leibniz  de  s'appliquer,  car  la  quantité  appelée  plus 
haut/-  serait  alors  nulle. 

Citons  tout  d'abord  un  cas  très  simple  où  y-: se  calcule  aiséniciil: 
supposons  que  /  adiuelle  une  dérivée  par  rapport  à  x.  Ou  peut 
alors  effectuer  la  transformation 

Or,  ceci  peut  être  dérivé  par  rapport  à  x  : 

21/7: -7-7=/  -l-fdri-l    ^-■4:''cdr). 

Revenons  maintenant  au  casgénéi-al  :  nous  pouvons  alors  isoler  le 
point  P  du  reste  de  l'aire  par  un  petit  rectangle  R  tel  (pie  inal>n{fig.'5). 
L'intégrale  Z  sera  donc  décomposée  en  deux  autres,  Z'et  Z",  étendues 
aux  domaines  S_>.  —  R  et  R.  Pour  la  première,  la  formule  de  dérivation 
sous  le  signe   /  s'applique  évidemment.  Pour  calculei-  la  dérivée  de  Z" 
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posons 

'|i(ç)  étant  une  fonction  de  ^  que  nous  choisissons  ainsi  : 

Hi)=niy),     tion'^     ?(?,■«)  =/(ç--o)-/(c:,j), 

de  telle  sorte  que  oC;,  y])  tend  vers  zéro  quand  t]  tend  vers  y.  Dans 

l'iR.  3. 


S.              '" 

ip 

n. 

\ 

aO{0 

)' 

') 

ces  conditions  nous  avons  à  dériver  les  deux  intégrales 
en  posant  Z  =  Z'  -i-  Z,  -i-  Z^;  or,  la  fonction 

est  solution  de  l'équation  oz  =  K^).   Si   nous  remplaçons  r  par  W 
dans  la  formule  (a)  appliquée  au  contour  mahn,  il  vient 

Z,  =  ^  f  fv<^dld-n  =  3<t(x.y)  +  ^-(x), 

3C  étant  une  solution  de  oz  ^^  o,    mise  sous     forme    d'une    somme 
d  intégrales  indéfiniment  dérivables  en  a:  et  j'  pour  tout  point  F  irué- 

rinur  à  R  :  donc  —  existe  [ainsi  que  -r-r  )  et  l'on  a  oZ,  ^  'K-'')- 
>te  donc  à  prendre  la  dérivée  de   /   /  L  o</;^/rj 


nous  rcsl 


(r,.  ^l  nous 


donnons  à  /  un  accroissement  PF'  =  Ay  >  o,  l'aire  du  rectangle  subit 
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un  accroissement  AW  cL  l'on  a 

Or,  d'après  la  formule  (24),  nous  avons  (ici  y  —  )'i  =  Aj') 
lZ|<FAr         si        l/UF. 

Par  conséqucnl,  dans  le  deuxième  membre  de  (2;")),  rintéf^rale  /   / 

esl  eu  valeur  absolue  inférieure  à  '2\t.ij.1}-,  u.  élaul  le  maximum  de  0 
dans  AR.   Oi'  a  tend  vers  zéro  avec  ly,  el  par  suite  t~       I     lend 

aussi  vers  zéro.  //  n'y  a  donc  pas,  dans  la  dérivée  cherchée,  de 
Icriiic  relatif  à  Vacci'oissenienl  de  Paii-e,  el  nous  devons  calculer 
simplement  la  limite  du  dernier  terme  de  la  formule  (aS). 

Or,   si  dans   l'intégrale   C  =  /  /  U,,  ■p  r/E  f/r,    nous    considérons    R 

comme  fixe  el  P'  comme  variable  au-dessus  de  m/i,  nous  obtenons 
une  fonction  de  l'ordonnée  y'  de  P',  dont  la  dérivée  est  continue  el 
donnée  par  la  règle  de  Leibniz,  sauf  peut-être  quand  P'  vient  en  P. 
Soit  alors  a  un  petit  cercle  de  rayon  £  et  de  centre  P  et  envisageons 


riulégrale 


Kt=  f  f     Vvoc/'çdri. 


Si  nous  montrons  (pjc  la  dérivée  de  'L^,  qui  est  donnée  par  la  formule 
de  Leibniz,  même  si  P'  est  en  P,  est,  quel  que  soit  P  ,  uni forménicnl 
convergente  (juand  £  tend  vers  zéro,  il  en  résultera  cpie 

<iy      àyj  J,(        •        J  ../„  <iy  '    ■ 
Il  nous  suffit  donc  d'examiner  si    /    /  -r—zds  tend  uniformément 

J  Ji  <^y  ' 

vers  zéro.  Ceci  s'écrit 


-mi' 


-?l> 


en  n'envisageant  <pii'  la  [lartie  relative  au  quadrant  situé  à  droite,  ce 
(|ui  nous  snllit. 
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Le  changement  de  variable  v  -  Tj  =  /,  ^  —  x  =  2  \  .s7  nous  donne, 
en  posant  j)''  -—  y  ^^  /,-, 

A. 

(A  +  iy 

intégrale  étendue  à  Faire  onilirée  ci-après  comprise  entre  sol  et  un 


il 


i±ri  ^(^-)' 


ds. 


arc  de  l'hyperbole  \sl  =  i-  —  l"^-^   soit  t  =  y(s)  l'équation  de  cette 
branche.  Notre  intégrale  peut  s'écrire 


Z'-'l 


9  dt 
~1 


'        ^,  dans  hujuelle  s  est 
constant,  elle  s'écrit  avec  les  variables  primitives 


o(l^Ti)d-n  _  r  f(hri)-nl.y) 


r  o(c.n)dn  ^  r  , 


dn. 


intégrale  curviligne  prise  le  long  d'un  arc  de  parabole  d'axe  vertical 
et  de  sommet  P,  Q  étant  un  point  du  petit  cercle.  Si  ces  intégrales 
ont  un  sens  pour  tous  les  points  (^  voisins  de  P,  et  si,  quand  Q  tend 
vers  P,  elles  tendent  vers  zéro  uniforinémriil ,  quelle  (|uc  soit  la  para- 
bole, les  deux  intégrales  en  dt  (pii  ligurenl  dans  1  tendront  vers  zéro 

uniformément  avec  £,  puisque  ^7-—  est  un  facteur  monotone  et  plus 

petit  que  un.  C'est  précisément  ce  résultat  que  nous  voulions  obtenir. 
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Nous  avons  supposé  Ay'^o.  Si  Ai'<^o,  un  calcul  aualog'ue  nous 
donne  les  mêmes  conclusions. 

Si  maintenant  nous  voulons  calculer  -r— j,  il  n'y  a  aucune  difficulté, 

dx-        ôx-         O-i-         dx- 

lo  premier  terme  se  calcule  par  la  formule  de  Leibniz,  le  point  (•/',_>') 
n'étant  pas  dans  l'aire  correspondante;  le  second  terme  a  déjà  été 
étudié,  et  le  troisième  se  calcule  comme  le  premier;  car  l'intégrale 
obtenue  n'est  autre  que  celle  que  nous  venons  d'étudier,  pour  A'  =  o. 
Ici  le  cas  est  analogue  à  celui  du  potentiel  car,  quand  x  varie,  l'aire 
d'intégration  reste  fixe. 

Nous  avons  donc  en  définitive 

ôZ  =  âZ'-t-ôZ, -hôZj; 
or 

âZ 


oZ, 
Donc 


'  =  --^  f  f     à\}fa.,ri)dl  dr,  =  o, 
'\i{x)=f{x,y).  ÔZ2=: —   /    /  ÔU  9(t.  r/)fif^rfïî  =o. 


ÔZ=/(,r,j). 

Il  est  à  remarquer  que  les  calculs  que  nous  venons  de  faire  ne  sup- 
posent nullement  /co^imMc  en  x.y.  En  outre  de  la  condition  d'inté- 
grabilité,  nous  avons  simplement  supposé  que  /(^,  yj)  —  y(^,  y)  tend 
vers  zéro  quand  •/]  tend  vers  y,  le  point  (H,  y])  étant  voisin  de  (.r,  v). 
C'est  ce  que  nous  exprimons  en  disant  que  /(H,  y])  est,  dans  le  voisi- 
nage de  P,  continue  par  rapport  à  y]  pour  la  i^aleur  r\^=y.  Cette 
condition  peut  être  réalisée  sans  que  f  soit  continue  par  rapport 
à  H,  Y)  pour  \  =  x,  -q  =^y-  Mais  ce  second  mode  de  continuité,  qui 

entraîne  le  premier  ('),  peut  avoir  lieu  sans  que  l'intégrale  /    ail  un 

-'pn 


•'PQ 


(')  En  elTel,  le  premier  mode  de  conlinuilté  se  traduit  par  les  inégalités 

\x-i\<a,  |y-r)|<«,  l/(^,  ^i  ) -/(H,  j)  |<  £, 

et  le  second  par 

|j:-^|<a,         |j_ri|<a,  \f(l,n)-f(x,y)\<t', 

et,  celte  dernière  ijiégalité  ayant   lieu   pour  //  =^y,  il  est  clair  (|u'elle  entraîne 

\f{L-n)-f(Ly)\<^i', 
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sens.  S'il  en  est  ainsi,  nous  poserons 

/(<;,vi)  =  9(£:,ri) +/{j-,y). 

^  sera  nul  au  point  P.  Nous  formerons  encore  deux  intégrales  Z,  etZ,, 
en  considérant  f(x,y)  comme  une  constante  :  il  nous  suffira,  par 
exemple,  de  prendre,  au  lieu  de  ^F,  la  fonction  —  ./V,.  L'élude  de  Z.  se 
fera  par  la  même  niarclie  (juc  plus  haut,  mais  il  s'introduira  des  inté- 
grales de  la  forme 


que  nous  supposerons  uniformément  convergentes.  Dans  ces  condi- 
tions Z  sera  encore  solution  de  hz  =./. 

Nous  pouvons  enfin  envisager  un  troisic/nc  mode  de  continuité, 
analogue  au  premier,  le  rôle  des  lettres  i  et  y]  étant  interverti.  Nous 
supposons  alors  que/(^,  yj)  —f{x,  •/))  tende  vers  zéro,  quand  \  tend 
vers  X,  dans  le  voisinage  de  l'.  Cette  fois  nous  poserons 

(Si  tend  vers  zéro  quand  H  tend  vers  x-.  Nous  formerons  Z,  en  partant 
de  la  fonction 

•/(r/)r/r/. 


■/ 


Quant  à  Z^,  sa  dérivée  s'étudiera  toujours  par  le  même  procédé; 
mais  ici  il  se  présentera  une  différence  en  ce  qui  concerne  Vaccrois- 
seinent  AR  de  Vaire  du  rectangle. 


Fig.  5. 

I''    , 


2 


Pour  démontrer  que  -^  tend  vers  zéro  avec  A)',  il  nous  suffit 

^      ^>'.'  .'An 

d'envisager  la  portion  P////'P  .  Partageons  celte  aire  en  deux(/ig.  ;")) 
par  la  verticale  yy'  d'aliscisse  x -h  t,  t  tendant  vers  o  avec  Ajy  =  />"• 
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or 


Nous  avons  ainsi  décompose'  /   /     en  deux  parties  /   /  et   /  /  ; 

[x  étant  le  maximum  de  cp,  qui  tend  vers  zéro  avec  /i.  Donc  t  /  /   tend 

vers  zéro.  Posant  P«  =  a,  le  changement  de  variables  déjà  plusieurs 
fois  employé  nous  donne 

I//H*/   '''/    T''"  ("ï'>l9l)' 

T 

or  la  fonction  —=.  étant  toujours  décroissante,  elle  est,  dans  Finléyrale, 

ys 

inférieure  à  —  f^~ .  Donc 


0 


Si  t  est  choisi  de  telle  sorte  que  —  tende  vers  zéro  avec  /r,  celte  inté- 
grale tend  vers  zéro  avec  A.  Il  n'y  a  donc  pas,  dans  la  dérivée  -y^»  de 

terme  relatif  à  l'accroissement  de  l'aire. 

Poursuivant  l'étude  de  celte  dérivée,  on  rencontre  des  intégrales 
curvilignes  qui  sont  celte  fois  de  la  forme 

C  /(;.-o)-/(-^.o) 


du. 


9.   Les  conditions  (A).  —  En  résumé  pour  que  la  fonction  Z(x-,  j') 

17         1-  V 

admelle  en  un  point  P(a;,  y)  des  dérivées  — >  -—?■'  vérifiant  la  rela- 
tion 

il  suj/ll  que /(./;, ^')  satisfasse,  en  outre  de  la  condition  d'intégrabilité 
dans  S^,  à  /'«//  des  groupes  de  conditions  suivantes  : 

A,.   —  y  (s,  V))  est  continue  pou/-  ?  =  x,  -q-^^y,  et,  si  l'on  consi- 
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dère  les  paraboles  (p)  d'axe  verlical  et  de  sommet  P,  l'intcgralc  cin- 

viligne 

t        /■mr.)-/(..,y) 

prise  le  long  de  {p)  est  uniformément  convergente  pour  tout  point  Q 
voisin  de  P,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  (p). 

A.,.  —  /(;,  y])  est,  dans  le  voisinage  de  P,  continue  par  rapport 
à  ^,  pour  \  =  X',  et  r»n  a  la  même  condition  que  plus  haut  pour  l'in- 
tégrale . 

-'l'y  /  -  ^ 

Aj.  —  /"(w,  Tj)  est,  dans  le  voisinage  de  P,  continue  par  rapport 
à  •/),  pour  Y]  =^ y,  et  l'on  a  encore  la  même  condition  pour  Fintégrale 


-i 


'  fa--n)-fa,y). 


l3=       ■"^•■"^■"'"■''d-n. 


Nous  appi'llcrons  conditions  (A)  un  quelconque  de  ces  groupes  (  '  ). 
Ces  conditions  seront  réalisées  par  exemple  si  au  voisinage  de  P  on  a 

I  /(  ;,  r,  )  -/(  ;.  V  )  I  <  K  I  .r  -  r,  |T        ou        |/(  ;,  r,  )  -J\x,  y)\<\k\x-1  [Y, 

avec  o  <[y  =  i  :  les  intégrales  I,  ou  L  convergent  alors  uniformément. 
D'ailleurs  dans  ces  deux  cas,  qui  seront  très  importants  pour  nous, 
les  dérivées  de  l'intégrale  Zj  se  calculent  ininiédiatenienl  [lar  la  for- 
mule de  Leibniz,  car  —^  est  une  intégrale  du  type  l^,^  [formule  (23)  | 

avec  /•>o,  et  nous  avons  dit,  à  propos  de  — ->  que  ces  intégrales 
étaient  uniformément  convcrtrentes. 


(')  Le  produit  de  deux  fonctions  vérifiant  une  mcnie  condition  A  la  véri- 
fiera également  :  si,  par  exemple,  /  el  /  satisfont  à  A,,  en  écrivant 

/(^^  ■'^i  )  ?  (ç,  n  )  —  /(x,  r,  )  9  (  JT.  r,  ) 

=  9(£,n)[/(ï.vi)  -/(,r.v))|+/(.r,ï))[9(;,Yi)-9(.r.r,)l, 

(III  voit  iiiiiiiédialciiieiil  (|ue  /'»  satisfait  aussi  à  la  coiidilion  ,\.j. 
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Enfin  les  conditions  (A)  seraient  vérifiées  aussi  dans  le  cas  où  les  se- 
conds membres  des  inégalités  précédentes  seraient  Iv|^ly  —  v]]p'~^ 
ou  un  terme  analogue  en  ./j  —  ^,  et  aussi  dans  le  cas  où 

1/(1,  VI)  -/(.r,  r)  I  <  K|.r- ï  |ï+  K'|y-r,|r; 

-r^  se  décompose  alors  en  une  somme  d'intégrales  1^^.  Il  sérail  facile 

de  donner  encore  d'autres  conditions  particulières. 

Un  cas  très  important  qui  réalise  manifestement  aussi  les  condi- 
tions (A)  est  celui  où  /(j',  y)  admet  une  dcriiéc par  rapport  à  ./■  ou 
à  y.  Nous  avons  déjà  rencontré  un  de  ces  cas  au  déi)ut  du  para- 
graphe 8. 

Au  reste,  nous  allons  examiner  de  plus  près  le  calcul  effectif  des 
dérivées  de  la  fonction  Z. 

10.  Calcul  des  déuivkes  delà  i  onction  Z.  —  Ouand  -r-  existe  dans  S, 
-r—^,  est  donnée  par  la  formule  déjà  citée 

Supposons  maintenant  que  /'  admette  une  dérivée  par  rapport  à  y 
dans  S.  On  peut  conclure  de  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut  (^§  8) 
que 


Transformons  cette  dernière  intégrale  (' )  (vo'w  Jig.  i)  en  utilisant 
àll_       dV 


(')   Il   est  ciilrtiiilu  (lue,  lorsque  nous  Ociivons  dans  une  furiuule  la   lettre  U, 
simplemenl,  cela  signifie  U[4,ri;  J^,j)']. 
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D'où,  en  ulilisanl  la  formule  de  Poisson  (§  2),  quand  z  lond  vers  o. 
(26)      2VÏ^g=:-  r    U/(?,r))rf;-/7'u^rf;rfYH-2v/^/(x,y). 

Supposons  maintenant,  plus  f,M'néralemenl,  que  les  co/r/ifions  (A^) 
soient  vérifiées.  Nous  pourrons  écrire 

Or,  dans  la  première  intégrale,  /(,?,>')  a  une  dérivée   nulle  par 
rapport  à  ï].  D'où,  d'après  la  formule  (26), 

(26')     2^Ç^^-f   \}f{Ly)dl 

-/j|^"  ^[/(;.  ■'-)  -/(ç,7)]  di  dn  -t-  2s/^Ax,y). 

Un  raisonnement  analogue  appliqué  au  cas  (A.,)  donnerait 

(26")      ^^Ç^^=£    ^/(^,.,),/r,-ff^^^[fa,r,)-/(.r,n)]dié,. 

Si,  enfin,/"  satisfait  aux  rondilions  (A,),  la  formule  s'écrit 
-if  ^  [/(;.  V))  -n^;y)]  dl  dr,  -t-  2s/n/(x,y) 

L'identité  de  ces  deux  formules  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (a) 
appliquée  au  cas  où  r  est  une  constante  ('). 

I  l.  Retour  suu  li:s  piioiîi.kmf.s  aux  limites.  —  Da/is  tout  ce  qui  i^a 
suivre  nous  allons  supposer  V  ordonnée  y  y  de  AiA,  {fig-  i)  nulle. 

(')  Ces  formules   peuvent  aussi  s'établir  en  calculant  les  dérivées  de  la  foni- 
lion  Z,  utilisée  au  paragraphe  8,  mais  la  niarclie  suivie  ici  est  plus  rapide. 

Joarn.  de  Math.  (6'  série),  tome  IX.  —  Kasc.  IV,  igiS.  ^J 


354  ■  *'•    tlEVIlEY. 

Si/ satisfait  aux  conditions  (A),  et  (C)  à  la  condition  (T),  l'inlégralo 

i\JnJ  Jsy 

est  solution  de  oz=f,  puisque  G=U  —  H  et  que  H  est  solution 
régulière  de  o;  =  o  en  tout  point  (x,  y)  intérieur  à  S. 

Cela  posé,  remarquons  qu'il  existe  certainement  une  solution 
de  cz  =  f  s' annulant  sur  (C),  car  il  suffit  pour  l'obtenir  d'ajouter  ii 
Z(a;,^)  la  solution  de  o:?  =  o  prenant  sur  (C)  les  mêmes  valeurs  que 
—  Z.  Or,  si  nous  appliquons  à  cette  solution  la  formule  (F)  du 
paragraphe  4,  nous  voyons  qu'elle  coïncide  précisément  ai^cc  Z^. 

Le  raisonnement  précédent  nous  montre  que  nous  avons  deux 
moyens  d'obtenir  la  solution  de  or  =:/ prenant  sur  (C)  des  valeurs 
données  :  i"  former  la  fonction  de  Green  et  appliquer  la  for- 
mule (F)  ;  2°  ajouter  à  la  fonction  Z  la  solution  de  o^  =  o  prenant 
sur  (C)  les  valeurs  données  plus  les  valeurs  prises  par  la  fonction  —  Z, 
cette  solution  étant  formée  par  le  moyen  d'équations  intégrales.  La 
première  méthode  peut  être  préférable  si  le  contour  a  toujours  la 
même  forme,  en  particulier  si  c'est  un  contour  rectangulaire,  c'est- 
à-dire  si  les  arcs  A,  B,  et  A^Bj  se  réduisent  à  deux  verticales. 

Remarquons  enlin  que,  si  les  fonctions  X,-  et  $,  sont  dérivables  et 
si  <I>  admet  des  dérivées  première  et  seconde,  on  peut  toujours 
ramener  les  imleurs  données  à  zéro;  il  suffit  pour  cela  de  poser 

(3-)   .=.ç4-a.(x)  +  iiL^:^^il|i^j^^2^^^,    *,=$,(/) -*[x,(j)j. 

Solutions  régulières  au  bord.  —  Si  l'on  veut  obtenir  une  solution 
régulière  dans  S,  bord  compris,  nous  aurons  évidemment  la  condition 
nécessaire  \{cf.  formule  (h))]  : 

(28)  a."(x,)-a>'(.r,)X',(o)-<D;(o)=/(:r,-,o). 

Cette  condition  est  aussi  susjjiante.  En  effet,  supposons  que,  pour 
éviter  toute  difficulté  aux  points  A,  et  A,,  nous  ayons  calculé  l'inté- 
grale Z  pour  une  aire  débordant  un  peu  l'aire  S  à  droite  et  à  gauche. 
Nous  a])pliquerons  alors  la  deuxième  méthode  indiquée  plus  haut  : 
la  solution  de  03  =  o  (|ue  nous  devons  former  correspondra  à  des 
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données  aux  limites  <I),,  <I>,,  <!>,  telles  (jiie  (I),(j)  =  (I),(j')-  Z|  X,(7),/| 
et  qui  devront  satisfaire  à  la  relation  (19). 

Or,  en  tous  les  points  de  A,  Aj,  f^-,  -j-.'Y^!  ^^^^  nuls  et  -j-J  =/(./;,  o)  : 
cela  résulte  en  effet  des  formules  du  paragraphe  précédent.  Donc 

*;(o)  =  *;{o)-/(x„o). 

En  portant  dans  la  relation  (h)),  on  trouve  la  formule  (28)  rpie  nous 
voulions  établir. 

Autres  prohlèmefs  aux  Uniitcs.  —  Au  sujet  des  problèmes  aux 
limites,  nous  avons  dit  qu'on  pourrait  former  une  fonction  de  Green, 
si  l'on  se  donnait  d'une  façon  générale,  sur  C,, 

A(7)^  +"',(.>-)-  =  •/.,(/), 

et  ^  =  <^{x)  sur  A,  Ao.  Ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe  5  prouve 
que  la  solution  existe.  La  formule  (F)  (§  4)  appliquée  à  la  fonction 
de  Green  formée  pour  ce  problème  aux  limites  prouve,  par  le  même 
raisonnement  que  plus  haut,  (jue  cette  solution  est  unique. 

Il  existe  un  cas  particulier  où  la  solution  n'est  pas  unique  :  c'est 
celui  où  l'on  se  donne  y^  sur  (C)  {*)'-,:■  sur  A,  A.  n'est  alors  déterminé 
qu'à  une  constante  près  et  la  solution  dépend  linéairement  d'une 
fonction  de  .'', ^',  qui  est   /     Vide. 

•    A,.\, 

12.  LiMrrATioN  d'une  solution  de  oz=  f  et  de  sa  dérivée  par  rapport 
A  .V.  —  Posons  s  =  :?o  +  Zo,  ^^o  ctant  la  solution  de  0;  =  o  prenant 
sur  (C)  les  valeurs  données  :  si  M  est  le  module  maximum  de  celles-ci, 
on  a  donc  [  ;„  |  <[  M  (§  18).  Z^  est  la  solution  nulle  sur  (C),  soit 

(•)  Toutes  les  fois  qi»;  l'on  ne  se  donne  pas  à  la  fois  -r^  seul  sui-  C,  el  C,,  on 


ôx 
conditions  de  raccordement  en  A,  el  A,. 


ne  peut  connaître -^  sur  AjAj  sans  connaître  en   même  lemps-,  à  cause  des 


356 


M.     GEVREY. 


D'apivs  la  fornuile  (i3)  Z„   admettra    la  même  limitation   que  Z, 
soit 

('•9)  l^oK-^^'  si         |/l<FjT         (■/>-.). 

Envisageons  maintenant  ladéi-ivée.  l'in  tout  point  P  (x,y)intérieur 
à  S  nous  avons  évidemment 


Il  est  aisé  de  voir  que  si,  d'une  façon  générale,/ est  telle  que  Tinté- 
grale est  une  lonction  contmue  de  x,y  même  au  bord,  il  en 

est  de  même  de  -y^-  Si,  en  elTet,  nous  explicitons  —  au  moyen  de  la 
formule  (lo),  il  vient 


dT  /     «^-i  /  /(ç.ri)dt, 

X  f   y[t,rr,X,{s),  s]\\  [X,(s),  s;  X,  y] 


8î 

ds 


^  {  (J--0 

+  1111  terme  de  mémo  forme  con tenant  Xj. 
Or  cette  intégrale  tri[)lo  se  transforme  ainsi 

•^0  «'^X.IYl) 


4v/^X 


vrv  ,   ^               1                ^>           )dZ[\',(5),i]   , 
VLX,(i),4;j-,y]H L__j_!__ J^/j; 


ceci  se  décompose  en  une  intégrale  '^  qui  définit  une  fonction  continue 
en  tout  point  de  S,  bord  compris,  et  une  autre  intégrale  jouissant  de 
la  même  propriété  puisque  0,  est  continue  [sauf  peut-être  pour 
X  =:\,(y)  et  ir=j'|  et  bornée.  Même  conclusion  pour  le  terme  de 
l'intégrale,  contenant  Xj. 
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Si  mainlenanl  /  csl  une  fonction  inU-grable  satisfaisant  à  la  limita- 
tion l/l  <;  Fy^,  il  résulte  de  la  formule  trouvée,  et  des  limitations  (6) 


àZ 


des  intégrales  -i  et  (24")  de-j->  que 


(29') 


dZ, 


dx 


<(L)FB(l,y+.)/"^[(L')^LÎ0,y  +  ^)/] 


<(L)FB    -,y+.  W 


(L)  dépendant  de  x  et  de  Tordonnée  inaxima  qu'on  veut  atteindre. 

Il  y  a  d'ailleurs  avantage  à  réunir  les  deux  limitations  de  Z„  et  -~  en 

une  seule,  qui  aura  alors  la  forme  (ag)- 

Si  maintenant,  nous  envisageons  une  solution  de  oz  =  /prenant  au 


dz 


bord  des  valeurs  données,  telles  que -r-^  existe  sur  ((]),  nous  pourrons 


<^z. 


écrire,  en  utilisant  pour  -^  la  note  de  la  fin  du  §  3*, 


(29") 


|<M 


F^-Y+i 


dx 


<M'-t-(L)y?, 


M'  étant  le  maxindum  de  |$'(-p)|  et  ^  étant  un  nombre  compris  entre 
0  et  I  qui  dépend  des  accroissements  de  $,-,  de  $'  et  de  X,  ('). 

13.  Etude  des  accroissements  de  Z  et  -y-^  quand  f  est  supposée 
SIMPLEMENT  iNTÉGUABLE.  —  Il  nous  Sera  Utile  dans  la  suite  de  savoir 
comment  se  comportent  Z  et  ^  quand  /  satisfait  simplement  à  la 


(  '  )  Considérons  eiilui  la  solution  0:=/,  lelle  que  —  soil  nul  sur  (C)  ;  il  suffira 

pour    l'avoir    d'ajouter   à    la    fonction    Z    la    solution  c  de   0- =:  o,  telle    que, 

,,,,    <)z             dZ  dz    .  ,     .        ,     ^  ....  , 

sui-  (C),  -r-  =^ ;— ;  or  -r—  étant  solution  de  oz:^o,  liinilce  par  ses  valeurs 


Ox 


dx'        dx 


à'L 


extrêmes  au  bord,  admettra  donc  la  même  limitation  que-; —  On  pourra  donc  écrire 

dx 


dz^ 

dx 


<(L' 


')FB(i, 


7  -+-  '  r 


D'où  la  limitation  d'une  solution  dont  on  donne  la  dérivée  sur  C,  (  rof'r  la 
première  Note  du  §  5*). 

Dans  le  cas  du  contour  rectangulaire  tous  les  résultats  du  paragraplie  12 
s'établissent  au  moyen  des  formules  données  dans  la  Noie  [voir  la  formule  O   )• 
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()Z 


condition  d'intégrahililé.  I.a  dérivée  j^  n'existe  pas  en  général;  pro- 
posons-nous de  clierclier,  quand  on  donne  à  y  un  accroissement  /»,  de 
(juel  ordre  sera  raccroissenient  de  Z.  Nous  pouvons  toujours  supposer 
A-  positif;  nous  avons  alors  {\oiv  Jig.  G) 

Z(a:,  y.  +  k)  -  Z(x,  y)  =  -^(  f  f        U,../r/S  -  f  fVv/dS]  . 
Partageons  le  domaine  S  en  deux  autres  par  la  caractéristique  d'or- 


donnée j- —  A.  Les  intégrales  du  second  membre  peuvent  s'écrire 

or  \roir  formules  (24),  5>  8| 

nous  avons  étudié  une  intégrale  analogue  à  cette  dernière  au  para- 
graphe 8;  le  changement  de  variable  utilisé  donne 

u<'"r'Tf:'^\'-^><^^''''<'-i} 


nous  obtenons  donc  un  accroissement  d'ordre  <  i  : 


|Z(.r,j-H/0-Z(^,j)|<FA[3+J^(^.  +  ^' 


<k1'V.|C/'I     {'), 


u.  étant  une  constante  dépendant  de  l'aire  d'intégration. 


(')  Celte  dernière  limitation  ne  s'applique  pas  évidemment  an  casoii  jr=o, 
car  alors  raccroissenu'nt  est  <  F/. .  11  en  est  de  même  si  /,  est  >y,  les  denx  inté- 
grales de  la   première  formule  étant  limitées  en  fonction  linéaire  de  k. 


EQUATIONS    AUX     DliUIVEES     PAIITIELI.KS     MU    TYPE     PAUABOLIQUE. 

dx 


35f) 


Envisageons  maintenant -p^  qui  n'admet  pas  de  dérivées  en  général: 
étudions  la  difîérence 


dx 


Partageons  S  endeuxparties  par  la  caractéristique  d'ordonnée^  —  //-, 


Fi  g.  fi  bis. 


P    P,  P" 


l/y-''^ 


puis  écrivons  (voir  Jig.  G  Ois) 


ff{  ^■I."-  v„)/./s  =.Jf\,.fdS  -JJy.fds  +J'  fiv,.—  \,.}fcis. 
Les  deux  premières  intégrales  sont,  en  valeur  absolue,  inférieures 


à  SF/i.  La  seconde  est  égale  à 


et,  toujours  par  la  même  méthode,  nous  obtenons  comme  limitation 
de  cette  intégrale 

'■'  dl 


^Fhf—  r"^  s~-   ds  =  ^ifP.F/i 


h- 


II  vient  donc  en  définitive  encore  un  accroissement  d'ordre  <[  i  : 


dx 


(«  +  /', 7) 


dx 


i->^,y) 


< 


"'K;^'"'^^)^^''"^"- 


Il  est  à  remarque)'  (jue  les  deux  méthodes  (jue  nous  venons  d'em- 
ployer s'appliquent  d'une  façon  générale  à  l'étude  des  accroissements, 
relativement  à  .X- ou  à^,  des  intégrales  de  la  /or/ne  1^^,  dont  nous 
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avons  déjà  parlé.  On  trouve  aisément 


|A.I,,|< 


(f^,,,F|A^^|Ax||  (/•=!), 


|,/;,F|A7r  lAjll  (/■  =  2). 


(r  =p  —  2<7  -i-  3  >  o). 


OZ 


En  particulier,  en  ce  qui  concerne  -y-;> 


< 


ià  *')"'■ 


14.  AccuoissEMKNTS  DE  -r"  ET -r- •    —  La  mélliodc  (lUC  HOUS  vencHS 


àZ 


de    suivre  permet    également  de  calculer  les  accroissements  de 

et  y—;  quand  ces  dérivée?  existent.  Supposons  que  nous  ayons,  par 
exemple, 


OZ 


\/a,r;)-/{ly)\<K\y-r,\y, 
^  est  donné  par  la  fornuile,  déduite  de  (26')  grâce  à  (JZ  =/", 

(3.)     2V^^=_j"     V/{ly)dl_^^JJ'^[/(l-n)-/(ly)]r/Un. 

Etudions  l'accroissement  de  cette  dérivée  quand  y  subit  un  accroisse- 
ment jk' —  Y  =  A"  et  posons 

En  décomposant  l'aire  comme  dans  la  figure  6,  nous  écrivons  de  la 
façon  suivante  l'accroissement  de  l'intégrale  double 


(32) 


Il  suffit  de  calciil(îr-r— et  A-r—  =  X"( -r-r  1    pour  voir  ftouiours  avec  le 
ày  ày  \<>/Vp,  '       ■' 
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même  changement  de  variables]  que  les  trois  premières  intégrales  sont 
limitées  par  (L)K^t.  H  suffit  pour  cela  de  remarquer  que,  si/,  est 
l'ordonnée  de  P, ,  on  a 

l/-7l<I^(j-^')^<K(7,-ri)r, 
Laissant  de  côté  la  quatrième  intégrale,  formons  l'accroissement 
de  l'intégrale  simple 

{32')  A  r  =  r    v'/'d^,-  f  vjdi+ f  {\y-\})fdi-^f  v'(f'-f), 

les  numéros  (i),  (i'),  (2)  désignant  respectivement  l'ensemble  des 
bords  droit  et  gaucliedes  aires  i  et  1',  et  le  conlour(C^_A).  Si  X^  existe, 

les  deux  premières  intégrales  sont  <  (L)/c-,  et  sont  nulles  si  X',  =  o. 

Quant  à  la  dernière,  il  suffit  de  remarquer  que  -r-7  = p  >  pour 

voir  qu'elle  se  détruit  avec  la  quatrième  intégrale  de  (32). 

Il  ne  nous  reste  donc  plus  à  étudier  que  la  troisième  intégrale 
de  (32').  Comme  pour  les  deux  premières,  ce  qui,  dans  cette  inté- 
grale, concerne  les  arcs  C,  et  C^,  s'évanouit  dans  le  cas  d'un  contour 

rectangulaire  et  est,  dans  le  cas  général,  limité  par  (L)^'  :  il 
suffirait  d'appliquer  la  formule  des  accroissements  finis  pour  le  voir 


dU 

6*)- 


< 


(I^) 


Pour  les  appli- 


immédiatement,  en  remarquant  que 

cations    que    nous    rencontrerons,  /(?,  o)    sera    nul   et    l'on    aura 
donc  |y(E,J')  1  <[  Ivj^.  Alors,  la  limitation  sera  (L)KA^ 
Il  nous  reste  enfin,  si  k  <;/  (avecy  ^jKi  <Cy')) 


(32") 


1/" 


(U'-U)/(t,r)rfï 


<KAyy 

— 

'i.yi 

J-f 

yï  r*' 

1 

ds 

=  „.)Kf^)-Yi 

Y 

ky< 

(L)KAr. 

di 


Si  k'^y,  cette  transformation  est  inutile,  l'intégrale  elle-même  étant 
(L)  Kj^'<(L)KytTf  (').  Dans  les  conditions  où  nous  sommes  placés, 

(')  Si /(^,o)  n'est  pas  nul,  on  écrit  /(?,y  )  =  [/(ï,  j-)-/(4,  o)] +/(;,  o) 
et  l'on  esl  alors  amené  à  Caire  une  hypothèse  sur  raccroissemenl  de/(£,  o), 
d'après  ce  qui  a  été  vu  sur  l'intégrale  z  (§  7). 
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l'accroissement  de  -j-'  par  rapport  à  y  est  donc  d'ordre  ■;',  si  y<^  -> 
et  d'ordre  au  moins  égal  à  ->  si  -  <[  y  <^  i  ('  ). 

Quanta  Taccroissement  de-r-»  nous  avons  vu  qu'il  est  d'ordre  -, 
quand  on  ne  fait  aucune  hypothèse  sut/.  D'autre  part  la  formule  (3i) 
est  dérivable  par  rapport  à  x,  même  au  bord,  si  Y>-  [en  suppo- 
sant /(;,  o)  =  o]  (-)  :  donc  y— p  existe.  Dans  le  cas  intermé- 
diaire Y<C-'  une  méthode  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  nous 
venons  d'employer  montre    que  l'accroissement  de  -r—  est  d'ordre 


)7 

En  ce  qui  concerne  l'accroissement  de  -j-  par  rapport  à  x,  lorsque/ 

en  possède  un,  on  l'étudierait  par  une  analyse  analogue  :  nous  en  par- 
lons dans  la  Note  sur  le  contour  rectangulaire. 

13.  —  Application  aux  probli-mi-s  aux  LiMiir.s.  —  Nous  avons  déjà 
envisagé  dans  le  paragraphe  7,  au  point  de  vue  de  l'étude  des  accrois- 
sements, l'équation  oz  =  o{x),  dont  les  solutions  satisfont  aux  inéga- 
lités (22)  dans  les  conditions  indiquées.  Considérons  maintenant  /a 
solution  Z„,  nulle  sur  (C),  de  l'équation  ùz  =zf(x,  y)  avec  (y'<!  i) 
(33)  |/(x,y +  /.)-/(  a-,  j)|<KA-ï,        /{x,o)  =  o; 

nous  la  formerons  en  ajoutant  à  Z  la  solution  r„  de  l'équation  oz  =  o, 
s'annulant  sur  A,  A„et  prenant  sur  C,  la  valeur  —  Z  [N,(j),y].  SiX] 
existe  et  admet  un  accroissement  d'ordre  non  nul,  nous  serons  placés, 
pour  -„,  dans  les  conditions  que  nous  avons  supposées  vérifiées  dans 
le  paragraphe  7  pour  établir  les  formules  (22)  (').  En  utilisant  alors 
les  résultats  du  paragraphe  précédent,  ainsi  que  les  formules  (2/1') 
et  (24")  du  paragraphe  8,  nous  pouvons  donc  énoncer,  pour 
Zo  =  Z  -f-  r„,  la  propriété  suivante  :  Si  /  est  nul  sur  Ox  et  si  /et  X- 

('  )  Nous  entendons  par  là  l'accroissement  dans  S,  l)ord  compris.  A  l'intérieur 
de  S,  il  est  sûrement  d'ordre  y,  car  les  intégrales  curvilignes  sont  dérivables. 

(-)  Sinon,  il  faut  supposer  l'existence  de/'(-',  o). 

(')  Et  dans  ce  cas  les  coefficients  (h)  des  formules  {■?.■'■)  appliquées  ii  Zo  con- 
tiendront le  nombre  K  en  facteur. 
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admettent,  par  rapport  à  y,  un  accroissement  d'ordre  non  nul,  on 
peut  détermineriinnombre  y<y'  tel  que  les  condilions  (33)  entraînent 


(34) 


|AZ,|<(L)KAj,  A-^ 


iZ„|<(L)KvV^', 


A 

r)Z„ 
dx 

<(L)KA7Y+P, 

A 

<(L)Klyy, 

0.C 

<(|-)k/"^ 

<(L)KvT. 

Ces  inégalités  diffèrent  des  inégalités  (22)  en  ce  que  le  nombre  K,  qui 
figure  dans  (33),  figure  aussi  dans  (34)  :  ^  est  toujours  le  plus  petit 

des  nombres  -  et  i  ~  y.  Le  nombre  y  <  i  que  nous  venons  d'intro- 
duire est  inférieur  ou  égal  à  l'ordre  réel  d'accroissement  y'  de/. 
//  /;//  est  certainement  égal  si  le  contour  est  rectangulaire.  Ceci 
tient  aux  trois  premiers  termes  de  la  formule  (32')  (').  Dans  le  cas 
général,  il  est  cependant  possible  que  y  soit  réellement  l'ordre 
d'accroissement  de  /,  mais  pour  le  voir  il  faudrait  utiliser  la  fonction 
de  Green.  D'ailleurs,  ceci  nous  importe  assez  peu.  Ce  dont  nous 
sommes  certains,  c'est  qu'on  peut  choisir  y  tel  que  les  formules  (34) 
soient  vraies  pour  toutes  les  fonctions  f  admettant  un  accroisse- 
ment d'ordre  supérieur  ou  égal  à  y  :  K  seul  t)ariera  pour  toutes 
ces  fonctions. 

IG.  Extension  du  symbole  ôZ  quand  les  conditions  (A)  ne  sont  pas  réa- 
lisées (-).  —  Quand  la  fonction /«e  satisfait  pas  aux  conditions  (A), 
les  deux  termes  de  oZ  n'existent  pas,  en  général.  On  peut  cependant, 
d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a  été  fait  pour  le  potentiel  (Petiuni, 
Journal  de  Liouville,  1909,  elActa  mathematica,  1907),  donner  une 
extension  du  symbole  oz,  en  posant 


('- )  Ce  terme  a,  en  elTel,  un  accroissemeni  d'ordre  i,  iiiaii  |)eut-èlie  d'un 
ordre  supérieur.  Si  le  contour  est  rectangulaire,  il  s'évanouit.  L'emploi  de  la 
fonction  de  Green  permettrait  peut-èlre  de  confibiner  cette  intégrale  avec  celles 
qui  proviennent  de  la  fonction  II. 

(-)  Ce  paragraphe  constitue  une  analyse  à  part,  dont  la  lecture  n'est  nullement 
nécessaire  pour  la  suite. 
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Voyons  dans  quelles  conditions  celle  limite  existera  cl  sera  égale 
àf(^x,  y).  Nous  supposerons  /  coiillime  au  sens  des  conditions  (A^) 
ou  (Aj),  puisque  la  conlinuilé  au  sens  de  la  condition  (A,)  entraîne 
les  deux  autres. 

Supposons  par  exemple  que,  dans  le  voisinage  de  P,/(^,  y))  — /(S,j) 
tende  vers  zéro,  quand  y]  tend  vers  y.  Nous  isolons  P  par  un  rectangle 
où  cette  propriété  a  lieu.  Suivant  la  même  marche  qu'au  para- 
graphe 8,  nous  décomposerons  Z  en  trois  parties  : 

Z  =  Z'H-Z,  +  Z,.         o'Z'z=ÔZ'=o,         o'7.,  —  oZ,—f{x,y}. 
Il  nous  reste  donc  à  former  le  symbole  o'Z  pour  la  fonction 

et  à  chercher  dans  quelles  conditions  il  est  éi;;'al  à  zéro. 

Etudions  tout  d'abord  le  second  terme  de  la  parenthèse  :  nous 
donnons  à  y  un  accroissement  /.  ^  o,  et  nous  avons,  comme  au  para- 
graphe 8  ifiu:.  7), 

(35)  i[Z,(P')-Z,(P)l 

D'après  un  raisonnement  déjà  fait,  lorsque  A  Icnd  vers  zéro,  les  deux 
premiers  termes  du  second  membre  de  l'égalité  précédente  tendent  vers 
zéro,  puisque  9  tend  vers  zéro.  Quant  au  dernier  terme,  qui  représente 

le  rapport  incrémental  de  l'intégrale  /  /  U,, 9  rf.y  supposée  étendue  à 
l'aire  fixe  2,  nous  pouvons  lui  appliquer  la  formule  de  Taylor  : 

'  U,,.—  U,. 


cpc?S 


3-3i:^zil!.^  ^—'^y- 


avec/  <!jKi  ^/^  /i-  Pouréludier  le  dernier  terme,  partageons  l'aire  2 
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en  deux  parties  par  la  caractéristique  d'ordonnée  y  —  A'  (A;>  A).  I-iC 
changement  de  variable  ^  —  a;  =  2  \fi{y  —  '(])  montre  que 


^■JJrl       l-K-  (.'•.- ■^')^'„    v/i 


s' —  2S  + 


ds 


<L<1)' 


k 


ji— /-t-/'      yx-y-\-k' 


$'  étant  le  maximum  de  |9|  et  L  un  coefficient  numérique.  Or,  quand 
k  tend  vers  zéro,  $'  tend  vers  zéro  et  les  deux  termes  de  la  parenthèse 


Pig-  7- 


d 11 

t 

2 
2 

2 


y-k 


'J 


■u- 


'J-P 


restent  finis.  Donc,  la  partie  relative  à  2'  tend  vers  zéro  avec  k. 
Nous  avons  de  même,  <\>"  étant  le  maximum  de  |o|  dans  2", 


|î^xl<'-*-C 


dr\ 


(y>-^)^ 


^Ld»" 


y\-y 


k' 

1 


7.-J  +  ^ 


/,' 


Si  k'  est  infiniment  petit  d'ordre  inférieur  à  celui  de  A,  -^  tend  vers 

l'infini  et  l'expression  envisagée  tend  vers  zéro  (puisque  ft  —  y  "^i  k). 

En  définitive,  le  dernier  terme  de  l'égalité  (3G)  tend  vers  zéro  avec  A. 

Laissant  de  côté  le  premier  pour  le  moment,  passons  à  l'étude  de  l'ac- 


JZ, 


croissement  de  —  >  que  nous  écrivons  {fig.  8) 

les  deux  parties  i  et  2  étant  séparées  par  la  caractéristique  d'ordon- 
née y  —  //-. 

Si  nous  nous  reportons  ii  ce  qui  a  été  fait  au  paragraphe  8,  nous 
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voyons  que  les  deux  premiers  termes  tendent  vers  zéro,  puisque  le 
maximum  de  |  o  |  dans  i  tend  vers  zéro. 
Quant  au  dernier  terme,  il  s'écrit 


(38)    f£-r^^ds 


-5i' 


-( 


X,  —  c)\  -, '■ ?  "S. 

■l4(y-ri)      2y 


(y-yy 
avec  X  <CXf<^x  -^  h.  Nous  envisagerons  encore  dans  l'aire  2  les  deux 

Fig.  8. 


parties  2' et  2"  séparées  par  la  caractéristique  d'ordonnée  j'  —  li-  (dans 
la  figure  8,  au-dessus  de  j'  —  //,'-,  lire  2'  au  lieu  de  2),  En  posant,  dans 
le  dernier  terme  de  la  formule  précédente, 

Ç  —  ,r,  =  2  \'s{y  —  r\). 


il  Vient 


ds  <  L<t'  (  I 


h' 


et  ceci  tend  vers  zéro  quand  h  et  h'  tendent  vers  zéro,  puisque  $'  tend 
vers  zéro. 
De  même 

Si  h'  est  choisi  de  telle  sorte  que  p  tende  vers  zéro,  ceci  tend  encore 
vers  zéro. 

En  définitive,  nous  voyons  que,  au  sens  où  nous  avons  pris  le  sym- 
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bole  S',  nous  aurons 

t^"''         "■•=.i-;..(/iS^"'^-/Xf"") 

puisque  tous  les  autres  termes  étudiés  tendent  vers  zéro.  Gomme 

d'V  __  àV 
dx-       dy 
il  reste 


a  étant  l'aire  comprise  entre  y  —  A  et  j  —  A\  Or,  si  |«p|  «<$, 

I  rr|<L''<i>  T- =L"o 

\jjn\  Jh'        ' 


A- 


ainsi  que  le  changement  de  variables  usuel  le  montre  immédiatement; 
et  ceci  est  la  seule  limitation  que  nous  puissions  donner  si  nous  igno- 
rons la  façon  dont  $  tend  vers  zéro  avec  A  et/>.  11  nous  faut  donc  supposer 

que  -T^  reste  fini  et  non  nul.  Alors    /  /    tend  vers  zéro  et  oZ2=o. 

D'oùo'::=/. 

Étudions  maintenant  le  cas  de  la  continuité  par  rapport  à  ;  :  dans 
le  voisinage  de  P,  /(;,  •/])  — /(x-,  r\)  tond  vers  zéro.  Nous  formons 


encore 


i[Z,(x,y  +  /0-Z,(a,y)] 


que  nous  écrivons  sous  la  forme  (35)  en  posant,  cette  fois, 

/(?,  rO-/(x,  rO  =  <F(ç,  Ti). 

Pour  démontrer  que  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  de 
cette  formule  sont  infiniment  petits  avec  /»,  nous  n'avons  qu'à  repro- 
duire le  raisonnement  du  paragraphe  8.  11  nous  reste  donc  à  envisager 

le  terme    /    /      '"        ''  t^S   (jue   nous   mettrons    ici    encore    sous    la 
forme  (36).  Dans  cette  formule  le  dernier  terme  est  en  valeur  absolue 
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+ 


g' 


A*"  /         'tu. /  ^ 


3.Ç- 


rfs 


r/^- 


yi—A 


en  désignant  par  2a  la  plus  grande  des  dislances  de  P  aux  côtes  verti- 
caux du  rectangle,  par  2£  le  demi-côté  horizontal  d'un  rectangle 
intérieur  contenant  P,  que  nous  ferons  tendre  vers  zéro  avec  k 
{cf.  §  8,  fi<^.  5),  par  $'  et  $"  les  valeurs  maxima  de  |  o  |  dans  les  deux 
domaines  d'intégration. 

Le  premier  terme  de  cette  expression  admet  comme  limite  supé- 
rieure 

et  nous  avons  vu  plus  haut  que  ceci  est  infiniment  petit  avec  /v,  quand 
#'  l'est  aussi. 

Pour  étudier  le  second  terme  de  (Sg),  remarquons  que  Ton  peut 
toujours  déterminer  un  nomhre  H  tel  que,  a-,,  et  .9,  étant  deux  valeurs 
quelconques  appartenant  à  l'intervalle  (o,  ce),  on  ait 


ds 


S-—  3.î  +  y 

4 


—^ds. 


Dès  lors,  le  second  terme  de  (Sp)  sera  inférieur  à 

PL'  £' 

/t<D"  /  ^l!? I  t^ds<{oc'-~s^)^"-  — dr„ 

y\—'0 

en  remarquant  que  —=  décroît  constamment.  En  posant  j',  —  "^  =  £'0, 

nous  ohtenons  comme  limitation 

I 

et,  si  — >  est  infiniment  petit,  ceci  tend  vers  zéro. 
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Si  nous  passons  maintenant  à  l'étude  de 

nous  le  décomposerons  encore  par  la  formule  (37),  dans  laquelle  les 
deux  premiers  termes  tendent  vers  zéro,  et  le  troisième  se  met  sous  la 

forme  (38).  Dans  cette  dernière  expression  on  traite  le  terme  -  /  / 

par  la  méthode  que  nous  venons  d'employer  à  l'instant,  et  (jui  montre 
aussi  aisément  qu'il  tend  vers  zéro  avec  h. 

Avec  ce  genre  de  continuité,  nous  sommes  donc  encore  conduits  à 
l'équation  (38')  qui  nous  donne  les  mêmes  conclusions. 

En  définitive,  nous  avons  obtenu  le  résultai  suivant  :  quant/  la/o/ic- 
tionf{\,  Y])  est  continue  au  sens  des  conditions  (A ,)  ou  (Ao)  ou  (A3), 
le  symbole  o'Z  a  un  sens  et  est  égal  à  /(x,  y),  si  k  est  du  deuxième 
ordre  par  rapport  à  h. 

Si,  par  conséquent,  dans  une  région  A,  /'  satisfait  aux  condi- 
tions (A|)  ('),  sauf  en  un  certain  nombre  de  points  ou  sur  certaines 
lignes,  où  seule  la  continuité  subsiste,  nous  pouvons  délerminer  dans 
cette  région  des  solutions  régulières  de  Fcquation,  sauf  aux  points 
envisagés  où  les  dérivées  cesseront  d'exister,  mais  satisferont  néan- 
moins à  la  relation  oz  ^f,  leurs  parties  infinies  se  détruisant.  V.n 
effet,  étant  donné  un  tel  point  P^,  les  symboles  ùz  et  0' z  coïncident 
dans  le  voisinage  de  ce  point,  et,  comme  0' z  est  continu  dans  «a, 
0'-,.^  est  donc  la  limite  de  0  j,,  quand  P  tend  vers  P„. 


(')  .Nous  (lisons  ici  aux  conditions  (A,),  parce  que,  si  l'on  veut  avoir  ce  que 
nous  avons  appelé  une  solution  régulière  de  l'équation,  il  fautque/soitcontinue 
en  X,  Y-  Mais  il  est  évident  que,  si  l'on  ne  se  préoccupe  que  de  Texisleiice  des 
dérivées  en  chaque  point,  ce  que  nous  disons  dans  la  suite  du  paiagraplie  est 
également  vrai  dans  le  cas  des  comliiions  (A,)  ou  (A3). 


Journ.  de  Matli.  (G*  série),  lonic  l\.  —  Fasc.  IV,   igii.  tX"] 
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CHAP1TR1-:  II. 

RÉSOLUTION    Di;S    PROBLÈMKS    Al  X    LIMITES    POl  R    LES    ÉQUATIONS 
DU    TYPE    PARABOLIQUE. 


I.  —  L'équation  linéaire  à  deux  variables  du  type  parabolique. 

L'équation  linéaire  à  deux  variables  du  type  parabolicjue  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(E)  ^,+a^  +  b^  +  cz  +  f-^o. 

a,  b,  c,  /  élanl  des  fonctions  continues  de  x,y',  dans  une  région  .R. 
La  première  hypothèse  qui  s'impose  est  de  supposer  que  b  a  un  signe 
constant,  car  nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  où  «  =  c  :=  o  et  b^^±i, 
la  disposition  du  contour  portant  les  données  des  problèmes  aux 
limites  changeait  suivant  que  b  était  égal  à  +  i  ou  à  —  i. 

17.    Forme  canonique.    —    Faisons    dans   (E)    le    changement  de 

variables  défini  par 

.r'=x' {.r,Y),         y'-=±y. 
Il  vient 

fdx'y-ô''z        fd-x'  àx'        ,àx'\<)z^,àz 

\  dx  J    ()x-        \ôx-  Or  (1y  1  ()x'  ày 

Nous  prendrons  le  signe  -f-  ou  le  signe  —  suivant  que  b  sera  négatif 
ou  positif,  et  nous  déterminerons  x'  par  la  condition 


()x' 


b\,         x'z=  Hbl^dx. 


Nous  supposerons,  pour  la  possibilité  de  ce  changement  de  variable 
et  de  l'inversion  qui  en  résulte,  que  />  admet  dans  A  des  dérivées  du 
premier  ordre  continues  et  qu'il  ne  s'annule  jamais. 

Nous  obtenons  ainsi  le  type  canonique  suivant,  que  nous  utiliserons 
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dans  les  calculs 

d'z        dz  i)z  . 

^    '  Oj:'       dy  dx  ■' 

en  supprimant  maintenant  les  accents  (').  «,  r,/sonl  supposés  conti- 
nus dans  la  région  envisagée.  ' 

Cas  de  rcduclion  à  des  f urines  plus  siiiiptes.  —  Si  nous  posons 
z  =  m\  l'équation  (c)  devient  {cf.  H.  Block  cité  dans  Tlntrod.) 

Nous  voyons  donc  que,  en  déterminant  v  par  l'équation 

(4o)  2—— =;ac,  <■  :=  C  , 

Ox 

nous  pouvons yf///c  disparaître  le  ternie  en  —•  Ceci  suppose  que  u 

aàmel  des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  en  chaque  point  à^A. 
Chaque  fois  que  la  chose  sera  possible,  il  conviendra  d'cfl'ecluer  cette 
réduction,  car  la  forme  ainsi  trouvée  (a  =:  o)  est,  comme  nous  le 
verrons,  très  commode  pour  les  calculs  d^ approximations  successives. 
Mais  ce  n'est  pas  elle  que  nous  utiliserons  dans  la  théorie  générale, 
car  elle  ne  se  prête  pas  aux  généralisations  que  nous  avons  en  vue. 

Ayant  annulé  le  coefficient  de  j->  peut-on  faire  disparaître  égale- 
ment, par  un  choix  convenable  de  p,  le  terme  en  u,  de  manière  à 
obtenir  la  forme  ou  =/'?  Il  suflit  pour  cela  que  l'on  ail 

d-v         dv       à^' 
Ox^         ax       ay 

ce  qui  s'écrit,  en  tenant  compte  de  l'équation  (4o), 


dr         /  I   âa        rt' 


dy       \2  ()x        4 


')■ 


(  '  )  Lorsque  b  est  fonclion  de  y  seul,  il  est  plus  simple  d'eirccluer  le  cliange- 
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on  a  donc 


c^'^i'  a  di^v \    da        a- 

dx        2  '  dy        ■?.  djc        4 


—  c. 


D'oi'i  la  coiulilion  d'inlcgral)iliti'' 


d-a  da  da  de 

-r-;  —  (i- ; 2-T— =0 

dx^  dx  dy  dx 


qui  sera  réalisée  en  particulier  si  a  est  constanl  cl  c  fonction  de  y.  On 
posera  dans  ce  cas 

a  X       n'y       C     , 

—  -—-)'■ ''^ 

V  —e  "^        , 

d'où  la  réduction  immédiate  de  l'équation  (E)  à  la  forme  oz  =/,  si 
a  =  const. ,  A  et  c  =  fonctions  de  y. 

18.  Propriktés  des  solutions  de  l'équation  générale  (E).  —  Dans 
l'équation 

d'z         dz       ,  d: 
^      '  dx-  dx  dy 

supposons  que  a,  h,  c  soient,  dans  une  région  A,  située  tout  entière  à 
distance  finie,  des  fonctions  continues.  Nous  allons  montrer  dans 
quels  cas  toute  solution,  régulière  dans  une  région^,  nepeutadmettre 
à  l'intérieurde  .il,  ni  maximum  positif,  ni  niinimtnu  négatif;  suivant 
les  cas,  il  conviendra  d'ailleurs  d'apporter  quelques  précisions  au 
sujet  du  sens  des  mots  maximum  et  minimum.  Nous  allons  nous 
inspirer  pour  cela  des  méthodes  suivies  par  M.  Picard  dans  l'élude 
du  type  elliptique. 

Dans  le  cas  particulier  où  c  est  négatif  dans  A,  l'impossibilité  d'un 
maximum  positif,  propre  ou  impropre,  est  immédiate  :  dans  l'hypo- 
tlièse  contraire,  on  aurait,  en  efl'et,  au  point  envisagé 

<;•-  z  ,  dz       dz 

dx^  dx       dy 

et  l'équation  (E')  ne  pourrait  être  vériliée.  De  même,  un  minimum 
négatif  ne  peut  avoir  lieu,  la  solution  —  j  ayant  alors  un  maximum 
positif. 

La  remarque  précédente  est  vraie  quel  que  soit  l>.  Nous  pouvons 
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même  lui  donner  une  forme  plus  précise  :  si  en  un  point  P  {■>'(,,  yo)^ 
b  est  négatif  ou  nul  et  c  négatif,  s  ne  peut  prendre  une  valeur  positive 
supérieure  ou  égale  (ou  une  valeur  négative  inférieure  ou  égale)  aux 
valeurs  prises  aux  points  voisins  de  V  pour  lesquels  jkSjKo;  en  d'autres 
termes,  il  ne  peut  y  avoir  de  maximum  positif  (ou  de  minimum  néga- 
tif) propre  ou  impropre,  relaliveiiient  aux  points  (T ordonnée  infé- 
rieure ou  égale  à  celle  de  V .  lu,  en  eiîet,  dans  l'hypothèse  contraire, 
on  aurait  en  P 


à^  z  ,  ôz  ,  ôz 


£o,  — —  r=  O,  ^-j— |o,  C-<0. 


Si  b  est  positif  ou  nul,  on  obtient  des  propriétés  analogues  pour  la 
région  oùy^y^. 

Les  résultats  précédents  montrent  que,  si  c  est  négatif  cl  b^o 
dans  la  région  A,  à  l'intérieur  d'un  contour  (C)  (')  situé  dans  A 
une  solution  z  de  (E')  satisfait  en  P  à  l'inégalité  —  M' <;  c,, <^  M , 
—  M'  et  M  désignant  la  valeur  minimum  négative  et  la  valeur 
maximum  positive  de  r  sur  la  partie  du  contour  située  au-dessous  de 
la  caractéristique  passant  par  P. 

De  là  résulte,  avec  les  hypothèses  faites  sur  b  et  c,  Vunicilé  d'une 
solution  régulière  de  (E)  prenant  des  valeurs  données  sur  (C),  toute 
solution  régulière  de(E)  qui  s'annule  sur(C)  étant  nulle  à  l'intérieur. 
Mais  ceci  est  vrai  quel  que  soit  c,  à  la  condition  de  supposer  b  négatif 
et  non  nul  quand  c  est  positif  ou  nul.  En  effet,  la  substitution 
z  =^  u  c"'"  '^'  donne  une  équation  en  u  de  même  forme  que  (E'),  mais 
dans  laquelle  le  coefficient  c  est  remplacé  par  6K  +  c;  on  peut 
donc  choisir  K  de  telle  façon  que  iK  -t-  c  soit  négatif  dans  ^  :  d'où 
l'unicité  de  u  et  par  suite  de  z. 

Il  est  facile  d'avoir,  quand  c  peut  être  >o,  une  limitation  de  z  à 
V intérieur  de  (C). 

Si,  en  effet,  y,  est  l'ordonnée  de  la  caractéristique  inférieure  de  (C), 
on  a  certainement  —  M' e'^ "•"•''<  w,,<  M  e"*"""^''.  Donc 

—  M'e''''"-'''<:p<Me"t->"-->'', 
puisque  5p—  »p. 

(')  Dans  ce  paragraplie,  le  sens  du  mol  contour  (C)  peut  être  étendu  :  il 
suffit  que  (G)  soit  continu,  simple  et  tel  qu'il  forme,  avec  toute  caracléiislique 
qui  le  coupe,  un  ou  plusieurs  contours  continus  farinés  sans  point  double. 
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Ceci  nous  montre  que  la  propriéli-,  élaljlie  plus  haut,  sur  l'iuipossi- 
bilité  d'un  maximum  positif  au\  points  où  c  est  négatifs  est  vraie 
également  si  c  est  nul,  mais  reste  5o  dans  le  voisinage.  Mais,  cette 
fois,  le  mot  maximum  est  pris  au  sens  propre  et  b  doit  être  supposé 
négatif  et  non  nul.  En  effet,  si  Ton  applique  l'inégalité  précédente  à 
un  petit  contour  (C)  contenant  P,  le  nombre  K  peut  être  pris  aussi 
petit  qu'on  le  veut,  ce  qui  montre  que  r,,  est  5  M,  et,  par  suite,  (ju'un 
maximum  positif  propre  est  impossible. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  voir  que,  si  A  est  négatif,  une 
solution  régulière  prenant  des  valeurs  positives  sur  un  contour  (C)  ne 
peut  devenir  négative  à  l'intérieur  de  (C),  mais  elle  peut  fort  bien  s'y 
annuler.  Dans  le  cas  où  c^q,  il  existe  une  propriété  plus  précise  :  en 
un  point  P  on  a  ni'^Zp'SM,  M  et  m  étant  le  maximum  et  le  minimum 
de  r  sur  la  portion  de  (C)  située  au-dessous  de  la  caractéristique 
passant  par  P.  Ceci  résulte  de  ce  que  M  —  :;  et  :  —  m  sont  solutions 
et  prennent  sur  le  contour  des  valeurs  positives  ou  nulles. 

Nous  allons  dorénavant,  dans  ce  Chapitre,  supposer  h  essentielle- 
ment ni'gaiif.  Nous  reviendrons  plus  tard  sur  le  cas  où  h  peut 
s'annuler.  Nous  avons  montré  V unicité  de  toute  solution  régulière  de 
Véquation  (E)  prenant  des  valeurs  données  sur  (C)  :  nous  allons 
former  cette  solution  après  avoir  ramené  l'équation  à  la  forme  (.t). 

19.  L'équation  intégro-diffi:rextiki,i,e  du  problème  aux  limites.  — 
Soit  donc  l'équation  (t)  :  en  lui  appliquant  la  formule  (F)  du  para- 
graphe 4,  nous  avons 


{!^\)    i\/T,:{JC,y)=—  i  z{l,r,)—ctf,+  j       Gzr/l 

ce  qui  peut  s'écrire 

■+-  c(£.  ■n)z(l  r/)"]  G(i,  vi;  .r,y)  didn  4-  Ç(.r,  j), 
-=(•*•■'/)   <^li"il   li'  solution   de  or  =/ répondant  aux  conditions  aux 
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limites  données  :  r  égal  à  4',  0')  et  ^-^i}')  surC,  et  C,,  à$(x)  sur 
A,  A2  (nous  supposerons  Tordonnée  de  A,  Ao  nulle). 

Nous  voyons  donc  que  la  solution  cherchée  satisfait  à  une  équation 
inté gr-o-di/fé renticllc  d'un  type  facile  à  résoudre,  car  une  des  limites 
de   l'intégrale  est   variable,  l, ne  fois  la  solution  formée,  il  suffira, 

d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  9,  que  a-^  +cz 

et /satisfassent  aux  conditions  (A)  en  tout  point  intérieur  à  S. 

Supposons  que  a,  r,  f  vérifient  ers  conditions.  Il  résulte  de  l'équa- 
tion (4i)  que  ;;  a  la  forme 

z{œ,y)  = L-  I  I    (a-^.  -h  ci -i-/j  Up  rf;  a't;  H- •I/(a-, /), 

OÙ  '^   admet    des  dérivées   en    tout    point  P   intérieur  à   S   :  l'inté- 
grale /   /   n'est  autre  qu'unefonctionZ  [formule  (23),  §  8]  etpar  suite, 

en  ce  point  P,  il  résulte  de  l'étude  des  accroissements  de  Z  et  -j-  (§  15). 

que  -  et  -^   satisfont  aux  conditions  (A).  Il  en  est  donc  de  môme 

de  (7-r^  +  c:  et,  par  conséquent,  z  vérifie  bien  V équation  (^c). 

Pour  calculer  la  solution  de  l'équation  (e),  nous  procéderons  par 
approximations  successives,  en  posant 


Faisons  ici  l'hypothèse  que  les  données  <&,(/),  ^^{y),  sur  C,  et  C,, 
admettent  en  y  des  accroissements  d^ ordre  non  nul.  Si  cet  ordre  est 

supérieur  à  -,  et  si  $'(jc)  est  continue  (§  5-6),  'C  et  -p  sont  continus 


sur  (C).  Si<ï>n'a  pas  de  dérivée,  --■  existe  sur  C,  et  Co,  et,  d'une  façon 

générale,  on  a  dans  S,  bords  compris  {voir  la  Note  à  la  fin  du  §  iV 
ou  hicii  la  Xote  sur  le  coiilour  rectangulaire). 
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Ç  étant  bornée  et  continue.  Le  second  terme  de  la  suite  d'approxima- 
tions est 


-=-;7^/X(^i-^^0^'^'^- 


qui,  d'après  les  propriétés  des  intégrales  I^i  et  la  forme  de  la  fonc- 
tion G  [formule  (i3)] 

G(^,  rr,  JT,  1)  =  g-  U  (;,  r,  ;  x,  y  ), 


est  une  fonction  continue  dans  S,  et  d'ailleurs  s'annule  sur  (C). 
L'intégrale 

est  également  continue  dans  S,  bord  compris  :  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  dans  le  paragraphe  12,  il  en  est  de  même  de  la  dérivée  -p-» 
qui  est  donnée  en  tout  point  de  S  ou  de  (C)  par  la  formule 

ài-  ~      1  sj't.  J  Js,  V    (J-r  "*"  '^  7  àx    ^ 

19*.  Ce  que  nous  venons  de  dire  montre  que  c,  et  -7^  so/i(  bornés 

.  et  continus  dans  S,  bord  compris.  Voyons  si  cette  conclusion  subsiste 
au  cas  où  les  accroissements  de  $,  et  $2  sont  d'ordre  inférieur  à  !i. 
Il  faut  alors  modifier  la  formule  (4^)  et  l'écrire  [formule  (20),  §  6'] 


Il  est  manifeste  que  :;,  sera  continu  dans  S  et  s'annulera  sur  (C)  : 
il  suffit  de  l'écrire  pour  s'en  convaincre.  Quant  à  -j^,  si  nous  y  rem- 

plaçons  -rr-  par  sa  Taleur,  nous  savons  qu'il  nous  suffit,  pour  étudier  ce 
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terme  dans  S  et  sur  (C),  d'envisager  les  inlégr-alcs  oljlciiues  en  rem- 
plaranl  — J  par  V,  soit  [)ar  exem[)le 

Cette  intégrale  aura  évidemment  un  sens  tant,  que  P  ne  viendra  pas 
surC,.  Voyons  ce  que  nous  obtiendrons  en  faisant  x  ^=  K^Çy)  :  il  vient 


J  J   |4-X,(ri 


)|t^ 


Or 


lX,(y)-t|S|X,(y)-\,(-o)|  +  |ï-X,(vi)|. 
D'où,  en  tenant  compte  de  la  condition  (F)  imposée  au  contour  (C), 


I   < 


/:/■ 


K  r/ï  dn 


>^'.(r)l''|v-ri 


jr,-f.f 


ii-\,{v)\ 


(/  — -o)- 


La  première  intégrale  a  évidemment  un  sens.  Dans  la  seconde  nous 
avons  (' ) 

U-\,(Y;)|'-P<|X,(j)-X,(vi)!'-P+|S-\,(,r)|'   P, 

et  l'on  voit  que  celle  intégrale  est  plus  petite  (pi'une  somme  de  deux 
intégrales  du  type  I^^,^  ([ui  ont  un  sens  toutes  les  deux. 

Mais,  si  nous  voyons  ainsi  que  la  un  sens,  il  ne  s'ensuit  pas  ipie  T  soit 
une  fonction  continue  en  tout  [)oiiit  du  bord.  Pour  le  voir  iisuftirait 
de  montrer  que  cette  intégrale  est  uniformément  convergente.  Pour 
ne  pas  allonger  cette  analyse,  nous  ne  donnerons  pas  le  détail  de  la 
démonstration.  Pour  établir  ce  point  il  conviendrait  d'effectuer  une 


(')    En  efTet,  si  1  est  un  nomljre  inférieur  ou  égal  i'i  un,  a  el  />  deux  nombres 
positifs,  aib,on  a,  en  lUilisiuil  la  forniule  des  accroissomenis  linis, 


(,  +  /.)>.=„x(,+iy<„)Y,+^)<„) 


a^l?-; 


si  >i  est  >  I  on  peut  écrire  (a  +  ^)'<  2^'{a'--h  l?)  {cf.  Levi,  loc.  cit.,  p.  235). 
Journ    de  Math.  {6-  série),  tome  IX.  —  Fasc.  IV,  igiS.  4" 
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décomposition  de  l'aire  d'iiiU'-gcalioii  parla  caractérislitpie  d'ordonnée 
y  définie  comme  au  paragraplie  2,  formule  (.")). 

20.   Il  résulte  en  di';linitivc  des  considérations  précédentes  que  si 

().X 


<I'i   >■/  <1).^  admcllciil  tics  accroissements  d'ordre  non   nul.,  z^  cl 


sont  des  fondions   bornées   et  continues   en   tout  point  de  S,  boi-d 
compris  et  r-,  s'annule  sur  (C). 

La  suite  des  approximations  se  poursuit  alors  aisément.  Soit,  en 
tout  point  de  S  ou  de  (C), 


«1  <A, 

<^\ 

<c 

=  >|<M, 

<M 

Nous  pouirons  alors  écrire,   en    utilisant  les    résultats    du   ])ara- 
graphe  12, 

L(A+C)v/^ 


et 


cl 


Oz., 


dx 
àz. 


<\M  (A  +  C)  B    -,  I  ly^ 


M 


à.' 


<MLMA^CrB(l,OB(^-  +  ^)/-M^''^T^f''^^ 


cl,  d'une  manière  générale  ('),  ::„  étant  d'ailleurs  nul  sur  (C), 

ôz„      _  j^i  |L(A  +  C)v/^|'— 


et 


()x 


< 


,)z 


z  et -r^  sonl. ainsi  représentés  par  «-Av/./;  si'rics  absolument  et  iinifor- 
(J.r  '  ' 

niémenl  convergentes  de  fonctions  continues  à  l'intérieur  de  S,  et 

même  au   bord  en  ce  qui  concerne  :;.   D'après  ce  que  nous  avons  dit 

plus  haut,  c  est  donc  hieii  la  solution  cherchée,  prenant  sur  (C)  les 

valeurs  données,  car  nous  savons  d'autre  pari  que  cette  solution  est 

un  1(1  lie. 


C)  Il  est  à  peine  besoin  de  (aire  leiiiarquer  comliien  pln^  siiiijiloesl  loiile 
celle  (■•liule  (juand  r/ =  o.  On  nhùcnl  aUns,  sans  faire  d'util rc  liypotlihe  .sur 
les  (lonw'vs  que  celles  de  ta  cou tinuilc .  une  série  de  conipiiinison  eiUièie  en  y. 
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21.     EXAMKN    DES    llYPOTIlf.SKS    SUR    LES    COKIFICIEMS,     LE    CONTOUR     ET    LES 

DONNEES.  —  Dans  ce  ([ui  précède  nous  avons  supposé  y^e  If  ronlour 
satisfaisait  à  la  condition  (F),  que  (!>,  et  (I>j  aduiettaii-nt  des 
accroissements  d'ordre  non  nul,  cl  ([ne  les  coefficients  de  l'équation 
vérifiaient  les  conditions  (A)  à  l'intérieur  de  S. 

Dans  le    cas  où    X,    et   X^   sont    dcrivables,    le    changement    de 
variable 

(V)  ..-'-  '[^-^.(>')1 


X2(v)-X,(.) 


dont  nous  avons  déjà  parlé  dans  l'Introduction,  rauièric  l'équation  (£) 
à  une  équation  de  même  forme  et  le  contour  à  un  contour  rectan- 
gulaire porté  par  les  droites  ./;'  =  o,  ic'  =  /,   y  ;:=  o. 

Nous  pourrons  alors  profiter  des  facilités  qui  s'offrent  dans 
ce  cas  (^imir  la  formation  de  la  fonction  de  Green  dans  la  Note). 

Voyons  maintenant  dans  quel  cas  on  peut  intégrer  l'équation  sans 
faire  sur  les  données  d'autre  hypothèse  que   celle  de  la  continuité. 

Nous  avons  dit  que,  dans  ce  cas,  -7-  peut  se  mettre  sous  la  forme  [cf. 

formule  (i5)  §  ii*] 

Si  nous  voulons  que",  el  ^  so'il'uI  bornés  dansS,co/ilour  co/npris, 

il  nous  faudra  faire  quelque  hypothèse  sur  la  valeuidu  coefficient  a  au 
voisinage  de  C,  et  C.,.  Il  est  à  remarquer  que,  si  nous  supposons  que 
a  soit  une  fonction  continue  et  monotone  de  x  dans  un  intervalle 
arbitrairement  petit  ayant  pour  borne  l'abscisse  x^  d'un  [)oint  de  C, 
ou  Cj,  les  deux  intégrales 

ont  un  sens  cl  restent  bornées  en  tout  |)()inl  intérieur  à  S  On  le  voit 
aisément  en  remiir(iuaiil  (pic  /    — r/i;  =  Ç  — ç„. 
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Or,  (juaiid  une  inléj^rale    /     o  (.x')<^/x' a  un  sens,  quelle  que  soil  la 

nature  (le  p  pour  ;c  =  x-„,  rinlég;rale  /    /ç-'/.r.a  aussi  un  sens,  si/esl 
monotone  cl  continue  au  voisinage  de  x  =  x^,  et  sa  valeur  absolue  est 

.  F  étant  h'  maximum  de  \f\  dans  linlei- 


inférieure  à  t     /     (i>(x)dx 


valle  (x„,x).  On  déduit  aisément  de  là  ([ue  I  est  une  fonction  bornée 
et  continue  dans  S,  bords  compris.  Ouanl  à  la  dérivée-—!  elle  est 

*  ^  it.r 

conlinue  à  linléiicur  de  S,  mais  ne  reste  pas  bornée  (juand  1'  tend 
vers  le  bord  :  il  faudrait  donc  étudier  ce  qui  se  passe  dans  ce  cas. 
Nous  ni)u.s  boiiierons  à  signalei'  simjili'incul  cette  analyse  qui  donne- 
rait sans  doute  iiour  -^  une  limilalion  de  la  forme 


,):., 


>).i- 


< 


Ur' 


U 


^•-Xl(J}|  |-^->'2(j)l 


d'où  Ion  déduirait  aisément  de  proclie  en  procbe  que  les  séries  ^  -„ 
et  >  -pf  convergent  uniformément  dans  toute  région  intérieure  à  S, 

la  série  V  :■„  convergeant  aussi  sur  le  contour. 

Donc,  même  avec  l'hypotlièse  de  la  sim[)le  conliiiuilé  des  données, 
il  semble  (ju'on  puisse  ibrmer  la  solution. 

Lorsf/m'  -r-  c.r/.s/c  ddiis  >.   la  (lelerminalion  de   cette  solution  se 

simplilie,  ainsi  (jue  mnis  allons  le  voir. 


22.    RésOI.I  TION    1)L'    l'UOlSI.r.MK   AI  X   LHUTHS   l'AU    LE    MOYKN    d'lNE   KOLATION 

INTÉGRALE  oiiDiNAUiK.  —  Reprcuons  l'équatiou 

Désignons  par   i    el   i     les   domaines   limités  respectivement   [)ar 
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M',  A,  A, m;  et  M,  m;  M',  M.  (y?^^.  i).  Nous  posons  donc 

■t^  ■+-  j 


ff-ffM'"-L «°-- 


L'intégrale  curviligne  est  nulle  puisque  (i  est  mil  au  bord.  Si  M',  M'^ 
tend  vers  M,  Mo,    /   /    tend  vers  zéro  et   /   /  :;-—j- rfS  tend  vers 

Celle  intégrale  esl,  d'après  le  paragra|>iie   12,  une  loncliou  continue 
de  (x,  y).  Nous  obtenons  donc  en  délinitive  l'équalion  intégrale 


;(£,  r;)rt'i;  dn  -hZi-r,  y). 


Nous  parlerons  plus  loin  de  sa  résoluliori.  Pour  l'instant,  supposons 
(pie  nous  ayons  \uie  fonction  co/iti/uie^  solution  de  l'équation  (e')  : 
vérifie-t-elle  l'équation  (c)  avec  les  conditions  aux  limites  données  "? 
Une  démonstration  est  nécessaire,  car  nous  avons  admis,  dans  (13), 

que  /   /    tendait  vers  zéro  et  il  faudrait  le  justifier  :  or    ;  n'est  pas 

dérivable  au  bord.  Aussi,  au  lieu  de  remonter  de  l'équation  {e')  à 
l'équation  (e),  nous  allons  passer  dircc/c-inml  de  (e')  à  l'éqaalioii{c). 

Tout  d'abord,  :;  prend  bien  au  boi'd  les  valeurs  données,  c'est-à-dire 
que  l'intégrale  double  de  (c')  est  alors  nulle.  En  efl'et,  d'après  le  raison- 
nement que  nous  avons  donné  dans  le  paragraphe  i-,  on  voit  que  -tj  est 
nul  quand  P  est  au  bord  et  H  dans  S.  Par  suile,  si  l'on  isole  C,  et  C, 
du  reste  de  l'aire  par  deux  bandes  très  étroites,  les  intégrales  doubles 
étendues  à  ces  deux  bandes  seront  très  petites,  d'après  la  formule  (iii) 
(§  4*),  et  l'intégrale  étendue  au  reste  sera  nulle  :  donc  l'intégrale 
totale  doit  èlie  nulle. 

Montrons  maintenant  que  l'écpialion  (^■)  est  vériliée  par  r  en  tout 
point  P(./-,/)  iiUérieiir  à^i.'VnuV  d'abonl,  nous  allons  étaltlir  cpie 
z  admi'l  pour  un  accroissement  //  <ir  r,  un  accroissement  d'ordre 
iiilÏTicui-   à    UN.    Soit   en    ellet  un    [)etil    reclangle    i{,    contenanl    le 
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point  P  (x,j)  ainsi  que  le  point  P'(x-  -\-  h,y).  Nous  avons  G  =U—  H, 
H  riant  flélcnninée  comme  solution  de  S;  =  o  :  soit  ïK,  la  partie  du 
noyau  de  récjuation  {e)  relative  à  V .  m^  la  partie  relative  à  —  H, 
at  \fè  noyau  total.  Posons  z  =  z'  -^  'C,  doue 

44  )        ='  =  r  ['^  --  dS  =  f  Tk  ,  ;  f/S  +   /    /    H  25  dS+   f  f        ,K  :;  f/S, 

H  et-Ty  admettent  eu  (/■.y)  des  dérivées  de  tous  ordres  à  Tiulérieur 
de  S;  la  seconde  intégrale  est  (loue  déri\ aille  par  rapport  à  x\  la  troi- 
sième aussi,  puisque  le  domaine  d'intégration  ne  contient  pas  le  point 
(j;,  y).  Quant  à  la  premièic,  nous  avons  vu  au  paragraphe  l.l  qu'elle 

admettait    un  accioissemeut  d'ordre  voisin  de  ait.  Enfin -r^  existe  à 

ux 

l'intérieur  de  S.  Donc  ;  a  bien  la  propriété  énoncée. 

Mais  alors,  puisque  a  satisfaitaux  conditions  (A),  -r^  existe  en  tout 
]H)iiit  intérieur  à  S,  car  la  première  intégrale  de  la  formule  (44)  admet 
une  dérivée  par  rapport  à  x\  les  autres  également.  \ous  pouvons  alors 
ert'ectuer  la  transformation 

=  ^   /"/'  {"  $  +  c^")  U  f/S  +  -^  {a  U  3  de,. 

llenqilaeaul  le  [Jicuiier  terme  de  ::'  par  sa  nouvelle  expression,  n(uis 

pouvons  maintenant  calculer -r^>  dont  nous  avons  démoutié  l'exis- 
'  ox 

teuee,  \)\v  la  iormule  de  Leibniz,  et  la  foi'inule  ainsi  obtenue  permet 
de  voir,  par  la  même  analyse,  (jue,  si  c.  satisfait  à  la  condition  (^Aj), 

-r^  existe  dans  S.  On  s'assurerait  de  même  de  l'existence  de  — ^'  et  Fou 
ax-  ôy 

aurait  des  démonstrations  analogues,  à  l'aide  des  formules  du  para- 
graphe J5,  si  f  satisfaisait  aux  conditions  (A,)  ou  (A;,). 

Si  maiuleiunit  nous  l'oinions  oz  —  Zz'  -\-  oî^,  tous  les  termes  de  oz' 
sont  nuls,  sauf  celui  (pii  provient  de  la  première  intégrale  du  second 
membre  de  ('|4),  et  (pii  est  ('gai  à  r/ — ^  +  cz.  D'autre  part  ?)'i=f. 
Donc,  cil  loiil  pot  ni  i  iili'ricdr  à  S, 

<^: 
o:  =  « -j t-t-+y.         ■  c.  y.  I'.  11. 
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25.  Revenons  maintenant  à  la  résolution  de  réqiiation  {e').  Opé- 
rant toujours  par  approxima lions  successives,  nous  poserons 

L'emploi   de   la   formule  (12)  permet,  sans  aucune  difficulté,   de 

déterminer  une  série  majorante,  qui,  à  cause  du  terme ^~ ^,  est 

(y  — fi)    ~' 

(      ^Y 
de  la  forme  V  — )— — i Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  le  para- 

graphe  suivant. 

Auparavant,  il  convient  de  résumer  les  hypotlièses  faites  dans  le 
présent  paragraphe  :  a  admet  une  dérivée  bornée  et  intégrable  en 
tout  point  de  S,  bord  compris;  les  coefficients  a,  c  et  [sont  continus 
dans  S,  bornés  au  bor-d,  et  satisfont  aux  conditions  (A)  à  l'intérieur  ; 
les  données  sont  continues;  le  contour  satisfait  à  la  condition  (F).  Il 
va  sans  dire  que  la  continuité  des  coefficients  en  x-,  y  ne  sert  qu'à  assurer 
la  régularité  de  la  solution,  au  sens  où  nous  l'avons  entendu.  Si  a,  c,  f 
n'étaient  pas  continus,  toutes  les  autres  conditions  étant  vérifiées,  z  et 

-T^  seraient  continues  dans  S,  mais  -^  et  -r— ^  ne  le  seraient  pas,  bien 
ax  dy        dx-  r 

qu'existant  en  chaque  point. 

La  limitation  des  dérivées  de  z  se  déduirait  aisément  du  raison- 
nement que  nous  avons  fait  plus  haut  et  qui  permet  de  calculer--^  et 

-r^  au  moyen  de  la  fonction  z  elle-même  par  une  sorte  d'itération. 
On  trouverait  ainsi  : 


dz 

X 

Y 

^1 

-1- 
-i- 

K, 

,   ^'" 

dx~ 
dz 

-X 

r< 

■5  1 

l(y) 

X  - 

-X,(^ 

y) 

dy- 

[X- 

-X, 

(7)P 

\_x- 

-\,{y 

■)P 

's/y 

Mais,  quoi  qu'il  en  soit  de  Talluro  de  -;^  et  -r^  vers  les  bords,  il  est 
•1  dx       dy  ' 

manifeste  que,  dans  toute  région  complètement  intérieure  à  S,  z,  -r^. 
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-r^,    -— ^   seront  liiiiilrs   en    fbiiclion   linéaire   de    la    valeur   absolue 

niaxiiua  M  des  données  sur  le  conloui'.  Si  /\1  -r  //  l'sl  la  lorinc  de 
celle  liuiilalion,  le  coefficienl  //  ne  dépend  que  de/'. 

24.  Rf.maroi:ks  sur  l'emploi  de  la  fonction  de  Gkeen.  —  La  fonc- 
tion  de  Grcrn  pennel  de  ramener  la  résolution  du  jirohlènic  aux 
limites  que  nous  nous  sommes  proposé  à  celle  d'une  équation  intégrale 
ou  inlégro-difYérenlielle.  Mais  son  emploi  n'est  nullement  indispen- 
sable et  serait  nuMuc  iiiulilc,  dans  certains  cas  où  l'on  voudrait  se 
borner  à  démontrer  V existence  de  la  solution. 

Nous  avons  dit  plus  haut  comment,  en  utilisant  la  formule  (12),  on 

a 

pouvait  trouver  une  série  majorante  pour  z,  entière  en  )"'.  En  réalité 
il  existe  une  série  de  comparaison  qui  ne  dépend  pas  de  a,  c'est-à-dire 
du  contour.  Il  y  a  en  effet  une  façon  très  simple  d'étudier  les  intégrales 

de  la  foiiue  /  /   -y^r/f/^^/v],  sanss'appuyersur les calculsde  limitation 

du  paragraphe  4*.  Pour  ne  pas  trop  alloiii^er  cette  étude,  nous  ne  don- 
nerons ce  procédé  que  dans  l'espace  :  il  s'appliquerait  ici  sans  modifi- 
cation essentielle. 

Pour  le  moment,  nous  allons  voir  comment  on  peut  majorer  les 
approximations  sans  utiliser  la  fonction  de  (îreen.  Dans  la  relation  (/('>) 
qui  donne  r„,  posons  dans  le  second  membre 


ffr-fi-LU 

r>y  .Tj.  a^  ^y 


S',  d(ïsi2;nant  le  domaine  limité  ])ar  un  contour  (C")  li'ès  voisin  de  (C). 
On  a  ('  j 

Si  ((y)  tend  vers((]),  la  flernièie  intégrale  s'évanouit,  le  premier 


( '  )  lin  adraeltanl  l'cxislcnce  de  — r— ^  i'  l'inlorieiir  de  S  :  ce  iiui  suii  iiioiUreia 
que  rexisleiice  de  celle  dérivée  esl  assurée  de  proche  en  proclie. 
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brc  tend  vers  f  f  :  donc  la  première  intégrale  du  second  membre 


mem 

tend  aussi  vers  cette  limite;  c'est-à-dire  que 


a- 


ai 


C3„_i  )  G  dï/:/n 


a  un  sens.  Donc,  en  tout  point  P  (.r,  y)  intérieur  à  S,  z„  est  solution  de 

et  nous  savons  d'ailleurs  que  z^  s'annule  sur  (C).  Nous  pouvons  donc 
écrire 

Tii  étant  la  solution  de  or  ==  o  prenant  sur  (C)  les  mêmes  valeurs  que 
l'intégrale.  Il  suffit  alors  de  se  reporter  au  raisonnement  du  para- 
graphe 20,  pour  voir  de  proche  en  proche  que  r„  est  majoré  par  le 


l\n—l 

terme 


„  ,'  /(  -H  I 


Nous  voyons  donc,  d'après  cela,  que,  pour  démontrer  l'existence 
de  la  solution  sans  se  servir  de  la  fonction  de  Green,  il  suffirait  de 
faire  une  suite  d'approximations  de  la  forme  (4^))  ce  qui  donnerait, 
par  sommation,  l'équation 


'=^jm-'"y^'^'- 


d'où  l'on  passerait  directement  à  l'équation  (<;'),  comme  dans  le  para- 
graphe précédent. 

Il  est  clair  que,  au  point  do  vue  de  la  résolution  effective  d'un  pro- 
blème aux  limites,  un  tel  procédé  serait  fort  incommode,  puisque,  à 
chaque  approximation,  il  faudrait  résoudre  un  nouveau  problème  aux 
limites  pour  l'équation  ùz  =  q.  Au  contraire,  quand  nous  nous  pla- 
cerons au  point  de  vue  d'un  théorème  d'existence,  nous  aurons  parfois 
avantage  à  nous  passer  de  la  fonction  de  Green. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  IX.—  Kasc.  IV.  igiS.  49 
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2a.  Thkorèmk  SUR  LES  sÉniES  dk  solutions.  —  Soit  un  contour  con- 
tinu sirnpl'-  Z  (courbe  de  M.  .lordan),  ouvert  du  côté  desj>'  positifs, 
coupé  en  un  nombre  pair  de  points  par  les  caractéristiques,  de  façon  à 
former  avec  toute  caractéristique  qui  le  coupe  un  ou  plusieurs  con- 
tours lonlinu.s  fermes  sans  points  multiples^  limités  supérieurement 
par  cette  caractéristique.  Tout  point  intérieur  à  Tun  de  ces  contours 
relatifs  à  la  caractéristique  d'ordonnée  maxima  sera  dit  intérieur  à  £. 

Envisageons  une  série 

(4?)  j,  +  ;:,-i- :.i4-.  .  .-l-5„  +  .  .  . 

de  fonctions,  dont  les  termes  sont  solutions  de  l'équation 

,,.,,  d-z       àz  ùz 

ox'-        Ov  Or 

en  tout  point  intérieur  à  £,  et  (jui  converge  uniforme  nu:  ni  sur  2,. 
Pour  «  >  N,  on  aura  donc  sur  £,  quel  que  soit  p. 

Or  la  somme  z„-{-  ...  -\-  z„^p  est  solution  de  l'équation  (c')  à  Tinté- 
rieur  de  3  et,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  18,  en 
tout  point  intérieur  à  F,  on  aura 

(48)  |;„-t- ;„+,  +  ...  4- c„+p|<Ke, 

K  étant  un  nombre  fixe  dépendant  des  coefficients  et  des  dimensions 
du  contour.  Or,  étant  donnée  une  région  A  intérieure  k  £,  nous 
pourrons  tracer  un  contour  (C)  contenant  A  à  son  intérieur,  et  sur 
lequel  l'inégalité  (48)  sera  vérifiée.  D'après  ce  que  nous  avons  dit 
plus  haut,  en  tout  point  de  ,a  nous  pourrons  écrire 


dz„       dz„^,  àz„ 


dx  dx         '  '  '         dx 


<!<,£, 


K,  étant  un  nouveau  coefficient  indépendant  de  n  et  de  p.  On  aura 
une  inégalité  analogue  pour  les  dérivées  en  y  et  pour  la  dérivée 
seconde  en  x.  Par  suite  les  séries  formées  par  les  dérivées  en  question 
des  termes  de  la  série  (47)  convergeront  uniformément  dans  A  et  la 
série  (47)  représentera  dans  cette  région  une  solution  de  l'équa- 
tion {C).  Nous  pouvons  donc  en  définitive  énoncer  le  théorème  sui- 
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vaat  :  étant  donné  un  contour  T,  de  l'espèce  définie  plus  haut,  si  une 
série  de  solutions  de  l'^qualion  {C')  converge  uniformément  sur  Y, 
elle  converge  uniformément  dans  toute  région  intérieure  et  y  lepré- 
sente  une  solution  de  l'équation  (  '  ). 

Il  va  sans  dire  que  ce  théorème  s'applique  également  à  l'équa- 
tion (E'),  §  18,  si  6  garde  un  signe  constant,  sans  s'annuler. 

26.  Application  du  théorème  précédent  au  cas  ou  le  contour  présente 
DES  singularités  (").  —  Etant  donné  un  contour  (  C),  il  peut  se 
faire  que,  en  certains  points  isolés,  la  condition  (F)  cesse  d'être 
vérifiée^  ou  bien  encore  que  le  segment  de  caractéristique  inférieur 
se  réduise  à  zéro,  c'est-à-dire  que  A,  et  X.,  coïncident.  Les  méthodes 
précédentes  alors  ne  s'appliquent  plus.  L'ingénieuse  méthode  indiquée 
par  M.  Lévi  dans  l'étude  de  l'équation  de  la  chaleur,  peut  s'étendre  à 
l'équation  (c)  et  permet  de  tourner  la  difficulté. 

Remarquons  tout  d'abord  que,  si  les  coefficients  vérifient  les  condi- 
tions (A)  un  peu  au  delà  de  S,  il  est  toujours  possible  de  former  une 
intégrale  particulière  de  l'équation  (c)  régulière  dans  S  et  sur  (C).  Il 
suffit,  par  exemple,  de  prendre  la  solution  de  l'équation 

(49)       z„(.r,  r)= ^  /   /  y'-^  -^cs^-h/]  \]('l.r,\v,y)dldri, 

S'  étant  un  domaine  limité  par  un  contour  (C),  bien  régulier  et  con- 
tenant S.  Za  prend  sur  le  contour  donné  des  valeurs  continues  et  la 
résolution  de  l'équation  (c)  se  ramène,  par  le  procédé  classique,  à 
celle  de  l'équation  (>s')  sans  terme  indépendant  :  il  suffit  d'ajouter  à  z^ 
la  solution  de  l'équation  (c')  prenant  au  bord  les  valeurs  données, 
plus  les  valeurs  prises  par  —  ;„.  On  peut  même,  en  ajoutant  au 
second  membre  de  l'équation  (49)  la  solution  de  o;  =  o  prenant  sur 
A,  A,  les  valeurs  données,  obtenir  une  fonction  j„  y  prenant  également 
ces  valeurs  et  avoir  ainsi  à  déterminer  une  solution  de  l'équation  (i") 
nulle  sur  A,  A^  (en  supposant  S'  limité  inférieurement  par  A,  A»). 
Cela  posé,  si  les  points  A,  et  \.,  coïncident,  ou  bien  si  la  condi- 

(')  Ce  théorème  esl  démontré  ici  avec  les  hypothèses  faites  dans  le  para- 
graphe 23;  on  pourrait  sans  doute  le  démontrer  en  supposant  simplement  que  a 
et  c  satisfassent  aux  conditions  (A). 

{')  l£n  ce  qui  concerne  les  singularités  possibles  des  coefficients,  on  pourrait 
introduire  des  considérations  analogues  à  celles  qui  terminent  le  paragraphe  10. 
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tion  (Yy cesse  d'être  i^èri fiée  en  A,  et  A.,  voyons  comment  on  peut 
obtenir  la  solution  de  («^")  nulle  sur  A,  A^  et  prenant  sur  C,  et  Co  les 
valeurs  $,  (r),  ^sfv)  nulles  en  A,  et  A„.  Soit  A  "A!,"'  un"e  caracté- 
ristique coupant  C,  et  C^  en  A^'A^"'  et  tendant  vers  A,A2  quand  n 
tend  vers  l'infini;  soit  r„  la  solution  de  (>^)  égale  à  $,  et  $2  sur  C, 
et  C,  et  se  réduisant  sur  A',"  A!"'  à  la  fonction  linéaire  se  raccordant 
avec  <P,  Ql  $^  en  A  "  et  A,"  .  I^es  fonctions  ;„ convergent  uniformément 
vers  une  fonction  limite  car,  pour  toute  région  ift.  intérieure  à  S,  on 
peut  choisir  n  assez  grand  pour  que  |  <ï»,  |  el  |$.,  |  soient  inférieurs  à  £ 
au-dessous  de  A',"'  et  Aj"\  etque  A  "'A',"' soit  située  au-dessous  de  A;  et, 
dans  ces  conditions,  j:;„+^—  5„|,  qui  est  nul  sur  A',"'  B,,  A'/'^B,  {fig-  i) 
et  inférieur  à  2£sur  A'"' A!"',  sera  également  inférieur  à  it  dans  A, 
quel  que  soit/j,  ce  qui  démontre  la  proposition.  La  fonction  limite  z 
est,  d'après  le  paragraphe  précédent,  la  solution  de  (<-')  qui  prend 
sur  G,  et  C,  les  valeurs  données  et  s'annule  sur  A,  A^  :  c'est  donc  la 
fonction  cherchée. 

Passons  maintenant  au  cas  où  la  condiliun  (Y)  ri  est  plus  vérifiée  en 
un  point  M(j:;,  r^)  de  C,  ou  de  C,\  on  partagera  (C)  en  deux 
contours  (C)  et  (C")  :  la  caractéristique  issue  de  M  limite  (C)  supé- 
rieurement et  (C")  inférieurement.  Soit  ./■„  >'o  un  point  de  cette  carac- 
téristique :  si  nous  déterminons  la  solution  de  l'équation  {^)  dans  la 
région  S^_£,  elle  sera  inférieure  en  valeur  absolue  à  un  nombre  fixe 
quel  que  soit  t.  Donc,  si  nous  envisageons  un  contour  (C)  bien 
régulier,  intérieur  à  (C)  et  contenant  {x^,  y„)  à  son  intérieur,  et  par 
suite  enveloppant  un  demi-cercle  de  centre  {x^,  y^),  les  valeurs  de  —  ^ 

^>  qui  sont  limitées  en  fonction  des  valeurs  de  z  sur  (G)  {voir  §25), 
resteront  bornées  dans  ce  demi-cercle  :  la  formule  des  accroissements 
finis  montre  alors  que  la  dilî'érence  des  valeurs  de  ;  en  deux  points 
quelconques  intérieurs  au  demi-cercle  tend  vers  zéro  avec  le  rayon  de 
celui-ci,  ce  qui  prouve  que  z{x,  y)  a  une  limite  quand  le  point  {x,y^ 
tend  vers  le  point  (x„.  Ko).  Gette  fonction  limite  est  évidemment 
continue  pour  y  =  v'„,  et  nous  sommes  ramenés  pour  le  contour  (G") 
au  problème  précédent  ('). 

(')  Ces  coiisidéialioiis  permettent  également  la  résolution  des  problème»  aux 
limites  pour  tout  contour  pouvant  être  décomposé  en  une  succession  de  con- 
tours (C). 
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27.  Autres  problèmes  aux  limites.  —  Les  problèmes  aux  limites 
dans  lesquels  on  se  donnerait  la  relation 

sur  C,,  et  z  ou  —^  sur  A,  A,,  peuvent  être  ramenés,  par  l'usage  d'une 

fonction  de  Green^  à  l'étude  dune  équation  intégro-dijférentielle  ou 
intégrale;  mais  il  est  à  remarquer  que,  si  l'on  veut  obtenir  la  forme 
intégrale,  la  fonction  inconnue  sera  engagée  dans  une  intégrale  double 
et  une  intégrale  simple. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  la  résolution  de  ces  équations  :  il 
est  à  peine  besoin  de  faire  remarquer  que  le  point  de  vue  auquel  nous 
nous  sommes  placés  dans  le  paragraphe  24  fournirait  un  moyen  expé- 
ditif  de  démontrer  l'existence  de  la  solution  et  d'établir  la  rapidité  de 
convergence  des  approximations,  sans  déterminer  la  fonction  de 
Green. 

Sauf  dans  le  cas  où  l'on  se  donne  partout  sur  (C)  la  valeur  de  ~, 
la  solution  est  unique,  si  on  la  suppose  continue,  ainsi  que  sa  dérivée 
par  rapport  à  x,  même  sur  (C)  tout  au  moins  sur  les  portions  de(C) 
où  la  condition  aux  limites  fait  intervenir  -^   ■  En  effet,  son  existence 

<Jx\ 
ayant  été  démontrée,  il  suffit  d'établir  que  l'équation  intégrale  homo- 
gène obtenue  en  supposant  :;  (x-,  o)sso  et  yj(y)^o  n'admet  pas  de 
de  solution  bornée  non  identiquement  nulle,  ce  qui  se  voit  facilement 
par  le  procédé  d'itération  habituellement  employé  dans  ce  genre  de 
questions. 

II.  —  Les  équations  non  linéaires  à  deux  variables. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  l'équation  est  ou  n'est 
pas  linéaire  en  j^  et  ^.  Dans  le  premier  cas,  l'équation,  ipii  peut 
alors  s'écrire 


(J.l- 

-t- 

'^ 

=/(.. 

J' 

h  gardant  un  signe  constant,   se   ramène    par   un    changement  de 
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variables,  à  la  forme 

Dans  le  second  cas,  nous  supposerons  l'équation  mise  sous  la  forme 

28.  L'éoiation  ^jz  ^  f(x, y,  ^,  p).  —  Nous  ferons  sur  /  les  hypo- 
thèses suivantes  :   quand  le  point  {x,y)  est  dans  une  région  A,  et 

sont  inférieurs  respectivement  à   deux  nombres  N 


que  I  :;|  et 


dj- 


et  N',  /  est  une  fonction  continue  de  x,y,  satisfaisant  aux  condi- 
tions (A),  et  lipschitzienne  en  z,  p,  c'est-à-dire  que 

(5.)  \/{x.  y,  z' ,  p')  -  f{:r,y,  z,  p)\<C\z'  -  z\+  \\p'  -  p\. 

Nous  cherchons  à  déterminer  une  solution  de  cette  équation,  régu- 
lière à  l'intérieur  d'un  contour  (C)  situé  dans  A  et  satisfaisant  à  la 
con^iV/ort  (F),  prenant  une  succession  continue  de  valeurs  sur  (C), 
-y^  étant  supposée  également  continue  sur  (C). 

Unicité  de  la  solution.  —  Pour  démontrer  l'unicité  d'une  telle 
solution,  envisageons  la  différence  z^  —  z.-,  de  deux  solutions  qui  pren- 
draient les  mêmes  valeurs  sur  (  C)  :  c'est  la  solution,  nulle  sur  (C  ), 
de  l'équation 

03  =  9(ar,  7  ).  9  (.c,  y)  =f{.x,  j,  c,,  /;,  )  — /(.r.  j.  ij,  /;.,). 

Si  nous  nous  reportons  aux  formules  (29')  du  paragraphe  VI 
(avec  Y  =  o),  nous  pouvons  donner  à  la  solution  en  question  et  à  .sa 
dérivée  par  rapport  à  x  la  même  limitation  et  écrire,  $  étant  le  maxi- 
mum de  o, 

(52)  l=,-c,|  ei  |^iilIlil]|<L<I.B(^^  .)/, 

en  supposant  que  la  caractéristique  inférieure  de  (C)  soit  0.r,  cas 
auquel  on  peut  toujours  être  ramené.  Il  résulte  alors  des  formules  (.01) 
et  (52)  que  l'on  a 

|9|<L(.\  +  C).^B(^  .jj\ 


ÉQUATIONS    AUX    DERIVEES     PAIITIELLES    DU    TYPE     PARABOLIQUE.        Sqi 

D'où,  d'après  la  formule  (29'), 


et 


ôiz,-  z,) 


d-x 
_      <&      [L(A  +  G)v/^]' 

~A  +  (_:  r(2) 

On  trouverait  ainsi  de  proche  en  proche 


<a)L^(A  +  C)B(i,  i)b(X  ^y,- 


ei 


ô.v 


«1.       |L(A  +  C)v/7:,-|" 

■^  A  -h  C  „  /  n' 

1  1  I  -I- 


quel  que  soit  n  et,  comme  ce  terme  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers 
l'infini,  on  a  z^^z^,  ce  que  nous  voulions  établir  (  '). 

Equation  fonctionnelle  du  problème.  —  Elle  est  évidemment 

=  =-  77z/  /  •^'(^'  '^'  -'  ■^)  ^(^'  ^'  ;  -^NJ)  ^i  «^^  +  Ç(-^'  V), 

"C  étant  la  solution  de  0-  =  o  prenant  sur  (C)  les  valeurs  données., Si 
nous  avons  obtenu  une  solution  de  cette  équation  continue,  ainsi 
que  sa  dérivée,  dans  S,  bord  compris,  elle  vérifiera  l'équation  aux 
dérivées  partielles.  Il  suffit,  pour  le  voir,  de  reproduire  un  raison- 
nement tout  à  fait  analogue  à  celui  du  paragraphe  19,  en  tenant 
compte  de  la  condition  (5i). 

Existence  de  la  solution.  —  On  trouve  cette  solution  par 
approximations  successives,  comme  limite  d'une  suite  de  fonctions 
Sj,  -,,  . . ,  -„,  . . .;  -0  étant  égal  à  C  et  s„  étant  la  solution  de  l'équation 

satisfaisant  aux  conditions  aux  limites.   Si  donc  les  valeurs  de  \z^\ 
et  \pn\  restent  inférieures  respectivement  à  N  etN',  on  pourra  pour- 

(')  La  démonstralion   eût  été  immédiate,  si    l'on   s'était   borné   à    supposer 

>-     •  j       ,.  •    .       '¥        'V 

1  existence  des  dérivées  -^  et  -^  • 

Oz        dp 


Sga  M.     GEVRKY. 

suivre  les  approximations  et  écrire 


=n\< 


^m^ 


01 


C|;„-=„-,| 


\G\did-n, 


ce  qui   montre  que    la    série   y(-„+,  —  =„)  admettra  comme  série 

n  —  0 

majorante  la  série  majorante  qu'on  trouverait  en  déterminant,  par  la 
méthode  du  paragraphe  20,  la  solution  de  l'équation 

prenant  sur  (C)  les  valeurs  données. 

On  peut  d'ailleurs  présenter  ce  calcul  sous  une  forme  légèrement 
différente  et  écrire,  en  parlant  d'une  fonction  z-o  arbitraire, 

s,  prenant  sur  (C)  les  valeurs  données,  puis 

,.,,  \  ôÇi=/(j;,7,:,,/'i)— /(J^,7,5„,/)„)  [:,  nul  sur  (C)],  52=;,  +  ?,, 
^^     '   ]  èi;^=f{T,y.z,.p,)-f{x,y,z„p,)      [Ç,  nul   sur   (G)].      z,^z,+  t,, 

et  ainsi  de  suite,  ce  qui  nous  donne  :;  sous  forme  de  série  (  '  ) 

■3  =  -,H-ç,-i-r2-(-...-t-ç„-H  — 

11  faut  maintenant  nous  assurer  que  les  valeurs  de  ;„  et  -r^  ne 

sortent  pas  des  intervalles  ( —  N,  -i-  N)  et  (—  N',  4-  N').  Si  cela  a  lieu 
pour  le  rang  //  —  i ,  5„,  qui  est  la  solution  de  l'équation  (53)  prenant 
sur  (C)  les  valeurs  données,  satisfera  aux  limitations  [formules  (29")] 

dz„ 


<  M  +  F  , , 


(^.r 


<  M'  +  l  r^ 


F  étant  le  maximum  de  \  f\  dans  le  champ  de  variation  de  ses  argu- 
ments, et  X  un  nombre  dépendant  de  V  (linéairement)  et  des  données, 
M  le  module  maximum   des   données.   M'   le   module   maximum   de 

(')  Cette  série  serait  ici  majorée  par  celle  qui  proviendrait  de  la  résolution  de 
l'équation 

Ô3  =  \p  -t-  Cs  +  F. 
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$'(if)  [$  :^  :(x,  o)|.  Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

M-i-Fj<N,  M'H->.,.?<\', 

y< — n^-'      y< 


y  devra  donc  être  inférieur  à  la  plus  petite  de  ces  deux  limitations, 
soit  l.  Dans  ces  conditions,  on  pourra  effectuer  le  calcul  d'approxima- 
tions dans  une  bande  Jiorizonlale  de  Jiauleiu- 1.  Il  est  possible  d'ailleurs 
que,  au  cours  du  calcul,  on  constate  Texistence  de  la  solution  dans  une 
région  beaucoup  plus  étendue. 

Hypothèses  sur  les  données.  —  Celles-ci  se  dégagent  d'elles-mêmes 
de  l'analyse  qui  précède  :  il  suffit  tout  d'abord  que  les  données  soient 
telles  que  la  solution  de  Iz  =  o,  qui  correspond  aux  mêmes  conditions 
aux  limites,  admette  une  dérivée  par  rapport  à  x  aux  points  du  con- 
tour (C).  Nous  savons  que  cela  est  réalisé  si  4*'(.î)  existe  et  si  $,0') 
admet  par  rapport  à  y  un  accroissement  d^ ordre  supérieur  à  r,-  Enfin 
pour  appliquer  les  formules  (litj'  )  nous  supposons  aussi  que  ^' {x) 
admette  un  accroissement  d' ordre  non  nul. 

Cas  particuliers.  —  Lorsqu'on  pourra  ramener  les  données  à  zéro, 
il  y  aura  évidemment  avantage  à  le  faire,  puisqu'il  suffira  de  résoudre 
les  équations  successives 


--=-^J!/^--'-'^>'' 


dr,. 


Nous  avons  vu  que  celte  transformation  était  possible  quand 
X,,  Xo,  $,,  $.,  «!>'  sont  dérivables  [formule  (27),  §  11].  Il  conviendra 
alors,  dans  ce  cas,  d'effectuer  le  changement  de  variables  (V)  qui 
transforme  (C)  en  un  contour  rectangulaire,  afin  de  profiter  des  faci- 
lités de  calcul  qu'on  rencontre  dans  ce  cas. 

Autres  problèmes  aux  limites.  —  Les  autres  problèmes  aux 
limites,  que  nous  avons  indiqués  dans  l'élude  de  l'équalion  linéaire, 
peuvent  également  être  résolus  ici  parles  mêmes  méthodes  que  nous 
venons    d'employer.    Supposons,   par  exemple,    que    l'on    donne    :; 

sur  A,  A.,  et—  sur  C,  et  C  :  nous  déterminerons  successivement  les 
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solutions  des  équations  (53)  satisfaisant  à  ces  conditions,  ou  bien  nous 
partirons  d'une  telle  fonction  z,,  solution  de  o:-,=  /(x,y,  z„,  pf,) 
et  nous  déterminerons  les  solutions  "C^  des  équations  (53'),  nulles 
sur  A,  A,  et  ayant  leur  dérivée  nulle  sur  C,  et  C,.  On  voit  aisément 

(cf.  les  notes  des  §  3*  et  lii)  que  les  fonctions  :■„  et  -—  resteront  dans 

les  limites  fixées,  si  y  vérifie  des  inégalités  de  la  forme 

M  +  Li-    "*^=<.N.  M-hL'Fr?<\'. 

et  l'on  obtiendra  ainsi  la  hauteur  de  la  bande  dans  laquelle  on  sera 
assuré  de  l'existence  de  la  solution. 

2Î).  L'i:nrATioN  /■  =  /'(jr-,  r,  r,  p,  q).  Forme  noumalf..  —  Envi- 
sageons maintenant  l'équation  (i'o).  Nous  supposerons  tout  d'abord 
queyest,  dans  une  région  A  du  plan,  une  fonction  continue  de  x  et  y, 
les  valeurs  de  z,p,  q  restant  comprises  dans  un  intervalle  (—  N,  +  N), 
et  que,  dans  ces  conditions,   f  admet  des  dé/ii'ées  continues  par 

rapport  à  z,  p,  q,  -j-  étant  essentiellement  positive  (ou  du  moins 
gardant  un  signe  constant  qu'on  peut  toujours  rendre  positif). 

Dans  ces  conditions,  il  ne  peut  exister  deux  solutions  régulières  z, 
et  -o  prenant  sur  un  contour  (C)  des  valeurs  données,  car  on  aurait 
alors 

(54)    n-,.^ip,-p,)'-^^''-^;^^-"'-'''Ki,^-,.)l^-^i.,-..)§Ç, 

z' ,  p' ,  ri'  étant  des  fonctions  intermédiaires  entre  z^  et  z^yp,  et  p., 
g,  el  q.,:,  cette  équation  en  z,  —  r,  admettrait  donc  une  solution' nulle 
sur  (C),  le  coefficient  de  la  dérivée  par  rapport  à  y  étant  positif;  nous 
savons  que  cela  est  impossible. 

Proposons-nous  donc  de  déterminer  la  solution  dont  ou  donne  les 
valeurs  sur  (C);  il  faudra  supposer  cette  solution  /(■^ulière,  même 
i'«/;(C),  puisque  z,  p,  q  sont  engagés  dans  la  fonction  /",  et  il  con- 
viendra tout  d'abord  que  les  valeurs  données,  et  celles  de  $'(-^")  (')> 

(  '  )  $  (x)  esl  la  valeur  donnée  sur  .4|  A;,  caractéristique  inférieure  de  (C)  que 
nous  supposons  placée  surOx;  nous  employons  toujours  les  mêmes  notations 
pour  les  données  et  le  contour  (voir  §  5), 
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appartiennent  à  l'intervalle  (—  N,  +  N).  Il  faudra  de  plus  que  l'on 
puisse  calculer  les  tmleurs  de  '—  sur  Ox,  c'est-à-dire  que  l'équation 

(55)        4."{x)=/[x,o,<S(a;),<6'(x),9(x)],  [^9 ( ^ )  ^  (^|£^ ^ ^ J 

définisse  une  fonction  0(a;)  comprise  entre  —  N  et  +  N;  celle  fonc- 
tion, si  elle  existe,  sera  unique,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus 
iiaut.  Ses  valeurs  aux  points  A,  et  A^  sont  d'ailleurs  données  parla 
relation 

a>;(o)  =  «i»'(^,)x;(o)  +  5(.r,)      (/  =  i,2). 

et  il  faudra  que  ces  deux  valeurs  vérifient  l'équation  (  55). 

Nous  aurons  également,  relativement  à  /,  d'autres  conditions  suffi- 
santes, que  la  suite  du  calcul  indiquera.  Mais,  avant  de  procéder  à  la 
recherche  de  notre  solution,  il  convient  de  mettre  l'équation  sous  une 
autre  forme,  à  savoir 

,  „, .      d'-z        dz  (  dz     dz\  ^  1  /  \ 

Nous  verrons  plus  loin  que  la  dérivée  -y-  doit  pouvoir  être  rendue 

telle  qu'elle  s'annule  sur  la  caractéristique  inférieure  Ox  du  contour  (C). 
Voyons  donc  comment,  dans  les  cas  les  plus  généraux,  nous  pourrons 
transformer  l'équation  (j:.,)  en  une  équation  (vL.^)  satisfaisant  à  cette 
condition.  Faisons  le  changement  de  variable 


(56) 


x=fs,ij:,{-v,o,<i^{x),o>\x),fi{x)\  dx      (/;>o), 


0  étant   la  fonction  définie  par  la   relation   (55).    L'écpialion   {c.,) 
devient 

dx^  dx  L  "•*■  -^ 

ç(x-)  désignant  le  radical  de  la  formule  (50).  Posant 

à' z      -         ()z  - 

dx'  dx 
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nous  pouvons  écrire  cette  équation 

f(.T,  y.  z.  fjo,'/)  /J<s 


donc 


7  = 


'^'^  _  /■i(^-  .r-  ='  /^?'  ?)  —  //[^^  »■  ^(•^)-  ''''(•^')'  ^(-^^1 
<>'/ "  /;[.*-. o.<i»(,r).a>'(.r).&(^)] 

Soit  m  le  niiiiiniuni  de  \f'\  =  o",  .:in  le  maximum  de  o  :  supposons 
que,  dans  le  champ  de  variaLion  de  ses  arguments, -^  soit  une  fonction 
lipschilzifinic  de  y,  r,  /),  q,  c'est-à-dire  (|ue 


4 

0<i 


<F,[|Aj'|+l^-^l  +  IVl  +  l%l]- 


Dans  ces  conditions,  en  posant  —  =;  — ^c(x)  =  <1>  o,  <!>'  sera  la 

d.r         d.v  ' 


valeur  de  p  sur  Ox  et  nous  pourrons  écrire 


F,  I 


r,  r 


r  +  I  ;  —  *  I  +  oit  I  /j  —  «1>  I  +  I  -7  - 


•9|]; 


et  cette  expression  s'annule  bien  sur  Or. 

Le  changement  de  variable  utilisé  ayant  transformé  l'équation  (>Lo) 
en  l'équation  (C'o),  la  relation  (55)  vérifiée  par  la  fonction  0,  valeur  de 
q  sur  O.r,  se  transformera  dans  la  relation 

(ô;)  ^"(^)  =  ^;—  -}[!?,  o,  <\>Çc).  iÏÏ'(!7  ).  ^;]. 

Nous  pouvons  maintenant  supprimer  la  notation  x  et  envisager 
l'équation 

r  prenant  sur  Ox  la  valeur  <I>(x-),  sur  C,   la  valeur  *I),(j-)(£=  1,2) 
avec 

F, 

m 


(58) 


à'I 


0  étant  la  fonction  de  x  définie  par  la  rchilif)n 

(5;')  4."(,0  -  B  =  ^[-r,  o,  <I»(.r),  «l.'(.r),  0]. 

C'est  la  forme  (^'o)  ainsi  définie,  que  nous  appelons  yo/'w  nuiniale. 


ÉQUATIONS    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES     DU     TYPE     PARABOLIQUE.         3f)7 

30.  Dêteujiination  dk  la  solution.  —  Nous  utiliserons,  comme 
toujours,  la  métliode  si  féconde  des  approximations  successives,  en  par- 
tant de  la  fonction  ::|,  prenant  sur  (C)  les  valeurs  données  et  solution 
de  l'équation 

(59)  5^,  =  'i[.r,j.a>(x).a.'(x),(/(a-)], 

0(,r)  étant  la  fonction  définie  par  la  relation  (':>']')■ 

Puis  nous  poursuivrons  les  approximations  de  la  façon  suivante 

(60)  *  °^'  =  '^(-^'^'="/''-y')  — '{'(•^'^''*'*''^)'  ;.=  -,  +  :,, 
et  ainsi  de  suite,  les  'C,  étant  nuls  sur  (C),  de  sorte  que  la  fonction 


sera  la  solution  de  l'équation 

prenant  sur  (C)  les  valeurs  données. 

Ce  qui  constitue  la  di/Ji'ct/llé  de  ces  approximations  c'est  la  présence, 
dans  le  second  membre  de  l'équation 

c'est-à-dire 

(61)  or„=(j.(^',j>-,  c„_,-r- ?„_,,/>„_, -I-  -^j^'  f/„-,  +  ^f-^) 

—  ■L{x,r,  -„_,./j„_, .(/„_,), 

rfe /a (/eViVec-^^  de  la  fonction  donnée  par  l'écpia  lion  précédente.  Ilnous 

faudra  donc  établir  la  convergence  de  la  série  ^  -i^  et,  par  conséquent, 

donner  une  limitalion  de  -r^-  Nous  savons  le  faire,  mais  en  utilisant 

ày 

les  accroissements  du  second  membre  de  l'équation  (61),  ce  qui  exige 

AT 

que  nous  nous  servions  des  accroissements  des  dérivées  — ^  elles- 
T  Or 

mêmes. 

Pour  simplifier  les  notations,  nous  allonsappeler  'j/„  le  second  membre 
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de  l'équalion  (6i)  et  poser 


■/«->• 


Nous  allons  former  l'accroissement  de  -l,,  (juand  j'  subit  un  accrois- 
sement 1\-,  et  par  suite  -„_,,  "C„_,,  . . . ,  des  accroissements  correspon- 
dants A;„_,,  Al^„,,  Nous  aurons  donc  à  appliquer  la  formule  des 

accroissements  finis  à  une  fonction  t|/„  de  sept  variables  j^,  z,  p,  q,  w, 
îô,  •/.  en  supprimant  les  indices.  Désignons  par  y',  z' ,  . . . ,  des  quan- 
tités comprises  entre  les  valeurs  extrêmes  de  j',  r,  . . . ,  puis  posons 

^(•)  =  .l;(a-,  y',  ;'./)',  v'),  a.<^'  =  'J/(-'-.y''  ='+:',  ^'-hto',  9'+-/'). 

Nous  aurons  alors 

'  \  àq'  di]    )  dl  dm'  ày^ 

Nous  supposons  que  les  arguments  des  fonctions  (j/  restent  toujours 
dans  le  champ  de  variation  que  nous  avons  défini  :  dans  ces  conditions, 

soit  W  le  module  maxiMium  de  — ^  [formule  (58)1,    ^',    le   module 

1     <^'-^     .   à'b       ,   ,,  .  ,„         .,  ,  ô'I     ôb     d'b     d<^ 

maximum  de  -r-  et  v-'  et  taisons  1  liYPOthese  que  V   t^'  rs"'   3~ 

Oz         dp  j  V  ~i       ()y     ()-     ijp     ()q 

soient  Upschitziennes  en.  z,  p,  q,  c'est-à-dire  que,  pour  un  accroisse- 
ment A'  de  ces  quantités,  l'accroissement  correspondant  des  quatre 
dérivées  soit  inférieur  en  valeur  absolue  à 

Nous  pourrons  alors  écrire,  en  désignant  par  |  .r|.  |  rn  |.  \y  \  le  module 
maximum  de  "C,  us,  y,  dans  Fintervalle  ày,  et  en  rétablissant  les 
indices, 

( 62 )  *  I  A'L„  I  <  W,  ( I  A:„..,  I  -t- 1  Atîj„_,  I )  4-  W I  Ax„_,  I 

X  ;  I  A/ 1  -h  I  A3„_,  I  -H  I  A/>„_,  I  +  I  A7„_,  I  ;. 

Gela  posé,  étudions  les  termes  successifs  de  la  cliaiiie  d'approxima- 
tions. Nous  partons  de  la  fonction-,,  qui  estdonuée  par  l'équation  (39) 
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laquelle  est  de  la  forme  Sz  =  <o{x),  (woi>  §  7').  Supposons  que  les 
conditions  énoncées  dans  le  paragraphe  7*  concernant  les  données,  le 
contour  et  le  second  nicnibre  de  i'é((uation  soient  ici  réalisées.  Nous 
pourrons  alors  appliquer  les  formules  ('.îii),  en  supposant  A>'>  o, 


(62')         |A.,  |<LAj, 


(J.V 


<  L  Ayr+?, 


<  L  Ay  Y, 


Y  étant  ■<  1  et  [i  étant  le  plus  petitdes  nombres  -  et  i — y  "^i  nous  dési- 
gnons par  /i  la  hauteur  de  la  bande  dans  laquelle  nous  calculerons  la 
solution,  nous  aurons  donc,  en  remarquant  que,  d'après  la  relation  (  07'), 

-p  se  réduit  sur  O.v,  à  la  fonction  0(a::), 


(62") 


<l>(.r)|<LA,       |/^,-(I)'(,r)|<L/iT-?,       |  <-/,  -  Q(  j:)  |<  LAï. 


Nous  pouvons  alors  appliquer  à  '^,,  second  membre  de  la  première 
équation  (Go),  la  formule  (Gii),  en  posant  «  ::^  i  et 


(G3) 


:<I».       /)„=r<l>',       (Ja  —  O,       Ç„=3i—  ;„-       ra„:T:/»,— /)„,       7.o=7l—  '/o, 


d'où  il  résulte  que  A'Co,  Ara„  et  A-/(,  sont  égaux  respeclivemenl  à  Ac,, 
A/)|,  A(],,  puisque  :■„,  />„,  */„  sont  indépendants  de  j--. 

Nous  voyons  alors  que  tj/,,  qui  d'ailleurs  s'annule  sur  Ox,  admet,     '* 
relativement  à  )',  un  accroissement  d'ordre  y,  soit 

I  A-i,  I  <  K.  AjT. 

Par  suite,  d'après  les  formules  (34)  du  paragraphe  liî, 

(   I  A?,  I  <  p.  K,  Aj,  I  Arn,  |<  fz  K ,  AjY+3,         I  A-/,  |  <  ;/  Iv ,  AjY, 

(      IÇ,  |<p.K,/!Y+',  |ro,  |<p.K,/*      S  Ix,  |<;^k,//.ï, 

[).  étant  un  coefficient  (pii  ne  dépend  que  des  données  et  du  contour: 
nous  pouvons  en  effet  toujours  choisir  y  tel  qu'il  soit  le  même  dans  les 
formules  (62')  et  (64)- 

Supposons  (jue,  d'une  manière  générale,  ']/„_,  soit  nul  sur  Ox  et  que 

l'on  ait 

|A|„_,|<K„._,ArY 
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et  que,  de  même,  les  inégalités  (G'i)soient  vérifiées  pour  l'indice//—  i, 
c'est-à-dire 

|A:„_,  |<I^K„_,  A/,        ;        K„-,  |<^K„/iT+',        

Nous  pouvons  alors  écrire 

(65)  i;„_,  =  ;,-(- r, -h  r. -H... -!-?„_„  S„_2— K,-(- K, -(-. .  .-r  K„_j, 

(66)  I-/I-1—  -1  l<,^S„_,/(ï-^',  \pn-l  —  Pl[<lJ-Sn-ià'       -, 

(  |7„_,  —  </,  |<,aS„_2/'^■ 

N()US  aurons  d'après  les  inégalités  ((i'-i')  et  (OG) 

I  A3„_,  I  <  (L  +  fjLS„_,)  Aj-,         I  A/>„_,  I  <  (L  +  fxS„_,)  Ajï+P, 
|Av„-,|<(L  +  ;jLS„_,)A7r. 

Par  suite,  d'après  la  formule  (Ga),  Ai,,  sera  d'ordre  y  et  l'on  pourra 
écrire 

I  A|„  I  <  K„  Ajï, 

en  posant  (et  en  se  rappelant  comment  est  choisi  P) 

(67)  ^^=2,a'r,  Aj?-^  >i>  +  jui'r,/iï(i +  /(■'  + a) 

x[A/?+(L4-|jiS„__,)(aAr?+i)]. 

Alors  les  inégalités  (G4)  seront  vérifiées  pour  lindice  n  avec  le  même 
exposant  y  (voir  §  lo)  et  si  l'expression  (67)  est  inférieure  à  i,  la 
série  ZK„  sera  convergente  et,  par  suite,  les  séries  1,'Ç^^,  '^^r,,  -/r,  le 
seront  également.  Il  faut  donc  pouvoir  déterminer  une  limite  supé- 
rieure de  cette  expression  qui  soit  égale  à  un  nombre  p  <^  i  :  remar- 
quons que,  dans  ces  conditions,  on  aura 


par  suite,  d'après  les  formules  (G2"),  (6j)  et  (G6), 

(68)      I  =  -  <i>(x)  I  <  I  :,  -  «l>(x)  1  +  I  Ç,  +  ,-,  +  .  .  .  |<  LA  +  ^^  h^^ 


I  —  0 


De  même 


(GS')     |/,-(I.'(,,)|<  I.//ï*?-|-  i^/^■■^^      |,/_5(.r)|<LAï-i-  -f^Aï. 
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Par  conséquent,  d'après  la  formule  (58),  nous  pouvons  écrire 


W  =  !^  [/,  -u  L  (  A  -+-  ,m  /iY+?  -H  /iï  )  -t-  -^il!-  (  /ir+'  -+-  OK  h  • 
m  L  '  —  p 


/,) 


En  portant  cette  valeur  de  ^''  dans  le  second  membre  de  (67)  et 

K 

remarquant  que  A\<C^> ,  nous  aurons  donc  une  limite  supérieure  de  j^-^ 

et  notre  objet  sera  réalisé  si  cette  limite  est  égale  à  c,  car  on  voit  alors, 
de  proche  en  proche,  (jiie  j-^^  est  <  p  (voir  la  note  de  la  page  sui- 
vante).  ÎNous  obtenons  ainsi  une  relation  de  la  forme 

{69)  p=:±^_^  ,(>,/,?+£  Aï  (p<l). 

I  —  0 

cl.,  ^Si,,  S  étant  des  polynômes  en  /*. 

Or  ceci  est  une  équation  du  second  degré  qui  admet  certainement 
une  racine  inférieure  à  i  si  /*  est  assez  petit,  puisque,  pour  h  =  o,  elle 
admet  les  racines  o  et  i  et  que  le  produit  des  racines  est  positif  :  il  y  a 
donc  une  racine  positive  infiniment  petite  avec  h. 

D'une  façon  plus  précise,  on  voit  que  cette  équation  admet  deux, 
racines  comprises  entre  o  et  i,  si 

ll!,/i?-1- £/iT<i  el  (ii!,/(?+£/(T— i)'  — 4X/iY>o. 

Ceci  nous  donnera  pour  /i  une  valeur  maximum  //,. 

Il  nous  faut  maintenant  écrire  que  les  valeurs  -„,  /)„,  y„  restent 
comprises  entre  —  N  et  +  ÎV,  ce  qui,  en  vertu  des  formules  (68) 
et  (68'),  s'écrit,  en  désignant  par  M,  M',  [0  les  modules  maximum 
de  $,  $',  0  qui  doivent  être  inférieurs  à  M, 


M  +L/i      ^-îii^Aï+'  <N, 


(70) 


M' 

-t- 

LAï^ 

-?  + 

I  —  p 

^<N, 

(■) 

^ 

LAï 

-H 

ixK, 

AY 

<N. 

I  — p 


On  devra  donc  prendre  une  valeur  de  p,  racine  de  l'équation  (69)  et 
satisfaisant  à  ces  inégalités.  Or  celles-ci  sont  vérifiées   pour  h  —  o, 

Journ.  de  Math.  (6'  série   ,  tome  1\.  —  Fasc.  UI,  igiS.  3  1 
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p  =  o;  par  suite,  nous  trouverons  certainement  ainsi  pour  //  une 
seconde  limite  supérieure  h.,  ('). 

Nous  prendrons  pour  li  la  plus  petite  des  valeurs  /i,  et  A,. 

La  convergence  absolue  et  uniforme  des  séries  r,  +  -Cm  P\  +-^ni 
q^  -v-  ^'/„i  dont  les  termes  sont  évidemment  des  fonctions  continues,  a 
lieu  alors  dans  la  bande  de  hauteur  //,  cl  nous  obtenons  ainsi  une 
fonction  ;,  limite  des  fonctions  z„,  (jui  est  la  solution  cherchée.  Le 
problème  est  donc  résolu. 


51.  Rappel  res  hypothèses  dans  lesquelles  la  méthode  s'applique.  — 
Enumérons  ces  hypothèses,  en  remartiuant  que  toutes  les  hypo- 
thèses que  nous  avons  faites  dans  le  paragraphe  précédent  sur  la 
fonction  '^  sont  également  vérifiées  pouj-  la  fonction  f. 

Fonction  f(^x^y,  z,  p,  q')  :  continue  pour  (x,y)  dans  une  région  A, 
\z\,  \p\,  \q\  inférieurs  à  N;  elle  admet,  dans  ces  conditions,  les  dé- 
rivées/^, /"^ , /^^, /',  la  dernière  étant  essentiellement  positive  (ou 
négative);  ces  quatre  dérivées  satisfont  à  la  condition  de  Lipschitz 
enz,p,  q,  et  la  dérivée  y'  y  satisfait  également  par  rapport  à  y  [il 
suffirait  même,  comme  on  le  verrait  aisément  en  envisageant  ^F',  que 
|A/,|<(L)A7%a<i]. 

Contour:  \,  et  \o  admettent  une  dérivée  première  dont  l'accrois- 
sement est  d'ordre  non  nul. 

Données  /tl)'^,  $',  $"existent  et  admettent  des  accroissements  d'ordre 
non  nul;  |0,|,  |$|,  1  4'' |  sont  inférieurs  à  N;   z  ci  ses  dérivées  élaiit 


(')  Il  esl  aisé  de  voir  que,  quand  bien  même  les  deux  valeurs  de  p  vérifieraient 
les  inégalités  (70),  on  |)eut  toujours  choisir  la  plus  petite  p'  pour  majorer  la 

série  des  K„.  lin  ellet,  si  la  racine  0'  majore  les  rapports  successifs  jus(|u'à 

"n  - 1 

une  certaine  valeur  de  11.  elle  majore  le  iaj)poi'L  suivant,  d'après  la  façon  méuie 
dont  on  a  obtenu  l'équation  (69).  Or  r-^  est  inférieur  à  :XICi  -+-  X\ili'?+  Z  li^  <  p'  : 
d'où  la  conclusion  de  proche  en  proche. 
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connus  en  A,  et  A,  {Cf.  %  1 1  ),  on  a 

0"(x,)  =/[,r„  o.  (D(.r,),  4)'(x,),  *;.  (o)  -  ^'{Xi)\\{o)\ 

Enfin  l'équation 

*"(^)  =  /[.^,o,«I»(^-).*'(^),  ^^] 

définit  une  fonction  0,  comprise  entre  —  N  et  -t-  N,  et  admettant,  pour 
un  accroissement  de  x,  un  accroissement  d'ordre  non  nul. 

32.  Remahoues  sur  la  méthode  EMPLOYÉE  (  ' ).  —  I.  Au  cas  où  la 
seconde  limitation  tu  de  h  serait  notablement  inférieure  à  la  première 
/t,,  il  peut  arriver  qu'on  obtienne  par  une  autre  voie  une  limitation  li'., 
supérieure  à  h^.  En  effet  z^  est  la  solution  de 

0=«=  ^(^.  V,  :„_i,  pr.-i~  7n-l), 

prenant  les  valeurs  données  sur  (C)  :  z„  peut  donc  se  limiter  en 
fonction  de  l'accroissement  du  second  membre  pour  un  accroisse- 
ment A)', 

I  A6(j:,  j,  ;„_„  p„.„  7„_,)  I  <  T, [Aj  +  !  A=„-,  I  +  I  ^Pn-^\^  +  1'''Ay„-,. 

On  peut  alors  déterminer  une  limite  supérieure  de  l'accroissement 
de  chaque  second  membre,  en  fonction  de  celle  qui  est  relative  à 
l'équation  précédente  et  avoir  ainsi  une  limite  supérieure  de  ^„,p„,5'„ 
permettant  d'obtenir,  à  l'aide  des  inégalités  |r„|,  |/)„|,  |yn|<CN,  une 
bande  plus  étendue. 


II.  Au  sujet  du  changement  de  variables  utilisé,  remarquons  qu'il 
dx 

dx 


dx 
est  biunivoque  puisque  -t-  >■  o.  Mais  il  est  des  cas  où  l'on  peut  utiliser 


un  changement  de  variables  plus  simple,  et  par  suite  facilitant  le 
calcul. 

Si,  en  efl'et,  nous  nous  reportons  à  la  formule  (67)  et  si  nous  n'ex- 
plicitons pas  ^* ,  nous  pourrons  déterminer  p  par  une  équation  de  la 

forme 

I  —  p 
(')  Ces  remarques  ne  sont  pas  des  remarques  essentielles. 
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qui  admettra  deux  racines  comprises  entre  o  et  i,  si,  le  discriminant 
étant  positif,  on  a  de  plus 

Ceci  exige  que  W  soit  inférieur  à  -■  Les  conditions  |^„|  ,  |p„  | ,  |  y„|  <;N 

donneraient  aussi  des  inégalités  relalivesà  W  :  on  voit  sanspeine  que,  si 

„.,        .    f,    .         ,  N— M    N  — M'       N-0    ,  ,      ,    ,     ,         ... 

^  est  intérieur  a , et >  le  calcul  de  la  solution  sera 

f^  F-  F 

possible. 

Soit  —  la  plus  petite  des  limitations  ainsi  trouvées,  nous  allons  voir 

que,  dans  certains  cas,  le  simple  cliangcment  de  variables  x^Ax, 
appliqué  à  l'équation  (C-,)  permet  d'arriver  au  résultat.  L'équation 
proposée  devient  en  cfl'et 


'■  —  (/  = 
Or 


^;.=  il'  donc  _       <:^_.< 


Soient  B  et  h  les  valeurs  extrêmes  de/,^  :  A  doit  être  tel  que 

Si  [i.' 1:1,  la  seconde  inégalité  est  vérifiée  et  la  première  donne  une 
limite  inférieure  de  À.  Si  a'  >•  i,  on  doit  avoir 


ceci  exige 


ce  qui  a  lieu  d'ailleurs  si  ,a'5i.  En  définitive  si  celle  inégalilé  a  lieu, 
on  peut  se  passer  du  changement  de  variable  primitivement  iiulicjué. 

III.  Nous  avons  supposé  ([uc,  dans  la  suite  d'approximations,  nous 


B 

<r-< 

b 

I  -+- 

v 

1  + 

f^ 

F- 

^  B  — 

7/ 
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partions  des  fonctions  z-ai  /^o?  ^Jo  définies  par  les  formules  (63).  Il  est 
clair  que  cette  hypothèse  n'est  pas  indispensable  et  qu'il  suffirait  que 
-ojPo:  ?o  soient  égaux  en  A,  et  A^,  aux  valeurs  connues  do  z,  p,  g  et  que, 
sur  Ox,/(x,  G,  Zg,  pg,  q„)  admette  un  accroissement  d'ordre  non  nul. 
Mais  alors  le  second  membre  des  équations  en  "Ç  ne  serait  nul  sur  Ox 
qu'à  partir  de  la  troisième  approximation. 

35.  Autre  mkthoue  pour  détermlner  la  solution.  —  Dans  la  mé- 
thode que  nous  avons  employée,  nous  avons  fait  jouer  à  la  variable  y 
le  rôle  principal,  en  faisant  intervenir  les  accroissements  des  fonctions 
utilisées.  >ious  pourrions  également  faire  jouer  ce  rôle  à  la  variable  x. 
Ici  encore  (l'o/r  la  note  sur  le  contour  rectangulaire),  il  faudra  que 
les  fonctions  'ji„  s'annulent  sur  Oy  comme  une  puissance  de/.  Suppo- 
sons que  nous  ayons  démontré  pour  »„_,  des  inégalités  de  la  forme 


(70 

|Ar„_ 

,  1  <\iK„_ 

.A.r. 

|Aw„_ 

i|<P-I^«-i  Ajt, 

|A-/.„_,|<piK„_,Au;r, 

(72) 

1  r,,^, 

1     <.txK„_ 

.ri 

1  w„_,  1 

<f/K„_,j   ^   , 

|y.«-.|     <."K„_,r'. 

X 
Il  résulte  de  là  que  -^n  s'annule  sur  Ox  comme _>'■. 

En  formant  A'i/„  absolument  par  la  même  méthode  que  dans  le  para- 
graphe 50,  la  lettre  A  désignant  ici  un  accroissement  par  rapport  à  x, 
nous  pourrons  déterminer  un  nombre  K„  tel  que  les  inégalités  (71) 
aient  lieu  pour  l'indice  n  —  1.  La  détermination  de  la  région  de  con- 
vergence se  fait  par  une  méthode  analogue  à  celle  du  paragraphe  50. 

L'application  de  cette  méthode  nous  conduit  aux  mêmes  conditions 
que  la  première  relativement  aux  données  et  au  contour.  Pour/",  les 

hypothèses  sont  les  suivantes  :  f(x,y,  z,p,q)  admet  des  dérivées  j^t 

-j^,  -^,  -^  lipschitziennes  en  z,  p,  n,  la  dèraée  -~  admettant  en  outre 
àz    âp    dq     ^  'r'  7  ^q 

un  accroissement  d'ordre  non  nul  relativement  à  y  {à.  cause  de  W). 

5i-.  Contour  rectangulaire.  —  On  peut  toujours  ramener  le  cas 
général  à  celui  d'un  contour  [rectangulaire  par  le  changement  de 
variable 

(^)  "=   x,-x.  • 
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Mais  la  formule 

r):(a-,7)  _  àsj.r',))  X.X'^-X^X',    .    dzix'.v) 
ÔY        "  dx'  {\,~\,)- 


ôy  dx'  {\,—  \,)-  dy        X^— X 


nous  montre  que,  si  nous  substituonscette  valeur  à  (jr  dans/,  la  fonction 
ainsi  obtenue  ii  admettra  do,  dérivée  par  rapport  à  y  que  si  \\  et  X'^ 
existent.  C'est  pourquoi  nous  n'avons  pas  démontré  les  formules(  34) 
du  paragraphe  Id,  qui  trouvent  leui'  emploi  dans  la  premièrt;  inétiiode, 
uniquement  dans  le  cas  d'un  contour  rectangulaire. 

Dans  la  deu.dètnc  mclhodc^  au  contraire,  qui  n'exige  relativement 
ày  que  la  condition  |/,^  |  <;  (L)  Ay",  on  peut  faire  le  changement  de 
variable  (V).  Aussi  nous  n'avons  démontré  les  formules  d'accroisse- 
ment par  rapport  à  x-,  qui  conduisent  aux  inégalités  (71)  et  (72),  que 
dans  le  cas  d'un  cohIuki-  rcclaim:ul(iif('  (l'olr  la  note  ). 


III.  —  Équations  du  type  parabolique  à  plus  de  deux  variables. 

Dans  cette  dernière  section,  nous  allons  indiquer  rapidement  com- 
ment on  peut  étendre  les  recherches  précédentes  aux  équations 
à  n  -\-  \  variables 

n  n 

V^  à- z        Oz        -^^       dz  , 

À^  ôx;        ôy       *^      dXi 
1=1  l-\ 

Pour  simplilier  l'exposition,  nous  allons  nous  placer  dans  le  cas  de 
trois  variables. 

.">i>.   Rai'pki,    \w.  uksui.t.vts    anïkuieurkment  obtenus.    —    Envisageons 

réqualioM 

d' z        ()-  z       ()z        , 

dont  l'élude  a  été  faite  par  M.  Levi.  Les  plans  caractéristiques  sont 
ici  les  plans  horizontaux^  =  const. 
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La  solution  fondamentale  est 

_  i.i-i  — |iI'-kj-,  — £,1' 
U(n,P)  =  U(ï,,-%,r,;x„:r,,j)  =  — ^e  *'^-1'         , 

solution  en  x',,  x^, y  de  l'équation  proposée  et  en  H,,  H^,  y]  cle  l'équa- 
tion adjointe 

d^(z        0'^  u        du 
Oi  "  =  -T^  +  -prr  -^  -p  =  o. 
c/ç;  W;5         t/r; 

Envisageons  une  surface  il,  coupée  par  des  plans  caractéristiques 
suivant  des  courbes  fermées,  sans  points  doubles,  admettant  en 
chaque  point  un  plan  tant,^ont,  jamais  horizonlal,  et  une  courbure 
totale  finie  et  continue.  Liaiilons  inférieuremcnt  cette  surface  par 
une  section  horizontale  S»,  que  nous  pouvons  supposer  dans  le  plan 
des  x^x.,.  Appelons  surface  (S)  l'ensemble  formé  par  la  surface 
donnée  et  la  section  S„.  Soient  V^  le  volume  limité  par  la  surface  (S)  et 
par  le  plan  caractéristique  d'ordonnée^  >■  o,  rj.la  section  par  ce  plan, 
S^  la  portion  de  2  située  au-dessous  de  ce  plan,  S^  l'ensemble  de  II, 
et  de  S„. 

Appliquons  alors  la  formule  de  Green  au  volume  V,.^  et  à  l'inté- 
grale 


(!) 


/    /    /      ["  '3-  (in  c-i,  ri)  —  z-n^  ii(qi,  ^2,  n)]  d'i^  di^  du 

^  y-'- 
=  /     /    /         "  -^^  ^  '  ■  ^-2  •  ■'"'  )  ^^''  '^^■^  ^'^^  ' 

^y   '- 

les  intégrales  de  surface  étant  prises  sur  le  côté  intérieur.  Remplaçons 
u  par  U,  puis  faisons  tendre  £  vers  zéro;  il  vient,  en  désignant  par  g 
l'arc  de  courbe  de  la  section  F^,  et  //  la  normale  intérieure  à  cette 
courbe 


P  intérieur  :  /47Î 
P  sur  2  :  21 

P  extérieur  :    o 


V/(cul2,-0)d\. 
36.  Lks  iMÉGKALEs  -'^u,  -■>,  îK.  —  Nous  obteocns  ici  des  intégrales  3,, 


-fU 
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-■^,  VK  (jiii  soiil,  fn  appela/)/  u.  it/i  point  de  i  el  en  posaiil 

^«  =  j  II  U(KJ*)9(cr,r,)fl'<7'/0,  '^  =  f  f  V(f;.,  P)9<'forfr„ 

^       dU         i   dV         .         .  *^' 
Vrr  — -  =  -  -r—  cos(/-,  «), 

r  désignant  le  rayon  vecteur  par(a/i/  du  poi/if  V  (x,,  x.,, y).  (Nous 
verrons  ,'X'  plus  loin.)  Les  intéj^rales-'^o  el  ~^  sont  continues  en  tout  point 
de  Tespace,  sauf  peut-être  si</-ï.  lui  ce  qui  concerne  :s^,  il  est  facile 
d'en  donner  une  limitation  partout  valable.  Si,  en  effet,  ou  compte 
l'arc  c7  sur  chaque  courbe  Y  à  partir  du  point  où  /■  est  minimum, 
comme  la  courbure  de  F  est  toujours  iinie,  on  a  /•>  \j.r:,  \x  étant  indé- 
pendant de  r.  (]cci  est  valable,  même  si  /•  devient  nul.  Il  résulte  de  là 
que,  O  (y])  étant  le  module  maximum  de  9((i,  tq)  quand  g  varie, 

et  ceci  est  une  intégrale  I„  ,  (jui  est  de  Tordre  de  \  r.  On  en  conclut 
que  r5  est  uniformément  convergente  {r^oir  Goursat,  p.  1^3)  et,  par 
suite,  est  continue,  même  sur  il. 

Quant  à  -t,  on  pourra  eu  trouver  une  limitation  par  le  procédé  sui- 
vant :  il  suffit  d'étudier  le  cas  où  la  plus  courte  distance  r,  de  P  à  Vy 
est  inférieure  au  rayon  de  courbure  minimum  dès  courbes  F.  On 
décomposera  alors  l'intégrale  double  en  deux  autres,  en  partageant  2i] 
en  deux  parties  par  un  plan  caractéristique,  tel  que  pour  la  partie 
supérieure  ou  ait  toujours  /•>  — •  En  remanpiant  (pie 

da  cos  (  /•,  n)^  r  M  [  9  =  (  r.  i\  )] 

et  que,  sur  la  partie  supérieure  de  1,  on  peut  déterminer  deux  membres 
positifs  finis  À  et  [j.  tels  cpie 

—  -H  îvÔ  </■</•,  +  lJ.0, 

on  arrivera  sans  peine  à  établir  une  limitation  de  la  forme 

(2)  |,-i|<(L)a), 

valable  dans  tout  domaine  fini. 
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Il  résulte  de  ce  qui  précède,  par  le  même  raisonnement  que  dans  le 
plan,  que  3  est  discontinue  sur  1,  la  for/nule  de  discontinuité  itlani 

lim(-')p— A,„)  =  ±47ro(m)  +  /    /    V(,u,  m)  9(,u)f/!7c/ri, 

m  étant,  ainsi  que  [k,  un  point  de  ^  et  ç/(u.)  =  9(7,  rj). 

L'intégrale  double  de  celte  formule  se  limite  aisément,  en  remar- 
quant que,  si  0  et  /■,  sont,  pour  chaque  courbe  F,  l'angle  et  le  rayon 
vecteur  issu  de  m  désignés  plus  haut  et  ct  l'arc  correspondant  à  0, 
on  a  certainement,  1,  a,  v  étant  encore  des  nombres  positifs, 

//;</-<ff +  /■,,         a<(x5,         '•,  <v(j'  — -o), 

la  dernière  inégalité  tenant  à  ce  fait  que  le  lieu  du  pied  de  /•,  est  normal 
à  r^.  au  point  m,  et  que  par  suite  — -^7-  tend  vers  cotang  (N,  Oy) 
quand  yj  tend  \errsy,  N  étant  la  normale  à  F,.  Donc 

16  <  r  <ij.6  +  v(  y  —  Yi). 

Il  résulte  de  là,  en  utilisant  la  formule  c/cr cos (/•,//)  =  /v/O,  qu'on 
peut  écrire 

(2')  \   ff\([j.,m)rf('j,-n)dadr,   <(L)$B^,  •/-+-!  jj''"^l 

Si  nous  posons  maintenant 


■Hiy 


Dt  tend  vers  4-::']^(Po)  quand  le  point  P  tend  vers  un  point  P„  inté- 
rieur à  S„.  On  déduit  de  là,  quand  f  =0,  le  calcul  de  la  solution 
prenant  sur  (S)  des  valeurs  données  en  posant 


^  étant  exprimé  par  une  intégrale  rx'  et  3,  par  une  intégrale  ?>,  portant 
sur  une  fonction  cp  déterminée  par  une  équation  intégrale  de  première 
espèce  pour  la  résolution  de  laquelle  on  utilisera  la  formule  (2') 

57.  La  fo>ction  Z.  —  Quand  /  n'est  pas  identiquement  nulle,  la 

Journ.  de  Math.  (0»  série),  tome  IX.—  Fasc.  IV,  igiS.  J2 


/iio 
fonction 
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-T-  et  -r-^,j  -T—^j  verihant 


Z(P)=       '    f  f  f  l](nj')/(U)d9.n         idP.n  =  dl,dl,cln) 

est  .solution  de  or  =/ sous  des  conditions  analogues  aux  condi- 
tions (A),  §  9.  Ici  encore  s'introduisent  les  paraboles  de  sommet  P  et 
d'axe  vertical  et  Ton  trouverait  un  ensemble  de  quatj-e  conditions,  dont 

une  seule  suffirait  pour  I  existence  des  dérivées  ^  et  ^„,  ^ 

l'équation  o;  =  /. 

Si 

|/l<Fr)r. 

on  a,  par  l'emploi  des  coordonnées  polaires, 

^0  f 


A7TFrï+> 


D'où 


(3) 


De  même 


('.) 


d7. 


dx. 


el 


|Z| 


d7. 


Ox, 


F)T+' 


<v/T:FB(i,v  +  ,)/"^ 


(^)Liand  /est  simplement  une  fonction  intégrabtc,  les  mêmes  con- 
dilions  d'accroissement  sont  réalisées.  Tous  ces  calculs  sont  absolu- 
ment analogues  à  ceux  que  nous  avons  faits  dans  le  plan.  La  seule 
diiïérence  est  que  toutes  les  formules  relatives  à  la  variable  x  dans  le 
plan  se  décomposent  ici  en  deux  autres,  relatives  à  x,  et  x^. 


38.  Dérivkf.s  des  foc.tions  -^0  et  -"^  (')•  —  ^i  'es  intégrales  ■^„  et -t 
peuvent  être  considérées  comme  continues  sur  le  bord  intérieur  de  2, 

(')  Dans  ce  paragraphe,  nous  esquissons  seulement  les  calculs,  qui  sont  tou- 
jours du  même  genre. 


lioUATIONS    AUX    DlilUVliliS    PAHTIKLLKS    DU    TYIMi     l'.VliMidLlQU  E .         (II 

il  n'en  est  pas  de  même  des  intégrales 

y 

que  nous  aurons  à  envisager  plus  loin  et  qui  deviennent,  en  général, 
infinies  au  bord.  Cependant,  si  'i  est  fonction  de  -q  .seulement,  nous 
écrirons  dans  notre  intégrale 

d\J        JV        OU  OU    .  ,  ,^"^.n 

; — =:— ^  =  -— cosst —  sina  ot  :=  (  «,  o  j-,)  . 

ooci       dii       du  da 

La  partie  de  l'intégrale  contenant  -r—  est  une  intégrale  'i.  L'autre 
peut  s'écrire 

—  /     o  cif]  I    — —  sinartff=:  /     (a  an  I    aa, 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  1^,  :  et  ceci  est  une  intégrale  -■*„. 

Donc,  dans  ce  cas,  -j—  est  continue  sur  le  bord  intérieur  de  2. 

'  dxi 

Supposons  maintenant  que  sur  chaque  courbe  F,.,  r  accroissement 
de  ^  velatkemenl  à  g  soit  d'ordre  non  nul.  Si  li.  est  le  point  de  S  vers 
lequel  P  tend,  on  mènera  par  ce  point  une  ligne,  par  exemple  la  tra- 
jectoire orthogonale  des  F,  ([ui  coupera  chaque  couri)e  F  en  un  point 
qu'on  prendra  comme  origine  des  arcs.  On  décomposera  alors,  suivant 
le  procédé  habituel,  l'intégrale  en  deux  parties  dont  la  première  vient 
d'être  étudiée  et  dont  l'autre  sera  continue  au  bord. 

Envisageons  maintenant 


trli-^/"^^^^  ""''''' 


indiquons  dans  quelles  conditions  cette  intégrale  a  une  limite  quand  P 
tend  vers  le  bord.  De  l'égalité  j—  =  —  -pr  et  de  o,  U  =  o  (écrite 
avec  les  variables  a,  «,  •/]),  il  résulte  que 

<)'U  ô   d\]  d-M  J'U    . 

-cos«  H — : — r— sinsc 


du  d.i'i  dij  dn  du-  dn  da 

(PU  d--v.    .  dU 

1=       -r-:rCos3! -I — ; — r-sina -I-   -r—cosa, 
da^  dn  da  dri 

si  9  est  \xnc  fonction  de  ï]  seul,  l'intégrale  se  transforme  aiséiueul  en 
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une  somme  d'intégrales  (|ui  ont  un  sens  au  bord,  à  la  condition  que 
le  rayon  de  courbure  de  F  adniellc  un  accroissenienl  d'ordre  non  nul 
par  rapport  à  cr. 

Dans  le  cas  général,  on  trouve  que  si  -y-  exis/c  cl  admet,  par  rap- 
port à  7,  un  accroissement  rf'o/Y//-t'  non  nul.  et  si  ç.  admet,  par  rapport 
à  y],  un  accroissement  cr  ordre  supérieur  à  -■>  -j —  existe  au  bord. 

Les  conditions  ainsi  trouvées  sont  également  celles  qui  doivent  être 
vérifiées  par  les  données,  dans  un  problème  aux  limites,  pour  que  -^ 
existe  sur  S. 

Quant  à  -r— .  le  même  procédé  utilisé  dans  le  plan  montre  que, 

si  -r^  existe  a  I  intérieur  de  b„,  la  Umite  de  -r-^  est  4"         ,  , pour 

tout  point  (a;,,.r\,)  intérieur  à  S„. 

D'où  les  conditions  pour  que  -y^  existe  au  bord  (?'o//- 1<  il). 

39.  La  lONCTioN  de  Green.  —  La  fonction  de  (Ireen  est  donnée 
par  la  formule 

G(n,p)  =  U(n,P)-ii(n.  P), 

H  étant,  relativement  à  H,  la  solution  de  o,  ;/ =  o,  nulle  pour  yj  =y 
et  prenant  sur  S  la  même  valeur  que  U.  G  est  solution  de  oz  =  o 
relativement  à  P(x',,  x.,,  y)  et  de  o,  m  ^o  relativement  à  II(^,,  H^,  y]). 
Nous  obtiendrons  alors,  en  remplaçant  u  par  G  dans  la  formule  (i) 
et  désignant  par  dil  l'élément  de  volume 

47:Z(I>)  rrzjj  ^^^yl^!Li^dad-n  +  =G./;,  dç,-JJ'jG{\h  l')/(II)  r/lin- 

formule  (jui  nous  donne   la  soluliou  de  oj  =/  prenant  des  valeurs 
données  sur  (S)  :  l'intégrale  trij)le  est  /a  solution  nulle  sur  (S). 
Formons  cette  fonction  de  Green  :  pour  cela,  posons 

U(ilV)^±^j'£  \(n,ix)o(iJ.,v),i^dT, 

Z,.,r,  étant  la  portion  de  i  comprise  entre  les  plans  caractéristiques 
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de  cote  y  etr](y^ri),  j.  un  point  de  S  de  cote  t,  t  l'arc  de  la  courbe  I\; 
<p  sera  donné  par  la  formule 

ni  étant  un  point  de  1^.  .^  de  cote  /,  et  s  l'arc  de  la  courbe  F,  (  '  ). 

On  démontrerait,  comme  dans  le  plan,  la  formule  [form.(i3),  §  4*j 

G(n,p)=^é'U(n,i>)      (o<„-<i). 

Envisageons  maintenant  -yr  ('  =  i,  2)  et  pour  cela  -7— 
-7-^  étant  donné  par  l'équation 

Ce  que  nous  nous  proposons  ici,  c'est  d'étudier  des  intéjjralcs  de  la 
forme 

Des  transformations  d'intégrales  basées  sur  la  formule  de  Diriclilet 
permettent  de  voir  aisément  que 

$([j.)  étant  la  solution  de  l'équation  intégrale 

fi    Ç\{J\,iJ.)f(\\)dQ.u.  —  -<i>{i>-)-^-^ff    \{lJ.:in)<b(m)dsdt. 

Il  résulte  des  propriétés  d'accroissement  du  premier  membre  de 
cette  équation  que  la  fonction  M'  possède  un  accroissement  d'ordre 


(')  Le  signe  —  dans  celle  formule  lienl  à  ce  ([ue,  dans  V(1I,  fi),   le  rayon 
vecteur  va  de  ^  à  H. 
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non  nul  par  rapport  à  n  et,  par  suite,  V intégrale,  l  a  un  sens,  d'après 
ce  que  nous  avons  vu  plus  haut. 

Si  f  satisfait  à  la  limitation  |  fl-iC.Fy'^,   on  établit  sans  peine  la 
formule 


|ll<(L)B(i,y-.,)F/""=- 


En  rapprochant  ce  résultat  des  formules  (3)  et  (4),  on  voit  donc 
que  l'on  peut  écrire 


(5) 


I  l'ffG(n,P)/(n)d<>n 


el 


dG 


-A-,  '^'''' 


r/'/i-ii 


<(L)B    -,-/  +  .     F/ 


T  +  .-; 


40.   Nous  aurons  également  besoin  dans  la  suite  des  intégrales 


Posons 


'y 


Cette  fois,  nous  envisageons  H  comme  solution  de  oz  =  o  en  x',, 

(G)  f  =  4^/i"    V(fx.P)^(,,ll)./.^., 

'I  satisfaisant  à  l'équation 


(7) 


f)U(n,|ji) 


:  +(^,  H)  +  ^yj^    V(M,  iji)  |,.('«,  \\)dsdi. 


dW 


Or,  si  nous  remplaçons  -^  par  sa  valeur  (0)  dans  1',  il  vient  après 
transformation 


(«) 
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Si  nous  faisons  subir  aux  deux  membres  de  l'équation  (7)  l'opé- 
ration 


ffl 


ATI)  dan, 


nous  constatons  que   la   fonction   ^'(ul)   définie  par  la  formule  (8) 
vérifie  l'équation  intégrale 


(in)  fis 'II. 


Or,  cette  équation  se  résout  sans  difficulté.  Si 

I/(n)|<Fr;r, 

le  premier  membre  admet  la  limitation  donnée  par  la  formule  (4)  et, 
par  suite,  W  admet  une  limitation  analogue;  de  plus,  F  tend  vers  une 
valeur  bien  déterminée  sur  le  bord,  puisque  nous  l'avons  exprimé  par 
une  intégrale  -i,  et  admet,  quel  que  soit  P,  une  limitation  analogue 
à  "T,  d'après  la  formule  (2).  Il  résulte  de  là  que 


^^>       |//XS^^"^- 


<(L)FB(l,y-f-.)/"^ 


dG 


Ouand  le  point  P  vient  sur  ii,  -—  tend  vers  zéro,  si  II  est  à  l'inté- 

rieur  de  (S).  Or,  on  peut  tracer  à  l'intérieur  de  (S)  une  surface  voi- 
sine (S')  telle  que  l'intégrale  I',  étendue  au  volume  compris  entre  (S) 
et  (S'),  soit  aussi  petite  qu'on  le  veut.  On  déduit  de  là  que  V inté- 
grale (I)  elle-même  tend  vers  zéro  quand  P  vient  sur  I!. 

41  .  PuOnLÈMES    AUX    LIMITES    RELATIFS    AUX    ÉQUATIONS    GÉNÉRALES    nU    TYPE 

PAUAiiOLiQUE  ELLIPTIQUE.  —  Envisagcous  l'équatiou 

(Pz  d-z  (Pz_  jh_  dz_  àz^         _ 

'  àx\       "     dx^  ()x«_  '  àxl  '  ()x,  '"  dx^  dy 

A1A2— B'>o,         b<o. 

Il  résulte  de  la  théorie  des  équations  elliptiques  que  l'on  peut,  par 
un  changement  de  variables,  rendre  A,  et  A.  égaux  à  —  6  et  B  nul. 
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On  obtiendra  ainsi  l'équation 

h^unicilé  d'une  solution  prenant  des  valeurs  données  sur  une 
surface  (S)  se  démontre  sans  difliculté  par  le  même  procédé  que  dans 
le  plan. 

Cette  solution  vérifie  Téquation  suivante  : 

(e)    z{x^,jc,,j)=—~  I  I  j  («1^+  «s^  +  c-jGrf?,rft,rfr)-i-Ç(^,,jrj,y), 

la  parenthèse  étant  fonction  de(^|,  ^o,  y]),  et  ^  étant  la  solution  de  i-=y 
prenant  sur  (S)  les  valeurs  données. 

Supposons  que  la  fonction  donnée  sur  (S)  admette  sur  chaque 
courbe  F  une  dérivée  par  rapport  à  a,  pourvue  d'un  accroissement 
d'ordre  non  nul,  qu'elle  possède  par  rapport  à  y  un  accroissement 

d'ordre  supérieur  à  -  et  qu'elle  soit  dérivable  dans  S„  :  alors  les 

y,   ■    .       OX,      à^        .  ,        , 

dérivées  ^^ — j  -3 —  existent  au  bord. 

Il  en  résulte  alors,  d'après  les  formules  (5),  que  la  méthode  des 

approximations  successives  nous  donnera  z,  -^ — )  - —  au  moyen  de 

séries  absolument  et  uniformément  com-ergentes,  vérifiant  l'équa- 
tion (e).  On  passe  de  là  à  l'équation  {c.)  parla  même  méthode  que 
dans  le  plan. 

Cette  résolution  du  problème  aux  limitesproposé,  par  le  moyen  d'une 
équation  intégro-difïérenlielle,  permet  de  traiter  le  même  problème 

pour  l'équation  o:—f(x\,  x.,,  z,  -t-^>  -y^  j,  /  étanl  lipsc/iilzienne 
en  z,  -T-^,  —  :  la  détermination  de  la  hauteur  du  domaine  dans  lequel 

on  peut  opérer  se  fait,  comme  dans  le  plan,  au  moyen  de  formules 
toutes  semblables.  Le  calcul  de  la 
n'insisterons  donc  pas  sur  ce  point. 


toutes  semblables.  Le  calcul  de  la  solution  est  aussi  anal()<i;uc.    Nous 


4*2.     Méthode   spf.cialf.  a    i.'éql.vtion   li.nkaire.    —    On  peut   aussi, 
comme  dans  le  plan,    transformer  l'équation  (e)  en  équation  inté- 
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grale 


(<.'') 


Oiiaiid  la  chose  est  possible,  c'esl-à-clire  (juaiida^  cl  a.,  adnii'ltcnt  une 
déiivce  par  rapport  à  x,  cl  à  x\  respectivement,  c'est  sons  celte 
l'orme  (jii'il  convient  de  traiter  le  |)roljiènie,  car  il  n'exige  sur  1rs  don- 
nées d'autre  hypothèse  que  celle  de  ta  continuité  et  il  ne  nécessite  (pie 

l'étude  de  —^,  qui  se  fait  très  simplement,  comme  nous  l'avons  vu  dans 

le  paragraphe  M).  La  formule  (9)  fournit  immédiatement  une  série  de 
comparaison  pour  calculer  :;  et  l'analyse  de  cette  équation  est  dès  lors 
entièrement  analogue  à  celle  de  l'équation  (e')  dans  le  plan.  Ici  les  con- 
ditions sont  donc  :  -r—^  et  -r^  existent  [et,  par  suite,  a^  et  a.,  satisfont 

aux  conditions  (A)],  c  et  f  satisfaisant  aux  conditions  (A),  les  coef- 
ficients et  les  données  sont  continus. 

Citons  également,  sans  (ju'il  soit  besoin  d'insister,  les  généralisa- 
tions relatives  aux  séries  de  solutions  et  au  cas  où  So  se  réduit  à  un 
point.,  puis  à  celui  dans  lequel  S  admet,  en  certains  points,  ou  bien  le 
long  de  certaines  courbes  T,  un  plan  langent  horizontal.  Les  mêmes 
résultats  que  dans  le  plan  subsistent  avec  de  simples  modilicalions  de 
langage,  qu'il  est  inutile  de  reproduire  ici. 


CHAPITRE  III. 

SUR    LA    Î^ATL'RE    DliS    SOLUTIONS    DES    ÉQUATIONS    l)r    TYl'Ë    l'AHAIiOLlQUE. 

Si  nous  envisageons  l'équation  de  la  chaleui- 

toute  solution  régulière  dans  une  région  A  est  une  fonction  analy- 
tique de  X  dans  celte  région  :  c'est-à-dire  que,  si  P  (.'r„,  j^)  est  un  point 
de  ,A,  z{x.i  y)  sera  déveioppable  suivant  une  série  entière  en  (.%•  —  x„) 
■^t,  par  suite,  sera  liolomorphe  dans  un  ccrclr  du  ])!an  de  la  variable 
complexe  ./;,  ayant  pour  centre  le  point  (xo,  o). 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome   IX.  —   hase.  IV,  iiji3.  J-J 
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Celle  propriété  a  été  étendue  par  M.  l^evi  aux  solutions  régulières 
de  i'équalion  cz  =fÇx\  y),  quand/ est  ellc-tnèuie  une  fonction  analy- 
tique de  X  dans  la  région  A. 

Si  nous  revenons  à  la  solution  r  de  oz  :=  o,  nous  voyons  qu'on 
pourra  délerniiner  deux  nombres  M  et  p  tels  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  v  appartenant  à  un  intervalle  (a,  [i),  on  puisse  écrire 


(2) 


< 


M  n  ! 

P" 


d"  :■         d-"  z 
et,  comme  réqualion  (i)  entraîne  —^  =:  y- ^'  on  aura  donc,  [)Our 

toutes  les  valeurs  r  de  l'intervalle  (y.,  jB),  en  posant  p-  =  R, 


â"  =  {^„y) 


ÛY" 


< 


La 


limilalioii  ainsi  trouvée  a  conduit  M.  Ilolmgren  à  envisager 
une  classe  de  fonctions  X  de  la  variable  y  satisfaisant  aux  conditions 
suivantes  : 

i"  Elles  sont  indèfiniinenl  dci-iva/dcs  dans  rintervalle  (y.,  [i); 


r/",")C 


(/}■" 


<£(l^,MelU 


2°  Leurs  dérivées  satisfont  à  la  iiinilalion 
étant  indépendants  de  r. 

Nous  désignerons  une  telle  fonction  sous  le  nom  àc/onc/io/i.  3C  (ou 
d'espèce  3e)  ou  encove  fonction  3C„,  lorsque  nous  voudrons  spécifier  le 
nombre  11  qui  ligure  dans  FinégaliLé  caractéristique. 

Nous  pouvons  donc  dire  (}ue  toulc  solution  de  S:  =  o,  régulière 
dans  .a,  est  une  fonction  analytique  de  x  et  une  fonction  ."IC  de  y. 

Ce  sont  les  résultais  [)récédeuls  (jue  nous  proposons  de  généraliser 
et  de  compléter  dans  le  Chapitre  actuel. 


1.  —  L'analyticitê  par  rapport  à  t. 

l*(Kir  démontrer  (pf  une  fonction  cslanalyliquc  onpeul,  soit  l'étudier 
dans  le  champ  complexe^  soit  démontreiY/c//?.y  le  champ  réel  des  iné- 
galités de  la  forme  (2).  C'est  la  première  mélliode  (pic  nous  allons 
employer  tout  d'abord. 
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43.  Analyticité  des  istéorales  ^a,  -^,  m.  —  Les  intégrales  3„,  -i,  Dr 
sont  (/es  fonclions  analytiques  de  x  dans  toute  région  ne  conte- 
nant pas  la  courbe  x  =  ^(y)  ou  le  segment  AjA^,  (').  Si  donc  nous 
appliquons  la  formule  fondamentale  (a)  à  un  contour  (C)  rectangulaire 
situé  dans  la  région  ^,  où  la  solution  :  de  iz  =  o  est  régulière,  nous 
déduisons  de  là  l'analylicité  de  -  par  rapport  à  x. 

Portons  notre  attention  sur  le  domaine  du  plan  de  la  variable  com- 
plexe X,  dans  lequel  les  intégrales  (prisf^s  le  long  de  O^), 

sont  holomorphes  (-).  Si  nous  posons  x  ^  x^  +  ix.,,  3„  devient 


J",  —  .r:;-(-2/x,  .r. 


f       e         *'^-'"        9(ï))c?ïi, 

0    vy  —  rt 

ce  qui  nous  montre  que  a„  sera  holomorphe  r/an.?  les  deux  angles  for- 
més par  les  bisseclrices  OR,  OR'  des  angles  des  axes  Ox,  etOx^,  et 
contenant Ox^  {fig.  9),  car  on  a  alors  x\^  xl. 

Le  rayon  de  convergence  de  3o  autour  d'un  point  (a7„,  o)  du  plan  de  x 

sera  donc  ——•  La  même  conclusion  s'applique  à  3. 
V  *  _ 

Quant  à  ;K,  c'est  évidemment  une  fonction  entière  de  a;  :  la  for- 
mule (x)  nous  montre  donc  que  la  fonction  z  est,  en  chaque  point  P 
de  S  une  fonction  analytique  par  rapport  k  x,  le  rayon  de  convergence 
étant  égal  à  -^^  û  d  est  la  plus  courte  dislance  de  P  aux  côtés  verti- 
eaux  du  rectangle  (''). 

(')  Voir  GouRSAT,  p.  3o4  S(]q. 

(^  )  Ce  que  nous  allons  dire  s'appliquerait  aussi  aux  intégrales  (7  entier  >  o) 

/     ,  e    ■'     '^'o(n)(tn     et       /     ^e    '    ''o(ïi)(/ïi. 

(')  Lorsque  le  contour  n'est  pas  rectangulaire,  les  intégrales  ^^  et  3  sont  rela- 
tives à  des  arcs  de  courbe  x  z=  X(/)  et  le  rayon  de  convergence  est —  : 

le  domaine  où  z  est  liolomorplie  est  alors  limité  par  l'enveloppe  des  cercles  de 

1^ X  (  y)  I 

centre  (x,  o)  et  de  rayon '-^^ —  ■  c'est  un  carré  qui  varie  avec  y. 

\/2 
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Nous  avons  vu  que,  quand  x  est  réel  et  tend  vers  zéro,  Tinlégrale  > 
tend  vers  -^nsjr^o  (y),  suivant  que  x  est  positif  ou  négatif.  Voyons  si 
cette  pi-opriété  .suhsix/r  quand  x  rst    complexe  :  supposons,    par 


'•''S-  0- 


exemple,  ([ue  x  tonde  vers  zéro  cmi  restant  dans  l'angle  ROR'  :  nouspou- 
vons  écrire 


/y  ^ 
5-e    ''- 


r/Y) 


«^0    {y  —  -ft)- 


'■  [(f{-n)  —  o{y}\dn. 


Le  changement  de  variable  x.=  is\y  —  ï)  transforme  la  première 
intégrale  en 

\o{y)j      e-^-ds, 

prise  suivant  un  cliemin  dont  la  direction  asymptolique  est  celle  qui 
correspond  à  l'argumonl  de  x.  Si  donc  x  tend  vers  zéro  suivant  un 
chemin  situé  dans  l'angle  ROR'  (')  la  valeur  de  cette  intégrale  tendra 
comme  on  le  sait  vers  2  \'t:  cf  (y). 

Si  le  cliemin  de  (.r)  n'est  pas  langent  au\  hisseclrices,  dans  la  seconde 

(')  Ce  olieinin  peut,  d'ailleurs,  être  tangent  à  OR  ou  OH'  ou  même  coïncider 
avec  ces  deux  droites;  mais  dans  le  texte  nous  le  supposons  non  tangent.  On 
peut  montrer  rpie  ■^(•v,y)  est  conliiiiie  {\ers  la  droite)  eji  tout  |)iiinl  de  HOIV. 
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intégrale,  on  a  ./;';;  —  x',^  A-|  x\-,  X  étant  un  nombre  fixe,  et,  par  suite, 
L'intégrale  adinet  donc,  comme  limitation, 


(v-r,)-^ 


).'|t|' 


et  ceci  tend  vers  zéro  quand  \x\  tend  vers  zéro,  p  étant  continue, 
puisque  c'est  une  intégrale  du  type  -3  dans  le  domaine  réel.  En  défini- 
tive, dans  les  conditions  où  nous  nous  sommes  placés,  la  formule  de 
disconlinuiU'  des  intégrales  -^  est  encore  valable;  si  ç/(o)  =  o, 
:s  (x',^)  tend  vers  zéro  avec  x  e\.y. 

On  démontrerait  de  même,  sans  difficulté,  que  l'intégrale 

tend  vers  2  \-']>(.ro)  lorsque  y  tend  vers  zéro  et  que  x  tend  vers  un 
point  Xd  inlérieur  à  (a,,  a.,),  par  valeurs  complexes  a?, -+-  ix^,  telles 

que  —  tende  vers  zéro. 

Les  propriétés  précédentes  s'appliquent  à  une  solution  de  oz  =  /, 
qui  est  une  somme  d'intégrales  -îj  et  3. 

4i.  Anai.yticité  [)E  l'intégrale Z.  —  L'analyticité  de  Z  [formule  (23), 
§  8],  quand/  est  analytique  en  x,  démontre  celle  des  solutions  régu- 
lières de  Sr  =  ./•  Cette  propriété  a  été  établie  par  M.  Levi  (p.  23ç))  : 
nous  inspirant  du  même  point  de  vue,  nous  allons,  tout  d'abord, 
donner  une  démonstration  plus  simple  basée  sur  les  propriétés  des 
intégrales  multiples  de   fonctions  de  plusieurs  variables   complexes. 

Nous  supposons  le  contour  (C)  rectangulaire,  car  c'est  un  contour 
de  ce  genre  que  nous  envisagerons  toujours  dans  la  suite,  mais  le  rai-, 
sonnement  que   nous    allons    faire    n'evige    nullement    cette    liypo- 
thèse.  Soit  CABD  ce  contour  (nous  modifions  ici  nos  notations  anté- 
rieures). 

L'intégrale  (o  <  t  </) 

—  2  v/SZ,  =  f  f         '       e'  "^^"^  /(i.  n  )  rti  dn  -=  f  f     V/dl  <ln 
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est  une  fonction  analytique  de  x,  pour  des  valeurs  données  de  v  cl  t. 
Puisque  U  et  /  sont  analytiques  en  H,  cette  intégrale  conservera  la 
même  valeur  dans  le  domaine  complexe  à  trois  dimensions  x,,  x\,  y, 
si  on  retend  à  une  surface  2  passant  par  le  contour  ABN'M'. 
Nous  pouvons,  en  particulier,  choisir  une  surface  passant  par  le 
point  p{x,,  x„,y)  :  soit  -(^,,  ç.,,  y])  un  point  quelconque  de  î:.  Or, 


nous  avons 


-^.''-u,-^,)' 


L'exposant  de  e  dans  cette  formule  sera  donc  négatif  si  la  pente 


Via.  lo. 


do  la  droite  1*-,  projection  de  p~  sur  le  pian  do  la  variable  œ,  est  com- 
prise entre  —  i  et  -i-  i  (/ig-  lo).  Supposons  celte  condition  vérifiée 
(au  moins  pour  Y]  voisin  àey). 

Remarquons  que  tout  ceci  n'exige  nnllement  que /soit  analytique 
sur  le  co/Uour  (C)  :  il  suffit  (jue/ satisfasse  aux  conditions  de  Cauchy 
à  l'intérieur  de  S  et  soit  continue  sur  2  et  vers  l' intérieur  de  1  :  au 
reste,  pour  l'objet  qui  nous  occupe,  il  nous  suffit  de  remarquer  que  / 
peut  simplement  être  conlimio  sur  (C). 

Traçons  X  intérieure  ment  mi  domainccD,  commun  au  domaine  d'ana- 
lyticité  de  /  et  au  prisme  'f  formé  par  les  quatre  plans  menés  par  AB, 
(]D,  et  inclinés  à  45"  sur  lo  plan  x^Oy,  ce  prisme  olaiit  liiuilé  dans 
un  sens  par  la  section  droite  passant  par  AB  :  la  surface  ï  pour  m  ("Ire 
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constituée,  par  exemple,  par  un  prisme  (ou  un  cylindre)  intérieur  à  ÛB, 
ayant  comme  arêtes  AB  et  CD,  et  comme  base  les  sections  droites 
AB,  M'N'.  L'intégrale  envisagée  ne  contiendra  pas  de  termes  relatifs 
à  ces  deux  sections  droites,  car  les  éléments  r/;,  dri  et  dq(£i.,  y  Ggurent 
seuls.  De  plus,  d'après  la  façon  même  dont  nous  avons  choisi  1, 
on  a 

\-r-i—l'.\>'>A-ri  —  cA         el  \cindi,\<.^\dl^do\. 

A  et  i).  étant  dos  nombres  lixcs,  avec  o<;  A  <^  i  (  ').  Il  résulte  de  là  (jue 

I  -'-'-^'l        -'■'■■-^■", ,-).., 

et  que  le  module  de  l'intégrale  /  /  Vifdidt^,  étendue  dans  le  do- 
maine complexe  à  la  surface  ombrée,  est  à  un  fadeur  constant  près 
inférieur  à  l'intégrale 


F  /    /  V(i._„f);x„y)dç,dr,, 


étendue  au  rectangle  M'N'NM,  F  étant  le  maximum  de  \f\  dans  (0  : 
l  intégrale  de  surface  a  donc  un  sens  el  tend  vers  zéro  avec  £,  et  cela 
uniformément,  quelle  que  soit  la  position  de  /)  à  Tinlérieur  du  do- 
maine cO  (■). 

Ceci  prouve  que,  lorsque  t  tend  vers  zéro,  les  fonctions  Zj,  qui  sont 
analytiques  en  x",  tendent  vers  une  fonction  limite  Z,  qui  estellc-mème 
analytique  en  X' à  l'intérieur  de  (0,  et  il  suffit,  pour  cela,  que  /  soit 
fonction  analytique  de  x  à  l'intérieur  de  cO  et  continue  sur  (C). 

(')  Dans  le  cas  où  ^  est  un  piisme,  on  a  dn  dc^,z=z  ^dçidri,  fx  élaiil  fixe. 

(-)  Si  le  contour  (C)  est  quelconque  on  trouve,  au  lieu  d'un  prisme  ou  d'un 
cylindre,  la  surface  engendrée  par  des  droites  à  45°,  parallèles  au  planx,  O.fj  et 
s'appuyant  sur  (C).  Si  les  points  du  plan  vertical  AB,  non  situés  sur  la  droite  AB, 
n'appartiennent  pas  au  domaine  d'analyticité  de/,  il  faudra  limiter  le  prisme, 
passant  par  ^,  par  une  section  oblique  contenant  AI5.  Au  lieu  de  ce  prisme,  on 
peut  aussi  prendre  pour  surface  i  le  cône  de  sommet  p  et  de  base  MABN.  En  effet, 
les  intégrales  étendues  au\  triangles/?  AM  et/>BN  ont  été  envisagées  dans  le  texte 
reste  donc  celle  qui  est  relative  à  p \B.  Or  elle  prête  aux  mêmes  remarques  que 
les  deux  autres,  si  p  reste  à  droite  du  plan  vertical  AB,  car,  dans  le  plan  /jAB.  le 

module  de   l'exponentielle  est  égala  e  *o-'|i^  2/«  étant  la   pente  du 

plan  /)  AB. 
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La  inriiio  (Irnionstralioii  prouverait  Vanalyticitc  de  —■ 

Il  résulle  de  là  (jue  loule  solution  z  de  o^  ^=  f  prenant  sur  (C)  des 

valeurs  continues  cl  deriiablcs  est,  ainsi  que  ~y  analytique  en  x  à 

l'intérieur  de  tO  :  en  efTet,  celte  solution  et  sa  dérivée  peuvent  être 

représentées  par  des  inléi;rales  des  types  ■^„,  -"»,  tx',  Z>  — '•  De   plus, 

;:  et-r^  sont,  dans  le  domaine  co,  continus  aux  points  du  contour  (C)('). 

4d.  Anai.yïicite  dks  solutions  i)K  i."i.(,tUAïioN  i,im:amik.  —  Soit  :  une 
solution  de  Téqualion 

àz=:  a  — \-  cz  -\-  f, 

régulii)re  dans  une  région  .ft  où  les  coefficients «,  c, /'son ides  fonctions 
analytique  de  x. 

Si  nous  appliquons  la  formule  fondamentale  à  cette  solution  et  au 
contour  rectangulaire  MABN  situé  dans  , a,  nous  voyons  que  ;  est  la 
solution  d'une  équation  de  la  forme 

-(■^.  j)= 7=   /   /      n{irn)'^.  +  c{l,-f\)z\\]{l,-n\  X,  y)dtdr,  +  z{.r,  y), 

Z  étant  la  solution  de  oz  =y  prenant  sur  le  contour  une  valeur  égale  à 

la  diiïérence  des  valeurs  de  r  et  de  rinté"ralc  double  :  ;  et-  ^   sont 

donc  continus  sur  le  contour  (-)  et  analytiques  en  x  à  riiilérieur  de  â">. 

Supposant  :;  connu,  nous  pouvons  calculer  r  par  la  méthode  des 

approxunations  successives  qui  nous  (lonn(Ma  pour  :  et  y-  une  série  de 

comparaison  entière  en  \y .  Ce  calcul  est  valable  dans  le  domaine  ron)- 
plexe,  puis(jue,  d'après  le  paragra[ilie  précédent,  les  inlégrales  doubles 
dans  le  domaine  coin[)lexe  sont  conqjarables  aux  inl(''gralcs  étendues 

C)  iQ  éUuil  clioisi  tel  qiied^j  soil  iiifiiiiiiieiit  pelil  par  lapjxiil  à  y —  r,,  (|uaiid 
f)  lend  vers  AH,  d'ordonnée  r,  (à  cause  des  intégrales  ÎK)  :  ceci  aura  lieu  si'  la 
pente  de/? AB  reste  finie. 

(-)  L'intégrale  double  prend,   en  effet,   sur  le  contour,    une   succession    de 

, .  .     ,  ,         .  da     de     dz     d''z         .  , 

valeurs  derivablo  puisque  — »  -r— >  -r— >  -t—;j  existent  dans  t'n. 
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aux  domaines  réels  S,.  Il  sutfira  de  multiplier  la  série  majorante  du 
domaine  réel  par  un  facteur  convenable  pour  avoir  une  majoration 
valable  dans  le  domaine  ;0  et  sur  (C),  et  chaque  terme  ^„  de  la  série 
ainsi  formée  est  analytique  clans  CO  et  continue  sur  (C),  dO  étant  un 
domaine  dont  la  frontière  contient  (C),  qui  est  commun  à  f  et  au 
domaine  d'analyticité  des  coefficients  a,  c,  /,  et  choisi  tel  que  la 
pente  de  p AB  reste  finie  (cf.  notes  du  §  44).  Nous  obtenons  donc  une 
série  uniformément  convergente  dans  to  et  sur  (C)  et  dont  la  somme 
définit  une  fonction  analytique  de  a:  à  l'intérieur  de  (D  qui  coïncide 
avec  la  solution  ;  quand  x  est  réel. 

Cette  conclusion  s'étend  évidemment  à  l'équation 

p.  d-z  à:  03- 

quand  l>  garde  un  signe  constant  et  est  analytique  en. rdansoil,  puisque 
le  changement  de  variable  qui  ramène  cette  équation  à  l'équation  (.:;) 
est  analytique  en  x. 

Nous  obtenons  ainsi  ce  TiiÉonÈJiE  :  Quand  les  coefficients  de  V équa- 
tion linéaire  (E)  sont  des  fonctions  continues  analytiques  par  rap- 
port à  X  dans  une  région  A,  toute  solution  réiiulière  dans  cette 
région  est  également  analytique  en  x. 

46.  EouATiONS  NON  LiNÉAiiîES.  —  Faisons  tout  d'abord  une  remarque 
capitale.  Toutes  les  foi-mules  de  limitation  que  nous  avons  données 
dans  le  premier  Chapitre  et  dans  la  Note  relative  au  contour  rectan- 
gulaire sont  aussi  exactes  dans  le  domaine  complexe.  Ceci  résulte 
des  remarques  que  nous  avons  faites  sur  la  limitation  du  facteur  expo- 
nentiel qui  figure  dans  les  intégrales  simples  ou  doubles  que  nous  avons 
rencontrées  jusqu'ici  :  ces  intégrales  sont,  dans  le  domaine  complexe, 
comparables  aux  intégrales  analogues  prises  dans  le  domaine  réel.  De 
plus,  la  formule  des  accroissements  finis  est  valable  pour  deux  points 
quelconques  intérieurs  à  (0  ou  sur  (C).- 

Cela  posé,  envisageons  l'équation 

oz=f{x,y,z,  p) 

dans  une  région  A  du  plan  où  /  est  une  fonction  analytique  de  x,  z.  p, 
quand  |j|  et  l/jj  restent  inférieurs  à  N.   Soit  :  une  solution  régulière 

c  ' 
Jouin.  de  Math.  (6'  série),  lonic  l\.  —  Fasc.  IV,  igiS.  -*  I 
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dans  A  et  prenons  un  contour  (C)  rectangulaire  intérieur  à  A  :  r  est  la 
solution  de  l'équation 


î/X  4-"^)  "*■"'' 


:;  étant  défini  comme  dans  le  paragraphe  précèdent.  La  résolution  de  cet  te 
équation  par  approximations  successives  nous  donnera  donc  une  suite 
de  fonctions  :;„,  /;„,  de  modules  inférieurs  à  N,  si  la  hauteur  du  rec- 
tangle est  assez  petite.  I.a  limitation  de  ces  fonctions  et  de  leurs  diffé- 
rences successives  dans  le  domaine  complexe  ne  différera  des  limita- 
tions établies  dans  le  domaine  réel  que  par  l'introduction  d'un J'aclru/- 
constant. 

m 

11  résulte  dr  là  que  nous  obtiendrons  z  comme  limite  d'une  suite 
unlfoniithncnt  ro/MY'r^e/?/(?  de  fonctions  analytiques  et  que,  par  suite, 
-  sera  fonction  analytique  de  x. 

Soit  maintenant  l'équation 

'•=f{x,y,z,p,q)        (/,;>o), 

f  étant  continue  en  y  cl  analytique  en  .r,  ::,  p,  y,  toujours  dans  les 
mêmes  conditions  que  précédemment.  Si  nous  employons  la  méthode 
suivie  dans  le  paragraphe  50  pour  calculer  la  solution  au  moyen  de 
ses  valeurs  sur  le  contour  rectangulaire  (C),  il  nous  faut  faire  des 
hypothèses  où  intervient  j'.  La  méthode  indiquée  au  paragraphe  55 
suppose  au  contraire  des  conditions  relatives  aux  dérivées  par  rapport 
à  X,  qui  sont  ici  évidemment  réalisées  d'après  l'analy  ticité  de  /' ;  mais 
il  subsiste  encore  la  condition  (juo,  pour  un  accroissement  de  y, 
/"'  admette  un  accroissement  d'ordre  non  nul. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  dans  le  cas  actuel,  nous  pouvons  faire 
tomber  cette  hypothèse  :  en  effet,  au  lieu  de  faire  le  changement  de 
variable  (56)  (§  29),  posons/  =  i o{y)dy,   avec 

r 

'^  /vl'^. /•-(«./)•/'(«>  J).  </(«•.'•)]' 

a  désignant  l'abscisse  du  point  A  :  nous  pouvons  faire  ici  ce  chan- 
gement de  variables  parce  (pie  nous  connaissons  d'avance  les  valeurs 
de  la  solution  et  de  ses  dérivées. 


<^[|^-^|  +  |  3-.. (a,  r)| +  !/.-/;(=(.  r)|  +  . m  |,,-y(«,y)|];:»|-'. 
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Nous  obtenons  alors,  en  posant  -^  =  7  =  -^, 

^  Oy        '       <? 

r  —  q  =/(-r,  r,  -,  p.  q)  —  q  =  (|/(x,  y,  z,p,  q)' 

(^'\'  _,  ^/      ,_  /:,{x,  y^  ■^,  p.  g)  -  f:,\  y-,  y,  :(  <x.  r),  pia.y)-  gix.y)]^ 

dq        '^  (h        '~  /,{«■••) 

et  l'on  déduit  de  ranalylicité  de  /  que,  .m  et  m  étant  le  maximum 
et  le  minimum  de  /'  (a. . .),  on  a 

àq 

Or,  il  résulte  des  formules  (71)  que,  de  même  que  dans  le  para- 
graphe 50  nous  avons  pu  prendre  la  hauteur  h  assez  petite  pour 
assurer  la  convergence  des  approximations  grâce  à  la  limitation  de  ^*', 
de  même  ici  nous  pourrons  prendre  la  largeur  du  rectangle  assez 
faible  pour  réaliser  le  même  objet. 

Les  calculs  sont  entièrement  semblables  à  ceux  qui  ont  été  faits 
dans  le  paragraphe  50:  il  suffira  de  prendre  comme  première  approxi- 
mation une  fonction  analytique  de  x  telle  que  z„,  />„,  g^  coïncident 
avec  5,  p,  q  sur  AB,  ce  qui  est  toujours  possible;  x  jouera  alors  le 
rôle  que  jouait  y,  et  AC  le  rôle  que  jouait  AB  {fig.  10). 

Toutes  les  formules  de  limitation  s'applicjuant  dans  le  domaine 
complexe,  nous  déterminerons  encore  ici  la  fonction  :;  comme  limite 
d'une  suite  uniforme  m  eut  convergente  de  fonctions  analytiques, 
sans  hypothèse  (autre  que  celle  de  la  continuité)  concernant  la  nature 
dey  relativement  à  y. 

Les  résultats  de  ce  paragraphe  peuvent  se  résumer  dans  la  nnopo- 
siTiON  SUIVANTE  :  Toutc  solutio/i  de  iéquation  r  =f(x,  y,  z,  p,  q) 
régulière  dans  une  région  SI  du  plan  est  une  fonction  analytique 
de  X,  si  f  est,  dans  la  région  Si  et  pour  les  valeurs  qu'y  prennent  -, 
p,  q,  une  fonction  analytique  de  .r,  0,  p,  q,  continue  en  y^  la 
dérivée  f^  gardant  un  signe  constant. 

En  effet,  si  -^,  p^,  y^sont  les  valeurs  de  :.p,q  en  un  po\nlA(Xf,,y„), 
f  est  holomorphe  en  x,  z,  p,  y,  dans  un  certain  domaine  déluii 
par  \x  —  Xt\,\z  —  Zy\,\p  —  p^\,\q  —  q^\<i  p,  et  l'on  pourra  prendre 
un  contour  rectangulaire  assez  petit  pour  «pie,  en  posant 

z  =  Zx-h  pt.{.r—  .r„)  -^qdy—yo)  +?■ 
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la  détermination  de  Z  soit  possible  à  l'intérieur  du  contour,  puis- 
que alors  les  valeurs  prises  par  t  (et  ses  dérivées)  sur  le  contour 
peuvent  être  rendues  aussi  petites  qu'on  veut. 

La   solution   ainsi    formée   coïncidera   avec  la    proposée    d'après 
l'équation  (54)  du  paragraphe  29,  en  remarquant  que   dans  cette 

équation,  -rÂ,  -^,  -^,  ont  une  limitation  indépendante  du  choix  du 
^  '  az'    dp     Oq  ^ 

contour  (  '). 

47.  Sf.condf.  méthode  poun  dioiontueiî   l'anai.yticité.   —   Considérons 
l'intégrale  —  2 v-Z=  /   /   \}fd\ilr^^  /étant  une  fonction   continue, 

analytique  par  rapport  à  x,  à  l'intérieur  de  S.  Soit  un  contour 
rectangulaire  (C)  situé  à  l'intérieur  de  S  :  la  partie  de  l'intégrale 
étendue  à  l'aire  extérieure  à  (C)  est  évidemment  une  fonction  analy- 
tique de  X  en  tout  point  intérieur  à  (C).  Proposons-nous  de  montrer 

que  l'autre  partie  Z'=  /   /    est  analytique. 

Pour  cela,  remarquons  qu'on  peut  écrire  en  tout  [)oint  de  S'  bord 
compris, 

d"f 


(3 


F  et  R  étant  constants.  Dès  lors,  si  nous  envisageons  la  formule 

obtenue  comme  au  paragraphe  8  en  remarquant  que -r-  =  —  -r^jnoûs 

pourrons  la  dériver  et  appliquer   la  même    remarque   à    l'intégrale 
double  ainsi  obtenue,  et  ainsi  do  suite  indéfiniment.  ?Vous  trouvons 

(')  Il  esl  à   remarquer  que   dans   la    déiiioiislralion   de   ranalylicilc   relative 

à  0;  ^  f(x,  y,z,p)  nous  avons  résolu  une  équation  fonctionnelle,  ne  contenant 

pas  la  fonction  de  Green,  par  des  ajiproviinalioiis  tlonl  les  termes  successifs  ne 

prennent  pas  sur  le  bo.rd   des   valeurs   données.    .\u  contraire,    dans   le   cas   de 

l'équation    r:=f{x,  y,  z.  p,  fj),  il   faut  opérer,    comme   il  a  été  dit  dans  le  cas 

réel,  avec  les  modifications   indiquées  dans  le  présent   paragraphe.   Naturellu- 

àz  .     , 

ment  -r-    sera  l'iralernent  analvtKiue  en  x. 
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ainsi 


Cette  formule  montre  tout  d'abord  que,  siy  est  indéjlnimenl  déii- 
vahle  par  rapport  à  x,  à  l'intérieur  de  S,  il  en  est  de  même  de  Z. 
Utilisons  maintenant  l'inégalité  (3)  et  remarquons  que,  d'une 
manière  générale, 


I  '^{V.'\  °^ 


M  ni  (  d 


\         sl'i 


{voir  §  45),  M  étant  le  maximum  de    /     IJoc/y]  sur    le   cercle  de 
rayon  r  situé  dans  le  plan  de  la  variable  x.  Or, 

^ic;)  J»    s/y  —  -Ti 

$  étant  le  module   maximum  de  ç».  Si  donc  p  est  le  plus  petit  des 
nombres  R  et  r;  on  a 

^<^^[(«-0! +  <!(/.- 2)! +...+  (/<-.)I]  +  2v'^j^r 

chaque  terme  du  crochet  est  inférieur  à  (//  —  i)!   On   peut   donc 

écrire 

d"Z'       ,    f-Fnl 

ce  qui  démontre  l'analyticilé  de  Z'  et  {)ar  suite  de  Z  dans  toute  région 
intérieure  à  S'  et  par  conséquent  à  S. 

On  déduirait  de  là  une  seconde  méthode  pour  démontrer  l'analyti- 
cilé des  solutions  de  l'équation  linéaire.  Comme  nous  utiliserons  un 
procédé  tout  à  fait  sernblable  dans  le  paragraphe  oô,  nous  nous  bor- 
nerons pour  le  moment  à  signaler  cette  démonstration. 

II.  —  L'analyticité  par  rapport  à  y. 

48.  Analyticité  di:s  intkgiîai.es  -\,  .\  rx.  —  Envisageons  l'intégrale 


\{x,y)=  e    "^-i'9(fi)rfr). 

J»    vy  —  n 
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Cen'eslpas,  en  général,  une  fonction  analytique  de  ^,  puisque,  comme 
solution  de  oz  —  o,  3o  est  une  fonction  3e.  Supposons  que  ç.(yi)  soit 
une  fonclfon  analytique  de  y)  à  l'intérieur  d'un  intervalle  (o,  p)  conte- 
nant la  valeur  jK  et  que  cette  fonction  soit  continue  pour_y  =  o.  Soit 

Si  nous  donnons  ky  une  valeur  complexe  jKi  +  'JKî»  cette  intégrale 
est  évidemment  dans  le  plan  de  la  variable  y  une  fonction  analytique 
de  y,  à  l'intérieur  de  toute  région  connexe  située  à  droite  du 
plan  d'équation  /,  =  s  et  faisant  partie  du  domaine  D  d'analyli- 
cité  de  (p.  Si  ce  domaine  contient  la  droite  joignant  l'origine  au 
point  (>'n  J^ï)»  nous  pourrons  prendre  l'intégrale  le  long  de  cette 
droite,  la  détermination  du  radical  étant  celle  qui  coïncide  avec  le 
radical  arithmétique  quand  j'  —  yj  prend  une  valeur  réelle  positive. 

Formons  alors  5|,"  —  :^f'  :  en  remarquant  que  |  \  y  —  "1 1  >  v'>'i  —  'On 
on  a 

•^E'  V/i  — -^1 
et  ceci  tend  vers  zéro  uniformément  (piand  set  t'  tendent  vers  zéro. 
Par  suite,  ~^(x,y)  est  une  fonction  analytique  de  y  dans  toute  région 
à  droite  de  Oy.,  (une  coupure  partant  de  O  suffirait  d'ailleurs),  faisant 
partie  de  D  et  pouvant  contenir  O  sur  sa  frontière,  et  cela  quel  que  soit.r. 
La  même  démonstration  s'appliquerait  à  -"^(i',  >')  en  supposante- 
et  y  :^  o,  car  on  aurait  alors  (  '  ) 

j  e    ' '^■-^'■'  Jr,,,         0.  =  y ,  o  P      {fig.  ,  I ), 

Mais  il  convient  de  voir  si  -■»(•<',  J^)  a  une  limite  quand  x  tend 
vers  zéro.  l*our  cela,  nous  allons  donner  une  seconde  démonstration 
de  l'analylicité  de  -1.  Soit 

3(^,7)  =  /     V{o,  n;  a-,  j)9{ï))  J-n, 


à} 


(')  Celle  iiiéjjalilé  montre  que,  si  7   tçiid   vers  zéro  suivanl   un   cheiiiiii    non 
langent  à  O  jj  el  si  ç  (o)  =:  O,  5  lend  vers  zéro,  quel  que  soil  x. 
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d'où,  en  posant  0  =  ^c    '^ 

y' 


9  -; ^  +  /     V  -—^  dn . 


Supposons  ç.  analytique  à  Torigine  (')  de  façon  que  dans  linler- 
valle  O^,  on  puisse  écrire 


d"o 


dn" 


< 


(Pnl 


0  est  analytique  en  y,  sauf  pour  J'  =  o  qui  est  un  point  singulier 
donc 


rf''S 


dy" 


M  ni 


P-y"\ 


\  étant  aussi  voisin  de  un  qu'on  veut.  D'après  le  même  raisonnement 
que  dans  le  paragraphe  H,  on  conclurait  de  là  que  -3  est  analytique 
dans  une  région  connexe  ne  contenant  pas  l'origine  à  son  intérieur. 

Soit  (y^,  o)  un  point  de  cette  région  sili/é  sur  Ox\  y  étant  com- 
plexe, on  a 

Quand  X  tend  vers  zéro,  -t—^,  tend  vers  2  \  -  -r— jj  et  par  suite  — —  tend 


Oy'i  '     àv'i       -  c^;: 


vers 


■=9(7). 


l^A  formule  de  discontinuilé  est  donc  établie  dans  ce  cas. 
Quant  aux  intégrales 


at 


(.r-Ç, 


e        ■'>      -hiDdl, 


ce  sont  évidemment  des  fonctions  a«a/7'/i</af.y  t/f  y  admettant  l'ori- 
gine commQ  point  singulier.  Voyons  si  la  formule  de  Poisson  s'ap- 
plique quand  y  tend  vers  zéro  par  valeurs  complexes,  avec  la  déter- 
mination positive  du  radical,  et  que   x  tend  vers  x^.    D'après  le 


(')  Sinon  on  isolerait  l'origine  en  partageant  l'int-igrale  en  deux  parties. 
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raisonnement  classique,  il  suffit  iréludier  la  limite  de 


,r-  —  .r  +  c. 


!■»•— SI'  r-    «.rz 


x,-£       Sfy  J.r.-:r-t  ' 


2  V.> 


Si  la  partie  réelle  de  j'  est  positu'e,  on  voit  facilement  (jue  les 
limites  de  l'intégrale  s'éloignent  indéfiniment  dans  deux  directions 
opposées  faisant  avec  Ox  un  angle  inférieur  à  45°.  Par  suite,  la  limite 
est  2  v't^.  D'où  la  formule  de  Poisson. 

49.  Analyticité  de  l'intégrale  Z.  —  Quand  f{j\y)  est  analy- 
tique en  y,  dans  une  région  A  contenant  le  contour  rectangulaire  (C), 
Y analy licite  de  2,  par  rapport  à  y  en  tout  point  de  S  s'établirait  aisé- 
ment par  le  même  procédé  qu'au  paragraphe  47  en  utilisant  la  for- 
mule [?)o/r  formule  (2G),  §  lOJ 

La  démonstration  basée  sur  remploi  du  domaine  coniple.cr  est 
également  très  simple  et  nous  donnera,  pour  les  démonstrations  rela- 
tives aux  équations t,  C^,  el  {.,,  une  marche  analogue  à  celle  que  nous 
avons  suivie  dans  la  section  précédente  (vo'iv  /ig.  1 1). 

Si  nous  envisageons,  comme  dans  le  paragraphe  44,  le  contour 
rectangulaire  MAB.\,  a  et  jil  étant  les  abscisses  de  A  et  13,  l'intégrale  Z 
peut  être  prolongée  analytiquement  de  la  façon  suivante.  Considérons 
la  fonction  (t'  dépend  de  £  et  sera  défini  plus  loin) 

Nous  pouvons  l'écrire 

r'~'' 

h{n;  x,y)=        U(ï,  r,;  .r,  y)/(?,  ■n)di. 

Supposons  quey  soit  une  fonction  continue  en  tout  point  de  Ali, 
a«a///îy«6' e/i  Y),  à  l'intérieur  d'un  cylindre  S  admettant  AB  comme 
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génératrice  et  liniilc   par  les   sections    dioiti-s    coiilciiant   AC,    BD 
(/'étant  analytique  à  l'intérieur  de  ces  sections). 

Dans  ces  conditions,  A(yj;.x-,  v)  est  nric  foMclioii  analytiiiiK-  de  y  à 
droite  du  plan  des  xy.,  et  une  fonction  analytiqne  de  -q  dans  la  portion 
de  S,  bases  comprises,  située  à  gauche  du  plan  perpendiculaire  à  Oy, 

Kig.  !.. 

p 


mené  par/)  :  cette  fonction  est  continue  quand  y  et  r]  tendent  vers 
zéro  ou  que  -q  tend  vers  y.  Nous  pouvons  alors  faire  l'intégration  (5), 
en  supposant  que  y  soit  complexe,  y  —  s' étant  le  point  P' situé  sur  OP 
à  la  dislance  t  de  P,  z  restant  fixe  quand  j^  varie. 

Cela  posé,  il  n'y  a  plus  aucune  dil'liculté  à  voir  ipie,  (piaiid  ï  tend 
vers  zéro,  la  fonction  Z^  lend  unifornicmenl  vers  une  fonction  limite 
pour  tous  les  points  p(x, y,,  y.^)  situés  à  l'intérieur  de  la  portion  lO, 
du  domaine  d'analyticité  dey,  qui  est  à  droite  de  xOy...  Il  suffit  pour 
cela  de  remarquer  que 

r  r        I  '■"-^'' 


'-•    '''-''''f{l,Ti)dld-n,        ï).-rz-fl,  +  roo, 


i^E  étant  la  surface  m' A.\\n' .  Or,  on  |)ent  écrire 

I        I  '-Si'  I 


).'! 


\Jy  —  -(t        v^'i  — ■'Il 

X  étant  nn  nombre  lixe  quand  la  |)ente  du  plan  /)AI)  reste  inférieureà 
unecei'taine  limite  :  Zj  est  donc  comparable  à  une  intégrale  étendue  à 

Journ.  de  Math.  (  C  série),  lome  IX.  —  Faac.  IV,  igii^.  J^ 
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la  projeclion  de  1^.  (  )ii  en  déduit  aisémcnl  ([u'on  obtient  une  fonclion 
analytique  limite  qui  coïncide  avec  Z  ijuand  v  est  réel. 

Même  démonstration  pour  -y 

De  plus,  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  voir  que  les  limita- 

dx 


)7 

tions  Z  et  -r-^  ne  dilTérenl  de  celles  du  domaine  léel  que  par  un  facteur 


coiistatil . 

oO.  Anai.yticitk  dks  solutions  des  ÊoiAïioNs.  —  Soit  une  solution 
de  oz  =/",  régulière  dans  une  région  cft  et  se  réduisant  à  une  fonc- 
tion analytique  de  y  sur  les  côtés  parallèles  à  Oy  d'un  rectangle 
situé  dans  A  :  z  sera  une  fonction  analytique  de  y  k  Tinlérieur  de  ce 
rectangle.  En  effet,  nous  pourrons  déterminer  :;  par  la  somme  d'une 
intégrale  OC,  de  deux  intégrales  ->  et  d'une  fonction  Z.  Les  intégrales  a 
porteront  sur  des  fonctions  o,  (■/]),  yaC"/))  déterminées  par  les  équa- 
tions (x^=x,,  X  ^  X.,,  y=y^  étant  les  équations  des  côtés  du  rec- 
tangle) : 

2V7r.A,  (n-s)- 

F,(ï))  =  ?,(r;)  +  -^   r  '■^'--■^\  e"^""^'  9,(.v)  ris. 
2V'-A„    {r,-sy- 

La  résolution  de  ces  équations  dans  le  domaine  complexe  s'effectue 
comme  dans  le  domaine  réel.  F,  et  F  étant  analytiques  en  •/;,  nulles 
et  continues  pour  y]  ^y^,  9i  et  Oo  jouiront  de  cette  même  propriété. 
-  est  dans  l'espace  (x,y,,y.j)  une  fonction  analytique  de  y  dans  le 
domaine  formé  par  la  portion  du  domaine  d'analyticité  de  /contenue 
dans  le  prisme  avant  pour  section  droite  le  rectangle  :  elle  est  continue 
sur  AB  et  analytique  dans  les  plans  verticaux  AC,  Bl). 

-r^  jouit  de  la  même  propriété  parce  que,  en  vertu  de  la  régularité 
de  r  sur  le  contour,  y^  peut  se  mettre  sous  la  même  forme  que  -  avec 
des  intégrales  -3  portant  sur  des  fonctions  nulles  poury  ^=yo- 

De  là  découle  sans  difficulté,  grâce  aux  limitations  de  Z  et  y-;) 
la  démonstration  des  théorèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons  éta- 
blis dans  la  première  section. 


ÉQUATIONS    AUX     UKHIVKKS    l'AliTIELI.ES    Itl     TVPK     PAltA  llOI.Igr  K .         '(SS 

L'étude  des  équations 

{C  )  Ô;  =  f//)  -4-  (•  C  +  /, 

(vL'i)  dz  =  /(a-,  y,  z,  />) 

se  fait  aisément. 

En  ce  qui  concerne  l'équation 

''  =  f(x,y.  z,  i>,  q)        (/,;>o), 

il  faudra  naturellement  employer  la  méthode  du  [)iUii!j;ra|)lie  ."0,  en 
supposant  que  q  et  r  admettent  sur  AB  un  accroissement  d'ordre 
non  nul  par  rapport  à  x. 

Nous  obtenons  ainsi  les  thkohèmes  suivants  : 

Étant  donnée  une  région  Si  du  plan.,  conte/tant  un  rectangle  dont 
les  côtés  sont  parallèles  aux  axes,  soit  z  une  fonction  continue, 
ainsi  que  ses  dérivées  premières;  supposons  que  z  prenne,  sur  les 
côtés  du  rectangle  parallèles  à  Oy,  une  succession  de  valeurs  ana- 
lytiques en  y.  Dans  ces  conditions,  z  et  ses  deux  dérivées  seront  des 
fonctions  analytiques  de  y  à  l'intérieur  du  rectangle  dans  les  deux 
cas  suivants  : 

i"  Si  dans  la  région  A,  z  est  solution  de  l'équation  (:),  et  si  les 
coefficients  de  cette  équation  son/  à  r  intérieur  de  A  des  fonctions 
continues  analytiques  en  y  ; 

1°  Si  dans  la  région  A,  z  est  solution  des  équations  (v^,)  ou  {c,), 
f  étant  continue  en  x  et  analytique  en  y,  z,  p,  q,  pour  les  râleurs 
prises  par  z  et  ses  deux  dérivées,  la  dérivée  f^  gardant  un  signe 
constant. 

De  plus,  dans  le  cas  de  réqiialioii  (i".),  on  suppose  que  /•  et  q 
admettent,  par  rapport  à  ,r,  sur  les  côtés  horizontaux  du  rectangle, 
des  accroissements  d'ordre  non  nul. 

51.  Analyticité  en  X  ET  y.  —  Les  théorèmes  précédents  ne  seraioiit 
plus  vrais  si  les  deux  arcs  C.,,  (],du  ciuilour  {V.),  au  lieu  d'être  des  seg- 
ments parallèles  à  Oy,  étaient  des  arcs  analyliipies.  Cependant,  dans 
ces  conditions,  la  fonction  Z  est  une  fonclioii  aiialyticpie  de  x  et  de  v, 
si /jouit  de  cette  propriété.  On  pourrait  [)artir  de  là  pour  étudier 
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l'analyticité  des  solutions,  rclalivcmenl  à  l'ensemble  des  variables  x^y. 
Mais  il  est  facile  d'utiliser  les  considérations  précédentes.  Transfor- 
mons le  contour  (C)  en  un  contour  rectangulaire  par  le  changement  de 

/(x  —  X).-, 
variable  (V)  déjà  plusieurs  fois  employé  :  x'  =  .,  _  ^,  '  •  Toute  fonc- 
tion analytique  de  r  et  dey  est  analytique  en  .1:'  ei  y  et  léciprocjue- 
inent.  Soit  ,f  ^  o  une  des  équations  étudiées  plus  haut,  ,'*  èlant  analy- 
tique en  X,  y,  z,  p,  q.  Sur  tout  segment  vertical  à  riulérieur  du 
contour  (C)  transformé  de  (C),  toute  solution  r  de  ;?  =  o,  prenant 

sur  C,  et  Co  des  valeurs  analytiques,  est,  ainsi  (pie -r^  >  une  fonction 

analytique  dey.  Par  conséquent,  le  problème  de  Caucliy  est  résoluble 
pour  ce  segment  et  nous  donne  une  solution  anal\li(]ue  en  x  et  y,  qui 
coïncide  avec  la  proposée,  car  celle-ci  est  iudéliiiiment  dérivable 
en  X  et  )'.  Donc  ::  est  analytique  en  x  et  y. 

En  ce  (pii  concerne  l'équation  Zz  =  o,  toute  solution  analytique  se 
réduit  sur  une  caractéristique  à  une  fonction  entière  de  x  d^  ordre  1  2 
(Lalesco,    ittl  (Ici  (^ongiesso  Inlernazionale,  Roma  1908). 


III.  —  Les  fonctions  3C. 


La  considération  des  fonctions  JC  a  fourni  à  M.  ILjlmgren,  dans  ses 
études  sur  l'équiilion  de  la  cbaleur,  plusieurs  résullals  fort  intéressants 
et  qui  sont  des  cas  p.irliculiers  de  propositions  plus  générales,  aux- 
(pielles  nous  allons  arriver  par  une  voie  loul  à  l'ail  dillérente. 

î>2.  l'noi'Uh'.ri.s  des  r()^(;Tl0NS  ,')e.  —  Ces  fonctions  se  reproduisent 
par  les  opérations  algébriques  élémentaires  :  niulliplication,  divi- 
sion, élé\(itlon  aux  puissances.  Le  |)roduil  de  ces  opéialions  ell'eclué 
sur  des  fonctions  ae  est  également  une  fonction  .fC.  Démonlrons-le  tout 
d'abord  pour  la  multiplication  :  soient  les  fondions  /'  et  g   de  y, 


telles  (pii',  dans  rinlervalle  (a,  [i!), 


.   M  (2/0! 

cl 


à"  t 


Or" 


cl 


ô"g 
à  y" 


soient     iulV'rienrs 


IV 


La  loi'niule  «le 


Leil 


)niz  nous  donne  alors 


à  y" 


M' 


< -jT^T  !('•")! -i-f-,'h(>' -01! +-+GS(2/M!l'.(//-/')J!-h-.-t-(v./0!!. 
Dans  le  crocliel,  on  [las.^e  d'un  leiim'  au   sui\aMt  en   le  niulliplianl 


ÉQUATIONS    Al  X     IlKlilVKKS     l'AHTIELLES     DU     T1  l'K     l'AItABOI.IQUE.         ^\i'] 
2/J  -t-  I  .......  ,  ,  rt  —  >        1  , 

par  — — ,  (iiianlili'  iiucneiiro  a  i,   lanl  iiik;  p  <: Donc 

>■         lin  —  fj)  —  il  '  1         '     ^       2 

les  termes  décroissent,  puis  croissent;  mais,  comme  ils  sont  deux  à 

deux  égaux,  ils  sont  tous,  sauf  le  premier  et  le  dernier,  inférieurs 

au  second,  qui  est  n[i(n  —  i)]!-    l^-n'  conséquent,  le  crochet    est 

inférieur   à    2  (2«)! -f- /<(/^  —  i)  [  2(«  —  i)]  ! ,    lui-même  inférieur  à 

K(2/0!(K<3).  Donc 


ô"/^ 


Oy" 


< 


M'K(2«)! 


C.  Q.  F.    D. 


On  démontrerait  de  môme  que  -j.  csi   une  londion  X  (f  ^  o),  en 

posant  9  =  7-'  tloùyo  =  i,  et  calculant  la  limitation  de  /*'"  par  voie 
de  récurrence  au  moyen  de  la  même  formule  de  Leibniz;  il  suffirait 
d'isoler  /o'"' dans  le  second  membre.  Enfin,  si  o=y°',  on  dérivera 
Il  —  I  fois  la  relation  o'=  9^  (y  est,  en  effet,  fonction  3e  j. 

Nous  avons  dit  plus  haut  (pie  les  solutions  régulières  de  l'équation 
03  =  o  étaient  analytiques  en  x  et  fonctions  3C  en  y.  D'une  façon  plus 
précise,  on  peut,  en  tout  point  d'une  région  où  :;  est  régulière,  dériver 

r  •     r         1    .•        àiz        d-'':  •    , 

n  lois  la  relation  -- —  —  -—r  >  ce  qui  donne 

O-i-''  ' 


à}'' 


Jf+V: 


0.1''  dyt 


< 


M  (  p  +  ■>-  7  )  ! 


Or  on  sait  que  (p  +■  2q)\  est  comparable  à  c''^-''p\  ■2q\  On  peut  donc 
écrire 


(G) 


1   ài^-iz 
j  âxi'  à)'' 


<y. 


Nous  dirons  d'une  loiiclion,  cpii  salisl'ail  à  uiu'  liuiilatinn  do  celte 
forme  dans  une  région  donnée,  qu'elle  est,  par  rappoil  à  L'cn- 
■ic/n/ile  (.ij,  y),  analytique  en  x  et  d'espèce  .Te  en  y.  On  définirait  de 
même  une  foiiclion  ([ui  est  d'espèce  X  par  rapport  à  V ensemble  x.,y. 

Ce  qui  précède  va  nous  conduire  à  cette  conséquence  que,  si  dans 
une  fonction  r  analytique  en  x  et  d'espèce  3e  en  y,  par  rapport  à  l'en- 
si-mblc,  nous  i'CMi|)la(;ons  .1:  par  une  fonction  X  de  r,  !«'  résnllat  est 
une  functiun  ."le  de  ht  varuiblc  unique  y. 

l'our  cela,  reriiai(pions  tout  d'abord  qu'il  est  facile  de  former  une 
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t'onclion  F(v)  dont  toutes  les  dérivées  pour  une  valeur  donnée  y^  de  j)' 
soient  égales  à  - — ^^J  '  :  il  suffit,  par  exemple,  de  prendre  la  fonction 

F{r)=-^f  '         e~n7^3^_i;g_  (-v/ÏÏ<r7,.<o<^,<v/ÏÏ), 


qui  est  la  valeur,  pour  x  =^  o,  d'une  solulion  de  cz  :=  o  se  réduisant, 
lJOurj'=r„,  c/,,  <^x<C.ci.2,  à  la  t'onclioii  -■ 

Les  dérivées  de  F  pour  y  =  y„  ont  bien  la  valeur  désirée;  il  est  vrai 
que  notre  formule  ne  définit  F  (en  apparence)  que  pour  _^>  )'„,  mais 
ceci  importe  peu  pour  l'objet  (|uc  nous  avons  en  vue  ('). 

Cela  posé,  soit  un  point  x^,  y^  du  plan  pour  lequelles  inégalités  (G) 
sont  vérifiées,  et  dans  z  substituons  à  x  la  fonction  o(y),  d'espèce  3e, 
telle  que  .»„  =  oÇyg).  Proposons-nous  de  calculer  une  limite  supérieure 
des  dérivées  de  la  fonction  z\zi(y).  >'J  pour  y  =  >'„.  Les  dérivées  par- 
tielles de  z  en  ce  point  seront  évidemment  limitées  par  celles  de  la 
fonction 

(7)  -^      ""' 


H. 

et  comme  les  calculs  de  dérivation  d'une  fonction  composée  donnent 
pour  chaque  dérivée  une  expression  entière  ne  contendnl  que  des 
signes  +,  les  dérivées  de  -I^Cj')?  J']  seront  majorées  par  celles  de  la 
fonction  de^  obtenue  en  remplaçant  x  ])ar  o(y)  dans  (7).  D'après  ce 
<|ue  nous  avons  vu  plus  haut,  cette  fonction  de  y  possède  des  dérivées 
de  tous  ordres  vériliaut  l'inégalité  caractérisli(juc  des  fonctionsac.  Si__V'o 
varie  dans  un  intervalle  (i)  et  x",  dans  un  intervalle  tel  que  les  valeui-s 
correspondantes  de  o  a])partieniient  à  (  /  ),  riiiégalilé(6)  élanl  Imijdurs 
vérifiée,  la  limilalion  ([iie  nousavons  obtenue  sera  indépendante  de  x^, 

(')  (  )ii  [iciil  ilii<?  (|iie  l''  majore  f  i>(iui  y  y\.  Si  une  fcmclioii  /{>',  y.  ...) 
nsl  il'es|)èce  DC  |)ni  im^ikhI  à  Feiisoiiiljle  .'•",  J',  .-.,011  piniiin  la  majinci'  jinur 
./■  r=  .Xq,  y  =J'o,  . . . ,  j)ar  le  i>ro/iuit  de  plusieurs  fcmclloiis  de  c,  de  y,  . . .,  ana- 
logues à  F. 
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y„  et,  par  suite,  -f5(jK), /]  sera  fonction  30.  dans  tout  l'intervalle  (/). 

Déiinition.  —  Ap[)L'lo!i.s  coitilii'  3C  toul  arc  ilo  courbL'  ic|)résenlé 
par  une  é(pialion  de  la  forme  x  =  ^(y),  X  étant  y\w  fonction  .ic  dans 
un  intervalle  (a,  ^).  Le  résultat  obtenu  précédeniinent  peiil  alors 
s'énoncer  ainsi  : 

Sur  une  courbe  ae  toute  solution  régulière  de  l'équation  de  la 
chaleur,  -^  =  — 1,  .se  réduit  à  une  fonction  .ic  de  y. 

Ce  résultat  avait  été  démontré  par  M.  Ilolmgren,  dans  le  cas 
d'une  courbe  analytique ^  par  des  considérations  entièrement  diflé- 

rentes. 

35.  Etude  des  solutions  de  l'équation  llneaike  dont  les  coeeeicients 
SONT  FONCTIONS  5C.  —  Nous  avons  vu  que,  si  les  coefllcients  de  l'équa- 
tion 

dv-        dy  dx  •' 

sont  des  fonctions  analytiques  de  c  dans  une  région  A,  toute  solution 
régulière  est  également  analylifjue  en  x.  Il  est  tout  naturel  de  se 
demander  si,  dans  le  cas  où  les  coefficients  sont  d'espèce  3C  dans  A, 
les  solutions  régulières  sont  aussi  de  cette  espèce. 

Suivant  toujours  la  marche  habituelle  dans  ces  questions,  envi- 
sageons tout  d'abord  l'équation  oz  =/";  si  l'on  peut  trouver  une 
solution  régulière  qui  soit  d'espèce  3C  en  même  temps  que  /,  le  fait 
aura  lieu  pour  toute  autre  solution  régulière  d'après  ce  qu'on  a  vu 
pour  oz  =  o. 

Pour  démontrer  ceci,  nous  utiliserons  tout  d'abord  la  fonction  Z, 

Z(.r,  v)=--^  f  ('-^=e'^y^f{l.-n)dr^  =  ~  -î-  f  f\]fdS. 

Prenons  ici  comme  contour  (C)  un  contour  rectangulaire  de  côtés 
parallèles  aux  axes  (x  =  x,,  x  =  x.,,y -=  y,)  et  soit  j.  l'ordonnée 
du  côté  supéiieur  du  rectangle  supposé  contenu  dans  A.  IN'ous  obte- 
nons par  n  dérivations  successives  la  formule,  dont  nous  avons  déjà 


parlé  plus  luuil  (j^  i9), 
_ ,;"  Z 
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=X 


■/ï 


c'y"-'   Oy^ 


u  -^ — 4  ^/ï 


dn" 


Pour  toute  valeur  de  y  inlérieurc  à  rinlcrvalle  (^nJKa),  ou  a  dans 
la  première  intégrale 


â''\] 


Oyi' 


< 


\\,p] 


Hy-r,)\" 


(<)<>,<  i), 


M  (on)] 


d'où,  eu  iutroduisaul  la  limita tion  — -^^ —  des  dérivées  de  /, 


à"?. 


Or" 


< 


:\J-K 


MM, 


(«-')! 


(  «  —  2  )  !  :'.  ! 


|},(,v-v,)|''        |{|À(j-r,)| 


+  .  .  .+ 


iy-y^)^^^. 


Or,  il  est  clair  (ju'on  pourra  délcruiiucr  deux  nomhres  M'  cl  i\'  Icls 

..,.,.  ,  M'2/i!  ,  .... 

que  cette  expressuîu  soil  inlcneure  a  —rr^, —  iiuaua  y  appai'licut  a  uii 

intervalle  {y\-,y-^),    /'i>V,.  Z   est  donc,  fonction  K  eu  tout  puhti 
ialèricur  au  rectangle  et  il  suffit  de  dériver  Z  par  rapport  à  .r  |)our 
,  A  r   -,  d'L 

se  convaincre  du  lucnie  rail  pour-r-- 

Abordons  maintenant  l'équation  (c),  où  nous  supposons  que  les 
coeIJicients  a,  c^  f  sont  des  fonctions  yt^^  dans  la  région  .a  conlenaul 
le  rectangle  (p)  envisagé  plus  haut. 

Quand  l'équation  se  réduit  à  oz^o^  nous  avons  vu  ipic  le  rayon 

de  convergence  de  la  sdiulion  en  un  point  1' (x,  y)  est  égal  à  — =, 
d  représentant  la  [)1ms  courte  dislance  du  point  (.r,  y)  aux  côtés 
verticaux;  :;  est  donc  uni!  l'onction  DC),,,,  lo<^\<C  -=  ]  sur  tout  seg- 
ment vertical  intérieur  à  (p).  A  chaque  dérivation  par  rapport  à  ./;,  il 
s'introduit  d  en   dénoiniualeur  dans   la  limitation  des  dérivées  par 
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rapport  à  a;,  donc  d'^  dans  celles  des  dérivées  par  rapport  à  y,  mais 
celles-ci  deviennent  aussi  infinies  sur  le  côté  horizontal  de  (f)  et  nous 
avons  vu  plus  haut  que  (/ —  y,  )"  figuraitau  dénominateur  dans  la 
limitation  de  la  dérivée  d'ordre  n  par  rap|iort  à  y. 

Pour  simplifier  les  choses,  nous  allons  appeler  cl  [a  plus  <:ourle  dis- 
lance  au  coidour  envisagé  tout  entier;  on  aura  alors  y — y^  ]>  ac/-, 
a  ne  dépendant  que  de  la  hauteur  du  rectanj^Ie. 

Nous  sommes  ainsi  induits  à  supposer  que  les  dérivées  successives 

de  z,  solution  de  (i),  et  de  -7^,  existent  et  satisfont  à  la  limitation 


dx 


ô''z 


,)y" 


et 


0". 


ôju  ôy"-' 


M  (  ?.  «  )  ! 


Nous  allons  donc  montrer  que  si  ces  inégalités  ont  lieu  jusqu'à 
Vordrc  n,  elles  sont  vraies  pour  Vordre  «  +  i,  [x  étant  un  nombre 
que  nous  déterminerons  pour  réaliser  ce  fait.  Pour  cela,  remarquons 

ù"  z 

que  la  fonction  z^  =  j^»  satisfait  à  l'équation 

fn  ne  contenant  que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  n. 

1°  -y^  et  -y^  existent  :  si,  en  effet,  (p„)est  un  contour  rectangulaire 
intérieur  à  (p)  et  contenant (.r,jK)(yti,'-.  1 2),  i;„  sera  la  solution  de  l'équa- 
tion (C„)  prenant  sur  (p„)  des  valeurs  connues  et,  par  suite,  -y^  et  -^ 

existent  (')  au  point  intérieur  (x,  y); 

2°  Calculons  la  limitation  de  ces  deux  dérivées.  Nous  avons 

d"  /    ds  \  d"-^'z  d"z       ()"/ 

lu  =  -; «  -; \-  CZ\   a-. T C  -; h  -— ^• 

•'         dr"  V    àjc.  J  ÔJc  dy"  dy"        dy" 

On  peut  toujours  supposer  qu'on  a  choisi  le  contour  (p)  ou  le 
nombre  |j:  de  telle  sorte  qu'on  ait  toujours  XK^urd-,  et  que  par  suite 
a,  c,  f  soient  des  fonctions   'it^,,,..   La   formule   de  Leibniz   montre 

(*)  Nous  n'avons  démontré  cela,  dans  le  second  Chapitre,  que  si  -r—  existe, 
en  supposant  la  simple  continuité  des  données. 
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I/«I< 


(p.rf)-l"  -') 


àf„ 


< 


KAM[2(.n  +  i)]! 


A  étant  la  constante  relative  à  a,  c, /. 

Or,  si  d'une  manière  générale,  dans   un   domaine    liiuit/'   par   un 
contour  rectangulaire,  une  solution  u  de  l'équation 

du 

ou  ■=  a  —^ \-  eu  -\-  1 


est  inférieure  en  valeur  absolut'  à  |  Lj],  avec 

<A,  /<F  el 


ùa 


ùa_ 

ày 


dc_ 
ôy 


ôy 


<F', 


on  peut  écrire  en  tout  point  intérieur  au  contour,  (/'  étant  sa  plus 
courte  distance  à  ce  contour. 


(9) 


du_ 
dx 


et 


ôu_ 

dy 


<L 


Â[U] 


d'- 


'■). 


L  étant  un  coefficient  numérique  indépendant  des  coejjficicnts  et  de 
la  solution  ('). 

Appliquons  cela  au  cas  actuel  où  le  contour  est  (p„)  el  suppo- 
sons (p„)  choisi  de  telle  sorte  que  d' =  \„d  (\<C  ')'  ^  étant  la  plus 
courte  distance  de  P(x,y)  à  (p),  déjà  envisagée  plus  haut.  Il  suffit 
pour  cela  de  prendre  pour  (p„)  le  contour  formé  par  des  parallèles  aux 

côtés  de  p  à  la  distance  (i  —  X„)^/. 

f)  ^ 
Les  limitations  maxima  de  ::„■,/„■,  -p  étant  atteintes  sur  les  côtés 

de  (p„),  nous'aurons  à  appliquer  la  formule  (9),  avec  c?'=  \„d  et 


f^^-|:,.(.->.„)rf?"' 


F  — 


KA  M  (2»)! 


F: 


KAM[2(«  +  i)]! 


(')  Il  va  sans  dire  qu'ici  nous  avons  donné  une  limitation   conuiiune  sous   la 
forme  la  plus  simple  que  possible,  qui  est  naturellement  assez  grossière,  bien 

au'exacte.  Cal  ainsi  que  -r—  devient  infini  sur  le  contour  comme  -;>  seulement 
^  ^       dx  a 

{voir  %  21,  23). 
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Donc 

dz 


,).r 


ày 
On  pourra  déterminer  deux  nombres  ^  et  y,  indépendants  de  n,  de 

Fie.  12. 


^\<z 

co; 

telle  sorte  que  le  crochet  soit  inférieur  à  p  +  'i'i-^'/^',,  en  tout  point  inté- 
rieur à  (p)  ou  sur  (p).  Choisissons  alors  pour  X„ la  valeur  -•  Il  vient 


dz„ 


ÔY 


<L 


AM[2(^i  +  i)| 


\J.'(^  +  cr-y) 


(lJ.d)-^"+»  (2/i  +  l)(2/J  +  2)  , 


4  «M' 


Or  la  seconde  fraction  est  ■<  i ,  et 


a  Y" 


<  e'^  ; 


si  donc  on  a  choisi  a  et  u.  de  telle  façon  que 

4  OC" 

on  aura  les  limitations  suivantes,  qui  sont  précisément  celles  que  nous 
voulions  établir  : 


dx  dy" 


et 


d-'*'z 


dy" 


< 


M[2(/i  +  i)]! 
(firf)'(«+') 


(')  On  poLiira,  par  eveiupie,  choisir  y.  ilc  telle  sorte  que  p.  soit  le  plus  giaïul 
possible;  une  fois  [j.  déterminé,  le  choix  de  M  en  résultera  à  cause  des  limita- 
tions des  premières  dérivées. 
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Nous  avons  suppose  ^  =  —  i.  Dans  le  cas  où  h  est  une  fonction  .le 
de  signe  cottslanl,  nous  serions  conduits  aux  mêmes  résultats,  car  ;„ 
satisfait  alors  à  Técpiation 

f\^  ne  contenant  encore  que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  //.  Cette 
équation  se  ramène  à  la  forme  normale  par  un  changement  de  variable, 
ce  qui  permet  d'obtenir  pour  les  dérivées  de  z„  des  inégalités  tout  à 
fait  analogues  aux  inégalités  (lo).  Et  ainsi,  nous  pouvons  énoncer  le 
TnÉor.KMK  SUIVANT  : 

Lorsque  les  coefficients  de  l' équation 

d'z  0:        ,  dz  . 

dx-  dx         di- 

sant par  rapport  à  y  des  fonctions  3C  dans  une  région  ,R  du  plan, 
toute  solution  régulière  dans  cette  région  est  elle-même  d'espèce  X 
en  y,  ainsi  que  sa  dérivée  par  rapport  à  a;  ('). 

oi.  Applications  du  tiiéoukmk  précédent.  —  Soit  o{y)  une  fonc- 
tion Je  de  y  et  y  =  '\i(t)  une  fonction  3t  de  t.  Nous  allons  montrer 
que  of'K/)!  est  elle-même  d'espèce  ae  en  t.  Soitj^o  "'ic  valeur  de  y 
et  j^'o  = '-[/(/i,)  :  d'après  ce  cpie  nous  avons  vu  au  paragraphe  iîli,  la 
propriété  sera  établie  si  nous  la  démontrons  pour  $(j)^)  et ''1^(7),  «Pet  ^' 
étant  des  fonctions  majorant  o  et  'J;  pour^'^^y^,  t  =  t^.  Or  soit  zÇv,y^) 
une  solution  de  oz  — p,  se  réduisant  à  *^{y)  sur  Ojk,  régulière  dans  un 
domaine  traversé  par  Oj' (<;/".  ;„,  §iîiî);  si  nous  faisons  le  changement  de 

variable  y  =  W{t),  :;  vérifiera  l'équation  -r-^  =  „,,       -t^>  ''J'''(/)  étant 

positif  au  voisinage  de  t^=  t,,  et,  par  suite,  z  se  réduira,  pour  x'  =  o 
et  t  voisin  de  /„,  à  une  fonction  je  de  <  :  or  celle-ci  est  4>[^'*(/)]. 


(')   A  la  vérité,  noire  dcmonslialidn  suppose  rexistence  de-j— •  On  pouirail, 

d'ailleurs,  faire  loinbor  celle  hypollièse.  Elle  suppose  aussi  réalisées,  pour  la 
fonclion  [>,  lus  condilions  (]iii  pcrmeltenl  d'eil'ectuer  le  changemenl  de  variable. 
On  aurait  un  théorème  analogue  pour  t'aiiatyticilé  en  x  et  Vespèce  Henry. 
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Donc  iiitc;  fonclion  3C  dr  fonclion  K  r'.v/  elle-même  d'espèce  3e  et 
plus  généralement  une  fonclion  ae  de  ii,  c,  ...,  composée  de  fonc- 
tions VL  de  X,  est  elle-même  d'espèce  .ic  en  x  (  '  ). 

Appliquons  ceci  aux  résultais  du  paragiaphe  précédent.  Lue  solu- 
tion régulière  de  l'équation  (v^)  ne  se  réduit  pas,  en  général,  à  une 
fonction  5C  de  y  sur  une  courbe  x  =  X(j-).  Cependant,  ce  fait  a  lieu 
si  X  est  d'espèce  K  et  si,  parle  cliangenienl  de  variable  a7  =  x'-|-X(jK), 
les  coefficients  deviennent  des  fondions  3e  de  j'  au  voisinage  de  x'  =o. 
Ceci  est  réalisé  en  particulier  si  ces  coefficients  sont  d^ espèce  3C  par 
rapport  à  V ensemble  (x,y).  Ainsi  donc,  dans  ces  conditions,  toute 
solution  régulière  se  réduit  sur  u/ie  courbe  d^  espèce  :k.,  x  =^\{y), 
à  une  fonction  de  x.  de  y. 

IV.  —  Le  problème  de  Cauchy  et  le  problème  du  prolongement. 

Le  problème  de  Cauchy  (:;  et  -^  donnés  sur  une  courbe)  pour  une 

équation  du  type  parabolique  n'est  pas  en  général  résoluble.  Dans  le 
cas  de  l'équation  de  la  chaleur,  M.  Holnigren  a  donné  des  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  le  problème  soit  possible  lorsque  la 
courbe  portant  les  données  est  analytique.  Nous  allons  nous  placer  ici 
à  un  point  de  vue  un  peu  différent. 

iïo.  Problkme  DR  Cauchy  poi  u  l'équation  or  =/•  —  Remarcjuons 
que,  d'une  façon  générale,  lorsque  la  courbe  portant  les  données  est 
représentée  par  une  équation  de  la  forme  x  =  X(y),  X  étant  indéfi- 
niment dérivable,  s'il  existe  une  solution  régulière  de  oz^=f  d'un 
certain  côté  de  la  courbe,  elle  ne  peut  être  cya' unique.  En  efTet,  s'il  en 
existait  deux,  leur  différence  serait  une  solution  régulière,  s'annulant 
sur  la  courbe  ;iinsi  que  sa  dérivée  par  rapport  à  x.  Par  conséquent, 
toutes  les  équations  qui  permettent  d'ellectuer  le  calcul  des  dérivées 
en  un  point  de  la  courbe  donneraient  zéro  comme  résultat.  Or,  nous 
avons  vu  que  quand  ces  dérivées  existaient  en  un  point  d'un  contour 
(C),  elles  étaient  les  limites  effectives  des  dérivées  de  la  solution  en  un 
point  tendant  vers  (C  ).  Donc  la  solution  est  identiquement  nulle. 

(')  Ceci  généralise  les  résultats  du  paragraphe  52. 
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Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  occupons  simplement  du  cas  où  Ion  se 

donne  sur  une  courbe  .ie  des  valeurs  de  z  et  -jf  qui  soient  des  fonctions  3e 

et  nous  supposons  que  les  coefficients  deviennent  des  fonctions  3e,  par 
le  changement  de  variables  x'  =  œ—  X(  y),  ce  qui  aura  lieu,  en  parti- 
culier, s'ils  so/il  d'espèce  X  par  rapport  à  l'ensemble  (x,  y). 

Nous  aurons  donc  en  définitive  à  résoudre  le  problème  pour  l'axe 
des  y  en  supposant  les  coefficients  d'espèce  3e  en  y,  ainsi  que  les 
fonctions  données 

(u)  ={0,  y)  =  9(j),         ^(o,  j)  =  'J>(y)- 

Proposons-nous  dans  ces  conditions  de  déterminer  la  solution,  pour 
l'équation  oz  = /". 

Il  suffira  d'ajouter  à  la  solution  bien  connue  ::„  du  problème  pour 
oz  =  o  ('),  la  solution  de  5;  =/,  s' annulant  sur  Oy  ainsi  que  sa 
dérivée  par  rapport  à  c. 

Or  cette  solution  est 

(.2)  Z„(^,j)=:j       ^-——---^-—d,. 

"       p  =  0 

En  effet,  si /est  une  fonction  SCr  dans  un  intervalle  (y,, /o),  la  série 
que  nous  venons  d'écrire  sera  convergente  à  l'intérieur  de  l'intervalle 
(  — y'IÏ,  -f-vU)etparsuiteZoSera  déterminée  à  l'intérieur  d'un  rectangle 
ayant  pour  axe  0/  et  pour  dimensions  ay/K  et  >'i— J'i  (')•  Or  une 
vérification  immédiate  montre  que  Z,j  s'annule  sur  0/  ainsi  que  sa 
dérivée  par  rapport  à  x. 

Celte  fonction  Z^  est  elle-même  d'espèce  3e,  ce  qui  constitue  une 
seconde  dcnionstratioti  du  fait  que  les  solutions  régulières  oz^f 
sont  fonctions  3e. 

(')   Celle  solution  esl 

^o  ~2d  (in)\  Tir"  '^  (■311  -t-ii 


n=0 


{in)\  dy"        (a/i  -t-i)!  dy" 


(2)  En  siipiiosant  (iiiu  /  soil  fonclion    3e  pour  |  .r  |  <  y'H,  sinon   le  domaine 
sérail  réduit. 
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On  a  en  efîel  (') 


Donc 


<  M  C'y  (■^-ç)---[2(^'+/»i!,,^ 


Remplaçons  [2(« +  /))]!  par   T  e-' I^'^^^p^ dt  :  l'expression  devient 


<-"  f/<. 


Mais 


(3«)! 


Il  vient  donc  en  définitive 


v/u 


d"y^. 


dy" 


< 


M(a/i)!  r  ^^ 


(a/Q!  r 


v^iJ 


']■ 


ce  qui  montre  bien  que  Z„  sera  d'espèce  3e  dans  tout  intervalle  stricte- 
ment intérieur  à  (—  \/R,  -h  \\i).  Evidemment,  il  en  est  de  même 
pour  -r^  qui  est  donnée  par  la  formule 


d.r 


dZo 
dx 


_  r  Y  i^r-lY-P  ô"f{ly) 

"Jo.    ^     (a/')!  dyp       "''■ 

p 

36.  Problème  de  Cauciiy  pouu  l'équation  linéaire.  —  Envisageons 

(')  Parla  notation    7    iidus  entendons  la  sommation  ellecluée  pour  tontes  les 

/' 
valeurs  de  p  de  zéro  à  00, 
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uiaiiilenaiit  l'équation 

dont  les  coefficients  sont  d'espèce  Je,;  dans  une  région  contenant  un 
segment  de  Oy,  sur  lequel  les  données  sont  les  fonctions  d'espèce  3Cr, 
<p(  v)  et  '!(  k)  [formule  (i  i)J.  Le  changement  d'inconnue 

ii{j-,  y)  —  z{a:;  y)  -  c?(  r)  —  a:f{f) 

nous  ramène  au  même  problème  pour  une  équation  de  même  forme 
avec  des  données  nulles  sur  Oy. 

Soit  donc  i/,  solution  de  (c),  nulle  sur  Oy,  ainsi  que  sa  dérivée  : 
la  formule  (12)  nous  montre  que  u  est  solulion  de  Véquation 


(.3)      u{x,y)=f    21 


(x  — 4)-/'+' 
;' 

OyP 


x^[«(?,7)^m^  +  '^(^■J')"{4>J)+/(ï,J)]^^ 


Nous  allons  résoudre  cette  équation  par  approximations  succes- 


sives 
C--  da 


Si  -T-  existe  et  est  d'espèce  3Cn  nous  pouvons  par  un  changement 

d'inconnue  [formule  (/jo),  §  17]  rendre  le  coefficient  a  nul,  c  et/ res- 
tant des  fonctions  oc.  Supposons-nous  donc  placés  dans  ce  cas;  nous 
formerons  alors  la  chahie  d'opérations  suivantes  : 


(2/3  +  1)!  Oyi'  ^' 


./„     ^    (2/>-t-i)!      dy"      ■ 
'"nvisageoiis  le  premier  terme 


^_  /T         „v2.+  i     .1,,     -    ^y,  /-(ç^  y) 


e  ■ 


(h. 


r  'I 


dy'' 
Un  terme  de  //,  peut  s'écrire,  pai'  un  changement  dans  l'ordre  d'in- 
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tégralion, 

(c  et/ fonctions  de  s,  y).  La  deuxième  intégrale  est  égale  à 


(a;  —  5)2rp+7)+3 


(2/>  +  1)1(29  -H   l) 

Donc,  en  changeant  le  nom  de  la  variable  dïnlégration, 
_  r'  ^  -^   (^_;)i{P^-7)-3    dp  l<yjj\  ,. 

"^-,X  Z^[2(p  +  q)  +  3y.  àyp V" ôyi) ""'■■ 

P       ■! 

Supposons  que,  dans  les  résultats  des  opérations  de  dérivation,  nous 
ayons  remplacé  partout  les  dérivées  par  leurs  bornes  supérieures  :  le 
résultat  ainsi  obtenu  sera  une  série  cr  à  termes  positifs.  Si  nous  consi- 
dérons la  fonction  M,  obtenue  en  remplaçant  -T-^c(?,y) — ^^ —  dans 

l'expression  de  u,  par  -j-yT^'  et  si  nous  effectuons  ensuite  la  majo- 
ration, nous  obtenons  la  série  c7  plus  une  autre  série  a'  à  termes  tous 
positifs  et  le  module  de  m,  sera  donc  certainement  inférieur 
à  cr  -!-  7'.  Réunissons  maintenant  dans  «,  les  r  -h  i  termes  tels  que 
p  -\-  q  =z  r  :  nous  voyons  alors  que  les  séries  majorantes  relatives 
à  w,  et  à  ses  dérivées  en  y  seront  limitées  par  celles  qui  sont  relatives 
à  la  fonction 

iT  _  £  r  V  (x-ii-'-^-  d'cf    . 
'"  2  j„     Z,  (2/-  +  -2)!     Oy^'-- 

r 

Cela  fait,  dans  l'équationsuivante 

"--J^    2à   (2/>-i-i)!      àyp  ''-■• 

r 

substituons  L ,  à  la  place  de  «,,  puis  eilecluons  les  mêmes  opérations 

que  plus  haut  en  remplaçant  j-fÀ'^-jT^)  ï>^^  ~ôyJ^  '^^  ^'"^'  "^^  ^"'^^  • 
nous  obtenons  ainsi  des  fonctions  U„,  dont  les  fonctions  majorantes 
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auront  toujours  une  valeur  supérieure  à  celles  qui  majoreraient  les  «„. 
Ot  {voir  %  o2) 


D'où 


— ^    <  K"  C"  F  ^-^ . 

2"     Oy''  H' 


(2A-)! 


,(KG^-)" 


ce  qui  est  le  terme  général  d'une  série  convergente  pour  |^|  <[  \  li- 
De  même 


(h- 


-*-J     ^)r-t-ni«H 


C"  f 


)!     (^j' 


(^"■U„ 


(7v' 


(KCx=)" -^  x"-+-   \->.{r-^m)'\\ 


■^     (  «  -h  2  )  !  ^  (  2  / 


(2/-)! 


R-- 


série  étudiée  antérieurement  (§  00).  On  trouve  ainsi 


()'"  U„ 


<^J" 


< 


F(KC)"x-"+-  (2w)! 
(  /j  +  2  )  !         lA'"' 


pour  toutes  les  valeurs  de  x  apparlcnaul  à  un  intervalle  strictement 
intérieur  à  ( —  \/R,  H-  y  UV  II  résulte  de  là  (\aelasérieu^-i-u^-^  u^  +  ... 
satisfait  à  l'équation  (i)  (où  a  =  o),  car  cette  série  et  toutes  les 
séries  dérivées  en  y  sont  des  séries  entières  en  x.  On  a  d'ailleurs  (') 


2d   d^ 


d 


< 


Fli^^^eK<^v'. 


U"" 


Nous  avons  supposé  a  =  o.  S'il  n'était  pas  possible  de  ramener 
l'équation  primitive  à  ce  cas  particulier,  on  verrait  aisément  que  le 
raisonnement  qui  vient  d'être  donné  fou rviit  cgalcrncnt  la  solution 
par  approximations  successives  (^). 

(')   Il  serait  possible  de  foiiiier  une  iiiniuuioii  plus  étroilc. 

{■)  La  solution,  si  elle  est  d'espèce  3C,  ne  peut  être  qu'unique,  car,  si/=o, 
l'équation  (o)  ne  peut  admettre  que  la  solution  identiquement  nulle  comme  on 
le  verrait  aisément  par  lu  procédé  de  l'itération. 
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Proposons-nous  maintenant  le  problème  de  Cauchy  pour  un  arc 
de  courbe  V  d'espèce  .TC  [x  =  \{y)\  et  supposons  que  les  coeffi- 
cients deviennent,  après  le  changement  de  variable  x  —  x' -^\(y), 
des  fonctions  oe,;  dans  la  région  A  définie  par  |,r'|</t,  a<y<.p. 
Dans  ces  conditions  si  les  données  et  la  fonction  X  sont  d'espèce  3Cn0n 
obtiendra  la  solution  du  problème  de  Cauchy  dans  le  domaine 
='-<7<i3,  |ic  — X(j)|</,  /  étant  le  plus  petit  des  nombres  li 
etv/K. 

La  condition  relative  au\  coefficients  sera  réalisée  en  particulier 
s'ils  sont  des  fonctions  3t  par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  x,  y 
dans  une  région  s\^  contenant  F. 

o7.  Le  PROiJLÉjiE  DU  l'KOLONc.EMENT.  —  La  solution  que  nous  venons 
de  trouver  est  définie  de  part  et  d'autre  de  la  courbe  F.  Si,  au  con- 
traire, on  se  propose  de  déterminer  la  solution  au  moyen  de  ses  valeurs 
sur  un  contour  (C)  situé  dans  ;tl,  la  solution  ne  sera,  en  général,  définie 
qu'à  l'intérieur  de  ce  contour.  Proposons-nous  de  chercher  à  quelles 
conditions  une  solution  déterminée  dans  une  région  intérieure  h.  A, 
limitée  par  un  certain  contour,  est  prolongeable  au  delà  d'une  [por- 
tion F  de  ce  contour  ne  comprenant  aucun  segment  de  caractéristique. 
Nous  dirons  avec  M.  Holmgren  que  la  solution  ::  envisagée  est  prolon- 
geable au  delà  de  F,  s"il  existe,  au  delà  de  F,  une  solution  régulière  z' 
de  l'équation,  telle  que  cette  solution  et  ses  dérivées  premières  se 
raccordent  avec  :;  et  ses  dérivées  le  long  de  F,  c'est-à-dire  que 
Vensemble  de  z  et  de  z'  constitue  une  solution  régulière  unique 
dans  un  domaine  contenant  à  son  intérieur  la  courbe  F. 

M.  Holmgren  a  étudié  le  prolongement  des  solutions  de  l'équation 
de  la  chaleur  en  supposant  la  courbe  F  analytique.  Nous  allons 
utiliser  les  résultats  établis  plus  haut  pour  traiter  le  problème  dans  le 
cas  de  l'équation  (<^)  en  supposant  tout  d'abord  que  F  est  un  seg- 
ment AB  parallèle  à  Oy  situé  dans  la  région  A  où  les  coejjicients  de 
l'équation  (i^)  sont  d'espèce  3C  en  y. 

La  condition  nécessaire  et  suj/isanfe,  pour  qu'une  solution  régu- 
lière de  l'équation  (C),  définie  d'un  certain  côté  de  AB,  soit  pro- 
longeable au  delà  de  AB,  est  que  les  valeurs  qu'elle  prend  sur  un 
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segment  quelconque  strictement  intérieur  à  AB  constituent  une 
fonction  oe  de  y  : 

1°  La  condition  est  évidemment  nécessaire  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  plus  haut;  2"  la  condition  est  ^w^/yZ^a/^/e.  Soit  en  effet  (s) 
un  contour  (C)  rectangulaire  situé  dans  A  et  ayant  un  côté  appliqué 
sur  AB,  suivant  A'B,  le  point  A'  pouvant  être  aussi  voisin  qu'on  le  veut 
du  point  A  (A  peut  être  en  effet  sur  le  contour  de  A),  z  étant  une 
fonction  3C  sur  A'B,  nous  pouvons  appliquer  le  même  raisonnement 
qu'au  paragraphe  iîo,  mais  en  prenant  des  contours  successifs  (p„) 
ayant  tous  un  côté  sur  A'B,  leurs  autres  côtés  étant  parallèles  :  ci  dési- 
gnera alors  la  distance  à  ces  autres  côtés  et  le  raisonnement  suivi 
donnera  une  limitation  valable  même  sur  les  points  de  A'B  (').  Ceci 

prouve  que  -^  est  aussi  une  fonction  X.  dans  tout  intcix'allc  intérieur 

à  AB.  Pour  un  tel  intervalle,  on  peut  alors  résoudre  le  problème  de 
Cauchy  qui  définit  une  solution  régulière  unique  d'espèce  3e  de  part 
et  d^autre  de  AB,  coïncidant  avec  la  proposée  d'un  certain  côté. 

Au  cas  où  AB  est  un  arc  d'espèce  3e  et  d'équation  icr  =  X(j')le 
théorème  est  encore  vrai  en  supposant  que  les  coefficients  deviennent 
des  fonctions  3e  au  voisinage  de  a;'  =  o  après  le  changement  de 
variable  x  =^  x'  +  X(y).  Donc  V énoncé  donné  plus  haut  s'applique 
à  un  arc  AB  d'espèce  X.  et  à  une  équation  où  les  coefficients  sont 
fondions  3e  en  .r,  y. 

38.  PZti'de  des  problèmes  précédents  lorsque  les  coeffictents  sont  ana- 
L\TiC!LEs  PAR  RAPPORT  A  y.  —  Lcs  cousidératious  précédentes  montrent 
le  rapport  étroit  qui  existe  entre  la  nature  des  coefficients  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  et  les  solutions  régulières  de  celles-ci. 
Il  suffit  que  les  coefficients  soient  analytiques  enxou  d'espèce  X  en  y 
pour  que  toute  solution  régulière  soit  elle-même  de  cette  nature.  Mais 

(')  Avec  une  petite  dilTérence  cependant,  car  ia  limitation  de  -7^  sur  l'axe 

des  Y  devra  intervenir  dans  la  limitation  de  —^^  mais  comme  elle  est  connue 

•'  ôx 

d'avance,  ceci  ne  change  pas  sensiblement  le  raisonnement;  il  suffit  d'ajouter  au 
second  membre  de  (10)  un  terme  qui  est  de  même  forme  que  les  autres. 
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les  liens  ne  sont  pas  aussi  étroits  pour  chaque  espèce  de  fonctions  et  pour 
chaque  variable.  Ainsi  nous  avons  vu  que  Vanaly licite  des  corj/icicnls 
en  y  n'entrauiait  celle  des  solutions  que  sous  certaines  cornlitions. 
Etant  donné  un  contour  rectangulaire  formé  par  deux  segments  de 
caractéristiques  et  deux  segments  parallèles  à  0_/,  si  -  prend  sur  chacun 
de  ces  segments  une  succession  de  valeurs  analytiques,  :;  sera  une 
fonction  analytique  de  _y  à  l'intérieur  du  contour.  Sera-t-ellc  prolon- 
geable  au  delà  des  deux  arcs  ?  En  d'autres  termes,  les  résultats  dé- 
montrés plus  haut  seront-ils  également  valables  en  remplaçant  le  mot 
fonction  3C  par  le  mot  fonction  ancdytique  ? 

La  question  qui  se  pose  tout  d'abord  est  de  voir  si,  dans  le  cas  de 
l'équation  oz=f,  f  étant  analytique  eny,  la  solution  du  prohlcrne 

de  Cauchy,  lorsqu'on  donne  c  et  -y^,  fonctions  analytiques  de  y,  sur 

un  segment  de  Oy  est  elle-même  analytique  eny. 

Or  nous  obtenons  cette  solution  en  ajoutant  à  Z„  la  solution  z^  du 
problème  de  Cauchy  pour  Zz  =  o,  laquelle  est  bien  analytique  en  y. 
En  est-il  de  même  pour  Z,,  ?  Si,  sur  un  segment  de  Oy^  nous  avons 


d-f 


df" 


Mrt! 


un  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  fait  dans  le  cas  des  fonctions  3C 
(§  5o)  nous  montre  que 


à"Z, 


Oyn 


'^W  ^  (2/? -H  2)!  HP  "^    K"     ""^  (2/--f-  2)!' 


D'où  l'on  déduit  immédiatement  Vanalyticitc.  Mais  nous  pouvons 
opérer  autrement  en  écrivant 


2 


(2/j-f-i)!         dyi'       ~^         p\  {2/>-M)!       dyi' 

V 


Si,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  /,  nous  envisageons  l'inté- 
grale 

e-'U-'-i'dt, 

:  L 
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une  intégration  par  parties  montre  que 


J,  =  - 


Donc 


2/> 


J,,_,        (3^=\/tz). 


/>! 


(2/. -M)! 


»^ 


^(-OT^""'-^'"^''"'- 


Il  résulte  de  là  que  la  série  envisagée  peut  se  représenter  par 

-4")  r  V  r_  (-^-nn^  '  à"/ii^y)  -r-^ 
^  J  Z^l        !^r-    \  pi      dy  r 


(£_-4') 

2 1 


/.  =  0 


(.r- 


2  ^ 


puisque  y  est  analytique  (développement  de  Taylor).  Donc 


'.+  «-+-  /A 


•  —  4)' 


eh 

t-  ' 


(.3)         z,=--^        {x-Z)dd  /   ?,7-i^ 

On  démontrerait  de  même  que 

Voyons  comment  doit  être  choisi  //.  Nous  supposons  que,  dans  la 
région  A,  f  est,  autour  de  chaque  point,  holomorphe  dans  un  cercle 
dont  le  rayon  minimum  rst  R.  Il  faudra  donc  que 


{x  —  iy- 


<H, 


/> 


\^-t\ 


v/ïï 


ce  qui  a  lieu  si  //  ^  -L-=L-  ,0n  prendra  h  supérieur  à  lavaleur  maxima 

de  -^--=k  dans  la  région  envisagée.  Dans  ces  conditions,  il  est  manifeste 
2y/R 

que  z  sera  une  fonction  analytique  de  j^  dans  celte  région. 

Plus  généralement,  si,  enposanty  =j',  + 'Vj, /(■''', /)  est  une  fonc- 
tion analytique  dejv",  quand  le  point  (ic, y,,  j^,)  varie  dans  un  certain 

domaine  (O,  qui  se  réduit  à  A  pourj^'„  =  o,  Zy  et  -j^  sont  analytiques 
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dans  le  même  doniainc.  Dans  l'inlégrale  (jui  représente  Zq,  il  faudra 
prendre  /*>-!—=!:>   d  désignant  la   plus  courte  distance  du  pomt  p 

(.r,jK,,  Vo)  à  la  frontière  de  la  section  du  doniainc  par  le  plan  passant 
par  p  et  parallèle  ày.jOjKi-  Dans  ces  conditions,  si  dans  le  domaine  tô 
on  a  I  /l  <  F I  X  \P^  on  en  déduit 


1 7^0  !< 


F  I  X  I"-* 


(/->  +  !)(/-'  +  2) 


dl. 


().r 


< 


Nous  pouvons  maintenant  résoudre  le  même  problème  de  Cauchy 
(données  nulles  sur  Oy)  pour  l'équation 

du 


dx 


eu  H-  /, 


dont  les  coefficients  sont  analytiques  en  y  dans  (P.  Nous  formerons  la 

suite  d'approximations 

,   ,,  ^  ,  <?«o   , 

(i4)  ouo'^^o,         ou, 


dx 


ôu^    du, 
u„  u,,...  seront,  ainsi  que -^, -^ 


>  des  fonctions  analytiques  dey 
dans  O,  et  l'on  aura  (en  supposant  x  positif) 


"0      < 


F.r- 


Ju„ 


ô.r 


<Vx. 


On  en  déduit 


D'où 


ôu„ 

'm 


<Vi\x+  —)  <MF.r. 


",l< 


MFx» 


3! 


'Jx 


< 


MFj."- 


,! 


dx 


,_/Ax'       Cx'\   ^  M 'F  g.» 


«2      < 


M' Fa:' 


4! 


du. 


ùx 


< 


M -F. 


et  ainsi  de  suite.  On  olilicudia  ainsi  deux  séries  absolument  et  unifor- 
m.ém,enl  convergeiUes  de  fonctions  analytiques  dcj  dans  toute  région 
intérieure  à  (ô  et  qui,  par  suite,  représente  (/c'»x/o//t7w«.y  analytiques 
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de  y  dans  la  même  région  (  '  ).  On  aura  d'ailleurs,  pour  ^  >  o, 

du 
dx 


/n<F(e"^  — I  — Ma;), 


<F(e""  — i). 


o9.  Si'K  DIFFÉRENTS  PROBLÈMES  DE  pROLOxoEiMEST.  —  Ccci  établi,  reve- 
nons à  la  question  que  nous  nous  étions  posée.  Si  une  solution  de 
l'équation  (>:.'),  à  coefficients  analytiques  en  y  dans  le  domaine 
complexe  cO,  est  analytique  en  y  sur  les  côtés  verticaux  d'un  rec- 
tangle contenu  dans  la  région  réelle  A  de  ce,  elle  est  prolongeablc  à 
droite  et  à  gauche;  c'est-à-dire  qu'elle  constitue  une  fonction  analy- 
tique de  y  dans  un  domaine  faisant  partie  de  cD  et  contenant  le 
rectangle.  Pour  s'en  convaincre,  il  suffit  de  remarquer  que  -^  se 
réduit  pour  chacun  des  arcs  à  une  fonction  analytique  de  y  (^).  Mais 
//  ne  suffit  pas  que  z  soit  analytique  sur  un  seul  côté  du  rectangle 
pour  qu'elle  puisse  être  prolongée  au  delà  suivant  une  fonction  analy- 
tique. Elle  est  prolongée  suivant  une  fonction  5e  dont  toutes  les 
dérivées  se  raccordent  avec  celles  de  la  solution  sur  l'arc  de  courbe, 
mais  ce  prolongement  ne  sera  pas  nécessairement  analytique. 

Dans  le  cas  où  le  contour  (C)  n'est  plus  rectangulaire,  mais  où  C, 
et  C,  sont  analytiques,  les  résultats  précédents  sont  encore  vrais  si  le 

l(  j;  X     ) 

changement  de  variable  x' =    ,   _V    transforme  les  coefficients  en 

fonctions  analytiques  dey,  quand  x'  appartient  à  un  intervalle  conte- 
nant l'intervalle  (o,  /). 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  les  coefficients  soient  des  fonctions 
analytiques  de  x  et  dey,  les  formules  (i3)  et  (i4)  nous  montrent  que 
la  solution  du  problème  de  Cauchy  avec  des  données  analytiques 
(et  pour  un  arc  analytique  que  nous  transformerons  en  un  segment 

(')  Il   va   sans  dire  que  si    -r—   existe,   il    coiivieiil  de    faire   le  clianjiemenl 

d'inconnue  qui  annule  a. 

(-)  On  le  voit  en  répétant  avec  très  peu  de  modifications  le  raisonnement  qui 
a  été  fait  dans  le  cas  des  fonctions  JC.  On  prendra  alors  des  contours  successifs 
formés  j)ar  les  côtés  verticaux  du  rectangle  et  les  parallèles  au  côté  horizontal. 
A  chaque  dérivation,  il  s'introduit  à  la  fois  la  distance  d  u  ce  côté,  au  premier 
degré,  et  le  nombre  n  (et  non  plus  «-)  :  ces  deux  faits  sont  connexes. 

Ceci  résulte  aussi  de  ce  (|ui  a  été  vu  dans  la  deuxième  Partie  de  ce  Chapitre. 
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fie  Oy)  sera  elle  inêinc  analyliiinc,  ce  (juo  nous  savions  déjà  par  l(> 
théorème  classique. 

Si  ;  est  donné  par  ses  valeurs  sur  un  contour  (C),  ces  valeurs  étant 
analytiijues  en  y  sur  C,  et  C.,  la  solution  du  prohlènie  de  (lauchy 
sera  possible  pour  tout  segment  parallèle  à  Oy  cl  intérieur  à  ((>)  ('), 

puisque -y^  sera   l'onction  analyliipic  de  v  sur  ce  segment;  elle  sera 

possible  aussi  pour  un  arc  analyli(pie  intérieur  à  C  et  même  pour  C, 
cl  C.  La  résolution  du  problème  de  C.aucliy  nous  donne  alors  une  lonc- 
tion  analytique  de  .r  et^\',  coïncidant  avec  la  .Solution  proposée.  Donc 


B, 


Kis 


A, 


a; 


Pfan  réel 


b; 


B-, 


\q  prolongement  est  po.<}sihle, rchilivemcnlh  l'ensemble  des  variables  a;, 
y,  à  V  intérieur  d'une  bande  comprise  entre  les  deux  caractéristiques 
qui  comprennent  les  deux  arcs  C,  et  Cj  du  contour  (C). 

Le  prolongement  est-il  possible  également  au-dessous  du  seg- 
ment A,Ao  de  caractérisli(pie?  Pour  cela,  il  est  tout  d'abord  néces- 
saire que  la  valeur  prise  sur  celui-ci  soit  une  fonction  analytique 
de  X.  Rechercher  les  conditions  suffisantes  serait  un  problème  assez 
difficile.  Bornons-nous,  par  exemple,  au  cas  de  l'équation  de  la  cha- 
leur 0^  =  G,  avec  un  contour  rectangulaire. 

Si,surunsegmentA',  A'JntérieuràA,  A.  (y«o'.  i3),  la  valeur  de  ;cst 
une  fonction  analytique  de  a;,  nous  pourrons  rf'«//e  infinité  de  façons 


(')  Nous  avons  déjà  vu  ceci  clans  le  paragraphe  51  même  pour  les  équations 
non  linéaires.  Le  résultai  rolnlif  au  prolongement  est  ét;alemcnt  vrai  pour  les 
équations  non  linéaires. 

Jouin.  de  Math.  (6"  série),  loinc  l.\.  —  Kiisc.  IV,   ir)ii. 
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prolongerlasoliilionau-dessousde  A,  A  „,  suivant  une  fonclion  analytique 
de  .r,  mais  non  dc^'.si  les  valeurs  de  r  sur  A(2  et  BD  sont  quelconques. 
Si,  en  efï'et,  nous  prenons  un  point  M  sur  A,  A'.,,  nous  connaissons  en  M 

les  valeurs  de  -r-^  et  -; — r-îr  M'"'l  flii«  ■"''J'I  /'  :  ■:  et  ^  sont  sur  l'arc  PM 
ày"       à.T  oy"    ^         '  o.v 

des  fondions  .ic,  même  au  point  M,  et  nous  pouvons,  d'une  inlinilé  de 
façons,  les  prolonger  au  delà  de  M,  de  façon  à  obtenir  une  fonction  3e 
sur  un  segment  PQ  (voir  paragraphe  suivant).  Alors  la  solution  du 
problème  de  Cauchy  relatif  à  ces  données  et  au  segment  PQ  nous 
donnera  une  fonction  qui  coïncide  avec  la  solution  au-dessus  de  A',  A^ 
et  sur  A,  A'.,'lui-mème,  et  (pii  sera  analytique  en  ./;. 

Le  ca»  où  l'on  veut  avoir  un  prolongement  analytique  en  x  cl  y  a 
été  traité  par  M.  Lalesco.  La  valeur  de  la  solution  sur  toute  caracté- 
ristique doit  être  une  fond  ion  entière  d'ordre  <2  et  sa  connaissance 
sul'iit  à  déterminer  la  solution  de  part  et  d'autre  de  la  caractéristique. 

00.  Un  pi'.oclkmk  uki.atu'  a  i.\  l'iiYsiori',  .maïmimmiqi'f,.  —  (^)uelle 
doit-être  la  naturi'  de  la  donnée  sur  A,  A.  pour  (jue  z  puisse  être 
prolongcable  au-dessous  (/eAjAo,  de  façon  à  prendre  des  valeurs 
àl'Unuùni'Q?,  sur  les  prolonp;ements  A.^^^\  et  A^B',  de  A,B,  et  AoB^'? 
En  d'autres  termes,  si  l'on  se  reporte  à  la  sis^nijication  physique  du 
problème  :  étant  donnée  la  portion  d'un  milieu  indéfini  limitée  par 
dru\  plans  parallèles  et  dans  laquelle  on  étudie  la  distribution  dr  la 
température  supposée  uniforme  dans  chaque  tranche  parallèle  à  ces 
plans,  connaissant  la  tenqiérature  initiale  en  chaque  point  et  la  tempé- 
rature des  deux  plans  frontières  à  chaque  instant,  quelles  doivent  être 
ces  données  [loui'  cpic  l'état  du  corps  puisse  être  considéré  comme 
résultant  d'un  état  antérieur  à  l'instant  initial?  G'estle  problème  que 
s'est  posé  M.  Appell,  dans  le  cas  d'un  milieu  indéfini  dans  tous  les 
sens. 

L'étude  fie  l'analytirité  va  nous  donner  ici  une  condition  néces- 
saire :  envisageons  le  jibin  de  la  variable  complexe  x  {fig-  i4)  et  mar- 
quons sur  l'axe  réel  le  segment  A,  A2=  A,  A^;  les  valeurs  prises  par  ^ 
sur  A,Ao  doivent  définir  une  fonction  <l>(x-)  analytique  dans  le 
carré  de  diagonale  AjA,,  continue  sur  le  contour  du  carré.  Ceci 
résulte  de  ce  (pie  nous  avons  dit  dans  le  paragraphe  4-5  (en  note). 

Celte  condition  est  aussi  sujjisanle.  Pour  le  voir,  remar([uons  tout 
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d'abord  que  si  <&(x')  csl  une  foiiclioii  mial  vli(|ii('  de  x  satisfaisaiil  à  la 
condition  que  nous  venons  de  donner,  l'inlé^n'ale 

— -=       /  -r=É 


XK{x,y) 


•■''     ^(i)d\. 


a--,  el  X.,  élanl  les  abscisses  de  A,  el  A»,  esl  iiiie  lonclion  anal}  V\^\w:  (11',»; 
dont  la  valeur  peut  être  calculée  en  prenant  pour  clieniin  d'intégra- 
tion la  ligne  brisée  A,  FA.  :  (juand  y  tend  vers  zéro  et  ./;  vers  x^,  x„ 
étant  un  point  intérieur  au  carré  ou  sur  son  contour,  l'intégrale  tend 
vers  0(x„  )  (nous  pouvons  supposer  <I'  nul  ('w  A,  el  A^,). 

l'-ig.  .4. 

Â' 


Cela  posé,  soit  O  le  milieu  de  A,Ao,  que  nous  su[)posons  à  l'ori- 
gine i^fig-  i3):  effectuons  le  prolongement,  au-dessous  deA|A^,  de 
la  fonction  ::((),  v).  Pour  cela  posons 

il>(.r)  ^  r?o-l-  a,.z-  -\-  a^x- -\- .  .  ., 

La  dérivée  — "  "' •'    >  poury  =  o,  est  égale  à  (2/A)!a^„  :  pour  avoir 

une  fonction  dey,  définie  poury^o,  et  dont  la  dérivée /i"'"'',  pour/ =  o, 

ô'z'  _  _  ^ 
~       ày 
prenanlsur  A,  Ao  la  valeur  ç^  (ai")  et  sur  A  ,  I!',,  AoB'^des  valeurs  /^  (/), 

-i^-^^y^-  0"-'        ô-^"-' 

Onaura,au[.oinl(),y4-  =  (— ')"-;}7î^  — (-'0''^'-«-l'"'"^"^"-^'-'*l'"-'"') 


soit  égale  à  r/.„,  formons  une  solution  z'  de  l'écpialiou  -^  =  —  -y- 
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:'((),  y)  constitue  un  prolonf^ement  de  r(o,  j).  Nous  consliluerons 
de  même,  avec  la  tlérivée  par  rapport  à  x  d'une  solution  z"  prenant 

sur  A,  A.,  la  valeur  .r'>};(x--),  un  prolongement  de  ^(o,j).  Soient /(/) 

el  g{y)  les  fonctions  ainsi  calculées. 

Ketnanpions  que  o  a  une  valeur  bien  déterminée  aux  points  A, 
et  A.  :  eu  ell'et,  dans  le  [)lan  de  la  variable  complexe  ./;,  *l>(ix)  est  la 
valeur  de  $  au  point  obtenu  en  faisant  tourner  le  point  d'abscisse  x- 
de  go"  autour  du  point  O.  Donc  o  (■'-■:)  +  ix.i'\i (xl)  —  (^ {A'),  A' étant 
sur  le  contour  du  carré.  Or,  nous  avons  supposé  $  continue  sur  le 
contour  du  carré,  o  est  donc  continue  en  A,  et  A.,  et  nous  devrons 
choisir-/,  et  y,  se  raccordant  avec  o  en  ces  points.  Même  raisonue- 
meiil  poui'  '-j;. 

Formons  maintenant  la  solution  r,  du  problème  de  Cauchy  relatif 
à  l'équation  oz  —  o,  au  sej^inent  P0(^  {/ig-  i^)  ^l  aux  données  f  {y) 
et  if  (y)  :  celte  solution  prend  évidemment  la  valeur  *l>(./;)  sur  A,  A„; 
elle  est  définie  à  l'intérieur  du  contour  B,  AiAoB,  et  sur  les 
côtés  A,  B',  AoB',  eux-mêmes.  En  effet,  en  un  point  de  O(^),  on  a 

djc-"  ~~  ^        '    â.v'-"  '  àa;"'-*-^        ^        '    ()j -"■*-' 

et  par  suite,  x  étant  réel,  on  |)enl  écrire 

;,(,«,)')  =::  partie  réelle  de  [z'{ix,  y)  —  iz" (ix. y)  d.r]. 

Or,  cette  fonction  est  définie  et  continue  même  pour  .i'  =  x,  et 
X  =  X.,  (ici  ./;,  =  —  . r^)  puis<pron  obtient  pour  ces  valeurs  de  x  le 
point  A'  et  son  symétriciue,  de  sorte  que  z'{ix2,y)  cl  z"  {ix..,  y),  par 
exemple,  sont  les  valeurs  de  z"  et  z"  au  point  A'.  Quand  y  tend  vers 
zéro,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  z'Çix^^y)  lend  vers 
9  (Â')  =  '9  (  —  j;':;),  quantité  réelle,  car,  si  nous  avons  représenté  z'  par 
des  fonctions  ^  et  iK,  la  fonction  3C  seule  intervient  ici.  Donc  pour 
x  =  x.,  et  y  =  o,  la  partie  réelle  de  z'(ix,y')  est  ->{-  xi);  de 
même  z"(ix^y)  prend  la  valeur  i,x„'\i(— x:)  et,  par  suite  en  A,, 
z,  |uend  la  valeur 

o(-xl)+j:r'h{-J:i)=>b{.r,). 
Nous  trouvons  donc  bien  ainsi  une  fonction  prenant  la  valeur  <I'(.'.) 


ÉQUATIONS    AUX     1 1 1:  RI  V IC  K  S     PA  llTr  Kl.LES     l\V    TYl'K     l'AK  AliOLIQV  K  .         ]Cn 

sur  AiAj  et  clos  valeurs  conliiiues  sui'  A,B',,  AJi!,,  se  raccordant 
avec  $  en  A,  et  A.,. 

V.  —  Sur  un  théorème  d'existence. 

01.  hu'ossinii.iTK  d'un  cektai.n  l'iKiKi.i.Mi',  r,i;i,ATir  aux  solutions  analy- 
tiques. —  Nous  allons  envisaj^er  iMainlrnaiil  le  [ndhlème  ilii  |ir<)- 
longeinenl  analytique  dans  le  cas  où  l'on  se  donne  les  valeurs  de  la 
solution  sur  deux  arcs  de  coiirJte.s  analytiques  sccanis.  Si  nous  nous 

bornons  à  l'équation  de  la  chaleur  -^ f-  =:  o    le  nioblènie  sera 

donc  le  suivant  :  peut-on  obtenir  une  solution  de  celte  équation  ana- 
lytique autour  d'un  point  du  plan  et  prenant  des  valeurs  données 
sur  deux  arcs  de  courbes  analytiques  passant  par  ce  point?  Cette 
question  a  été  cnvisajj;ée  dernièrement  par  M.  Levi,  qui  a  trouvé 
quelques  cas  d'exception,  mais  qui  n'a  pu  décider  si  le  problème  était 
possible  en  général.  Nous  allons  montrer  que,  en  général,  le  problème 
est  impossible. 

Bornons-nous  à  un  exemple  simple,  en  supposant  que  les  deux 
courbes  soient  l'axe  O^  et  la  bissectrice  OR  de  xOy  et  (pie  la  solu- 
tion doive  être  nulle  sur  Oy.  On  peut  toujours  supposer  cette  der- 
nière hypothèse  réalisée,  car,  si  la  donnée  est  o^{y)  sur  O^,  il  suffit 
d'envisager  la  solution  :;  —  '(,  "(  étant  une  solution  analytique  prenant 
la  valeur  ç,  sur  Oy.  Soit  donc  '^{y)  la  valeur  sur  OU  avec  la  condi- 
tion ^(o)  =  o.  Si  la  solution  cherchée  existe,  elle  doit  se  réduire 
sur  Ox  à  une  fonction  impaire  entière  '^{x).  On  aura 

■i  \/r.  J-  ,     \/y 
Ecrivons  que,  sur  OH^  :  prend  la  valeur  '^{y).  11  vient 

■|i  étant  une  fonclion  inq)aire,  le  changenienl  de  la  variable  ;  en   —  % 
montre  que 
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0)  esl  donc  la  demi-somme  des  deu\  iiitéf^rales,  el  la  l'oiiclioii  ,}/  satis 
fait  à  réquation 


_!_  /     ■  e  "'e  '^•shH(i:)e?c:  =  ?(/). 

n  =  n 
.r 

e*  o(y)z=yla„y, 
puis  faisons  le  changement  de  variable  S  =  2/ VJ'.  Il  vient 

Or 

donc 

V,.  3.  ..(.,.„  +  i)a„2''+'/''=y  a,„i", 

par  suite 


"         2"+'l.3...(2«+l) 

Or  nous  avons  posé 


sh  — 


et  'j'(^)  doit  être  une  fonction  entière  d'ordre  j:2.  i'ar  consé(juenl,  // 
esl  nécessaire  que  la  fonction 

90 

.r'    -^  a„x-" 

,  X  ^  2"  1 . 3  .  .  .  (  2  «  -t-  I  ) 
sh  — „=o 

50/7  une  fonction  cnlicrc  d'ordre     -i.  11  est  clair  (pic  ceci  n'aura  pas 

lieu  en  général,  car  sli  -  admet  pour  zéros  les  points  .r  ;=  2K~/,  et 

il  faudiail  Iniit  d'abord  (pic  la  série  X  admette  ces  zéros. 

Dormons  d'ailleurs  un  exemple  simple  de  l'impossibilité   du   pro- 
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blême.   Prenons  /(ar)  = Alors  nos  formules  nous  montrent  que 

sh- 


y 


oQ')  =  lye  *.  iNous  avons  ainsi  une  solution  unique,  nulle  sur  Oy 
et  égale  sur  OR  à  une  fonction  analytique.  Elle  se  réduit  sur  Ox  k  f{x) 
non  entière;  donc  clic  n'est  pas  prolongcable  au-dessous  de  Ox. 

G2.  Cas  ou  les  arcs  de  r.ounitE  ne  sont  pas  sécants.  —  Qu'arrive- 
rail-il  si  les  arcs  de  courbe  portant  les  données  nétaicnl  pas  sécants? 
Soient  A,  B,,  A^  Bo  ces  arcs,  compris  entre  les  caractéristiques 
A,A^,  BjEj.  ?sous  avons  vu  que  si,  en  envisageant  un  contour  (C) 
formé  par  un  segment  de  caractéristique  et  deux  arcs  analytiques,  on 
se  donnait  la  valeur  de  z  (celle-ci  étant  analytique  sur  les  deux  arcs 
analytiques),  la  solution  était  analytique  eux  ety  et  existait  dans  toute 
la  l)ande  limitée  par  les  caractéristiques  extrêmes.  Par  conséquent, 
dans  le  cas  actuel,  si  nous  nous  donnons  une  fonction  arbitraire 
représentant  la  valeur  de  :;  sur  A,  Ao,  la  solution,  prenant  les  valeurs 
données  sur  le  contour  (C)  formé  par  B,  A,  AoBo,  répondra  à  la  ques- 
tion :  sur  toute  caractéristique  coupant  A,  B,,- elle  se  réduit  à  une 
fonction  entière  d'ordre  <  2 . 

Il  est  intéressant  de  voir  comment  ce  problème  peut  être  rattaché  à 
la  théorie  des  équations  fonctionnelles.  Supposons  que  A,B,  et  AoB^ 
soient  des  segments  parallèles  à  Oy{x  ^  o  et  a;  =  /<)  et  soit  a,  a,  un 
segment  de  caractéristique  {y  =  Vo)  qui  les  coupe.  La  détermination 
de  :;  revient  à  celle  de  la  fonction  entière  '■['(j?)  à  laquelle  z  doit  se 
réduire  pour  y  =^0.  Supposons-nous  placés  dans  le  cas  où  les  don- 
nées sont  zéro  sur  A,B,  et  ip(jK)  sur  AoB,.  'j'(x-)  sera  impaire  et,  au 
point  a,,  nous  devrons  avoir 

Donc  ']/  satisfait  à  la  relation 


(A-^  .-)+•}(/'— )=i;  7^  ^=<o(.') 


.r-"     d"  <p 


on  en  déduit  aisément  que  '|'(a;)  est  une  fonction  impaire,  solution 
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(Il'  Vèqualion  fomlutiinrUe 

(i5)  '}^{x-^-xh)-'i^{x)  —  g{x),         ,4r(.r)=:a.|(.r  +  //)-J. 

l/('(]iialion  (  1  ■))  csl  une  équation  cnvisae:êe  par  Aboi.  Si  ^r(r)  esl 
une  soliilioii  (|iu'lc'()ni|iii'  dr   celle   (''(lualion,    on   vriilie   sans   peine, 

d'après  la  forme  de  g,  que  — ^^ — ^^ — — ^  csl  une  solution  impaire. 

Ceci  nous  montre  (pie  l'équation  (i;"))  admet  une  infinité  de  solu- 
tions d'ordre  :2.  Il  est  clair  qu'elle  ne  peut  pas  admettre  de  soliiliun 
d'ordre  inférieur  à  celui  de  g. 

Si  nous  avions  pris  comme  données  'fi(_x)  et  -^^(y),  nous  aurions 
obtenu 

+  (,r)4-(^(-^)  =  /(,r^), 

l]/(/t  -\-  ÛC)  -I-  Jj(/(  —  X)  —   o-(,f-), 

f  el  g  étant  des  fonctions  entières  d'ordre  S  2.  Ce  système  admet 
pour  '\  une  infinité  de  solutions,  parmi  lesquelles  il  y  en  a  une  infi- 
nité qui  sont  des  fonctions  entières  d'ordre  "S-j..  Si  /  et  g  sont 
d'ordre  2  —  a,  'j/.ne  peut  être  d'un  ordre  inférieur. 


(3) 
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NOTE  SUR  LE  CONTOUR  RECTANCiULAIRE. 

Celte  Note  a  pour  objet  d'établir,  dans  le  cas  du  contour  rectangu- 
laire, les  résultats  qui  figurent  dans  les  paragraphes  4*,  o*,  6*,  7',  f  o 
(c/.  aussi  §  54-  ). 

Lorsqu'on  fait  l'étude  des  solutions  de  l'équation  oz  =  /",  toutes  les 
questions  concernant  l'existence  des  dérivées  au  bord  et  la  limitation 
de  leurs  accroissements  sont,  en  effet,  particulièrement  simples  à 
traiter  dans  le  cas  d'un  contour  rectangulaire.  Une  simple  transfor- 
mation de  coordonnées,  qui  ne  change  pas  la  forme  de  l'équation, 
nous  permet  toujours  de  prendre,  comme  équations  des  côtés  du 
contour,  y  =  o,  j;  =  o,  x  =  a,  soit  Ox,  Oy,  AB  :  les  données  res- 
pectives sont$(x-),  $,(7),  $2(7)- 

Envisageons  tout  d'abord  l'équation  0^  =  0  et,  comme  au  para- 
graphe o,  formons  la  fonction  z  prenant  sur  Oa;la  valeur  ^(x),  puis 
posons  z  =  z  -\-  z,,  avec 

(0         .,=^r^L^  — 


+  -L=f^ ±-^e    '-'-'"cp,(n)^-o. 

O,  et  o.,  étant  les  solutions  du  système 

,        f^        a  -^-^ 

<D,(r))-:;(o,ï))BEF.(r;)  =  9,(-o)H p/      je    '^''-'   o,(s)ds        [F,{o)  =0], 

(ï),(r()  — i(a,ï))  =  F,(rO  =  92(-o)-t--^  /     ^  t-    "^-"  9,  (.•)  «f«        [F,(o)=o]. 

Le  grand  avantage  de  ces  deux  équations  est  que  les  deux  intégrales 
sont  indéfiniment  dérivables  par  rapport  h  y,  si  9,  et  Oo  sont  continues. 
Par  conséquent,  si  F,(jk),  {i=i,  2),  admet  par  rapport  à  y  un 
accroissement  d'ordre  y,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

|F,(7)-F,(n)|<(L)l7-v)|T, 
il  en  sera  de  même  de  ç,-.  De  plus  9,(0)  =  o  et  |  9,  (  v)  |  <  (L)  j^. 

Journ.  de  Math.  (6«  série),  tome  I\.  —  Kasc.  IV,   i<)i3.  JQ 
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ilr*iilpr    

dx        dx        àx 


Proposons-nous,   par  exemple,   de  calculer  —  =  -y- j— •  Nous 


mettrons  -y-  sous  la  forme  {cf.  §4) 

(,')  ^—=     -^  r' — ^«"^"-'"?.(*;-r,r)rf^ 

,          y    a—-       -      ^'      _ 
-+- — p  r   -^ H^    "^-'■"o,(i;a;,y)</i, 

o,  et  3o  étant  données  par  les  deux  équations 


„.v                                      n-- 

—  „   /-.«    ,,\    1                 /                         „    4/— .s;„   /.. 

2(.r  — .î 

ia  —  . 

~                               I      r''      a 

9.{y-sY 
Posons  alors 

2^%/,   {t  —  sy- 

.r'                                                                                   1  a  _  j-  ,5 

)            9.=- 

r  +  '^i-         °^  —  - i 'r<\>. 

v)dt, 


(2') 

2(j •y)=  2(j— S)> 

Les  écjuationsen  o,  et  Oo  deviennent  alors  des  équations  en  'i,  et  '^o 
avec  les  mêmes  noyaux;  dans  la  première,  par  exemple,  le  terme 
connu  sera 

,  n'  in— .1-1' 

2V7:J,    (/-s)î  3(j-0- 

et  ceci  est  une  fonction  continue  de  s,  x,  y  pour  s^y  et  a7<[a,  et 
qui,  pour./;  =  a,  a  une  limite  qui  est  continue  en  j'  et  s.  Donc,  ce  terme 
est  partout  (')  continu  pour  o^s^y.  De  même  pour  la  deuxième 
équation.  Par  suite,  J/,  et  ■\/.,  seront  partout  continues  et  l'on  pourra 
écrire,  g,  éuinl  partou/  ronlinue, 

('")  ^  =—  -V[ï,y);.r,  r]  — /(„(t,  r,;^,.r)-^i(c,r;;a",  j), 

(')  Quand  nous  emploierons  dans  cette  Note  le  mot /3a/7f^///,  nous  entendrons 
par  là  :  dans  le  rectangle,  contour  compris.  D'autre  part,  la  lettre  y  (ou  y')  dési- 
gnera toujours  un  nombre  compris  entre  zéiu  et  u/i.  sinon  il  peut  sintroduiie 
pour  la  valeur  un  des  termes  logarillimii|ues,  comme  au  paragraphe  13. 
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Ao  élanl  le  terme  obtenu  en  remplaçant,  dans  l'expression  (i')  de  ^> 

Zi,  et  o.,  respectivement  par  les  deux  premiers  termes  des  formules(2') 
\c/.  §  4f,  formules  (9)  et  (i  i)J. 

Passons  maintenant  à  Vétude  des  accroissements  :  commençons 
par  étudier  les  accroissements  de  r  par  rapport  à  x. 

Si  l'on  a  (A  >o) 

ia>(.r  +  /()  — «I>(J.-)|<{L)//«, 

la  fonction  z{x  -t-  A,  _v)—  z{x^  y),  solution  de  oz  =  o,  nulle  à  l'inlini 
et  dont  le  module  est  <(L)/t"  sur  Ox,  admettra  partout  cette  limi- 
tation (§  18). 

Quant  à  -,,  pour  l'étudier  il  nous  suffit  d'envisager  la  première 
intégrale  A  de  la  formule  (i),  l'autre  étant  analogue.  Or,  si  l'on  a 

(0  |.^(//,r)-M+o,y)|<(L)AT, 

la  fonction  ^(^x  +  A,_x)  —  ^{x^y)^  solution  de  0:  =  o,  admettra  par- 
tout cette  limitation,  puisqu'elle  l'admet  sur  Oy  et  est  nulle  sur  Oa; 
et  à  l'infini.  Cela  posé  : 

i"  5î|AF,i<(L)ix%o/ia|r,(x  +  A,y)-i;,(x-,7)|<(L)A^  - 
En  effet,  Aç,-  satisfait  à  la  même  inégalité  que  AF,.  Ecrivons  alors 

Si  nous  appelons -1,  et-i^  ces  deux  intégrales,  nous  avons  aisément 

il 

Y 

Or  I  o,  (^^  I  <;  (L)jK^   Si  donc  nous  posons  lr  =  l\\y,  le  second 

membre  sera  inférieur  à  (L)//iA  ^  /     —^ds.   l^e   terme  en  A  reste 

-'0    V  •'■■ 
toujours  fini  et  rexjircssion  envisagée  est  donc  <C  (L)A^. 

D'autre  part  32(0, y)  =  o  et  |  ^^{Ihy)  \  <  (L)  A^,  comme  on  le  voit 
par  le  même  changement  de  variable.  D'après  ce  que  nous  avons  dit 
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plus   haut,    raccroissement  de  -t,  4- -^^  ^  .-^  est  donc  d'ordre  y?  l'iné- 
galité (/)  étant  vérifiée  :  d'où  l'accroissenient  de  z,. 

2"  Si  |AF,|<(L)Ajv  '    ,  -p  existe  purtoul.    -    Un  a,  en   eilel, 
d'après  la  formule  (7)  du  paragraphe  2, 


dx 


9i(y) 


*.>" 


j-% 


et  ceci  tend  vers  zéro  avec  y.  Si  l'on  calcule-T-=!  on  constate  immédia- 
tement que  cette  intégrale  est  continue  et  tend  aussi  vers  zéro  avecy. 
-7^  est  donc  continue  au  bord  ('). 

3"  5/  F;  existe  (avec  F'(o)  =  o)  r/  si  1  AF;  |<  (L)  Av%  ^  et  ^ 
^-^{x  +  h,y)-'^{x,y) 


existent  partout  et 


<(L)/J.  -  En  effet, 


d'après  (li),  o|.  existe  et  9X")  ^=  o;donc,  -T  étant  le  premier  terme  de  r,, 
'  d\ 


(ri)dri  : 


A^D 


i  l  J  -  1 


\/^ 


(.>- 


WifÔdri, 


et  l'on  est  ramené  au  1°. 

Envisageons  maintenant  les  accroissements  A  par  rapport  à  y. 

Il"  Si  |AF,-|<(L)A7^  on  a  |A;,|<(L)AjT.  —  En  efiet, 
I  a>,(_)')|<[(E)y^  et,  d'après  la  formule  de  limitation  (G),  §  2,  dos 
intégrales  ^^  \z,  (o,  A)  |  <;  (  L)/J.  La  fonction  z,  (x,  y  ■+-  k)  —  z,  (x,y), 
solution  de  0^  =  0,  se  réduit  sur  Ox  à  ::,(o,/i)  et  sur  les  côtés 
verticaux  à  Fi(y  ■+-  A)  —  Fi(y).  Elle  a  donc  partout  la  limitation  (L)  A^. 


(')  On  déduit  aisément  do  là  les  fnininles  de  la  douxiéme  Note  du  paragraphe  5'  :  en  efîet, 

avec  les  notations  de  cette  Noie,  on   a   alors  lA»|<(L)A)'    2    ,  d'où  la  liniilalion  de  — ^  et 

as  '  '  "•'' 

—^-  Si  <1>  (x)  est  simplement  continue,  on  pose  »,=  i}i,+  y,,  les  fonctions  Cf.  et  x.  étant  les 

solutions  des  équations  (2)  dans  lesquelles  on  prend  pour  premier  membre  '1', (r, ),  puis  — s{o,-t\) 

[et   — -S  (a,  T,)].   Alors  ^,(«)  ;-- o  cl   il   s'introduit   — —  dans  la   liiiiilation    (les   intégrales  -^ 


\y 


dx 


portant  sur   i)»,.  De   plus 


est  de  la  forme  -  :  dans  les  inléj;rales  ^  portant  sur  /,,  on 


décomposera    l'intervalle   d'intégration   en    ileux    inlcrvalles  éi;aux  (  o,  *—  j  et  \—i  y\\   dans   le 


premier  on  dérivera   le  noyau,  dans  le  deuxième  on  appliquera   la   fornjule  (7)  (§  2),  et   l'on 
aura  ainsi  -^  =  — ;;:  (Ç  continue  partout). 


ôx 


\'y 
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5°  Si  F;  existe  [F;(o)  =  o]  et  si  |  AF;|<  (L)  A/ï,  ^  existe  par- 


tout et 


dy 


•<  (L)  A/^.  —  Même  démonstration,  en  considérant  -~ 


comme  solution  de  oz  =  o. 

G°   Si   1AF;|<(L)A_x%    on    a 


Ox 


Y-^1 


<;(L)Aj'  -   ,   et    enfin    si 


i  +  Y' 


/|AF;.|<(L)Ay  ^    , 


d'-'i 


d^ 


dx  dy 


àJ:  i^/r.  J,     \Cy 


existe  partout.  —   En  effet,  on  a 


ri 


Cette  intégrale  est  une  solution  de  oz  =  o,  nulle  sur  Or  et  à  l'infini, 

'    -p==</-r),laquelleadmet 

un  accroissement  d'ordre  -.  si  l'on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  o', ,  et 
d'ordre  ^^ >  si  l'accroissement  de  o',  est  d'ordre--  Il  est  inutile  de 


reproduire  ce  calcul  facile.  Quant  à 


,    d-'z, 


d    dz, 


,  il  suffit,  pour  cons- 
d-^ 


dx  dy        dx  dy 
tater  son  existence  partout  dans  le  cas  indiqué,  de  reproduire  sur  -^ 
(voir  3°)  la  décomposition  du  i°  et  le  raisonnement  du  2". 

iNous  pouvons  donc,  en  nous  rappelant  ce  qui  a  été  fait  sur  r  rela- 
tivement à  y  (')  (§  7),  énoncer  les  résultats  suivants,  qui  servent  à 

l'étude  de  l'équalion  /•  :^f(x,y,  z,  p,  q)  : 

ï 
Si  $;. ,  $',  $"  existent,  avec  |  A«I);  |<  (  I.)  A^  et  |  A$"|  <  (L)  Ax'',  on 

a,  par  rapport  à  x, 

dz 


(3)  |A;|<{L)A^, 

et  par  rapport  ky 
|A^|<(L)Aj, 


àx 


<(h)\x. 


ày 


<(L)AjrY, 


dx 


<(L)Aj  ••=   , 


Ai^ 

or 


<(L)Av-. 


Si  lA*;i<(L)A)'   -    et  si$"'existc,  avec  |A<I>"'|<(L)Aj?ï',  on  a 


|A=|<(L)Av, 


d: 
"dJ- 


<(I')A.r, 


d^ 
dy 


<(L)Ay  ^ 


(')  L'accroissement  de  F,   dépend   en   ellel  de  celui  de  <1>,  el  de  celui  de  ;, 
puisque  F.(y)  =  <P,(j)-ï(o,7),F.(j)=<l»,(/)-:i(a,j). 
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Ces  deux  derniers  cas  peuvent  se  réunir  dans  les  formules 


(3')       |A-|<(L)Av. 


<(L)Ayy-?, 


A^\<(L)àyr, 


P  étant  le  plus  petit  des  nomljres  -  et  i  —  y. 

Passons  maintenant  à  l'étude  de  l'équation  Iz—f.  Si/satisfait  à 
la  condition  (33),  paraf^raphe  lîi,  il  résulte  du  paragraphe  14  et  des 
formules  (3')  que  les  inégalités  (34),  paragraphe  lo,  sont  vérifiées 
avec  Y  =  y'.  Envisageons  mainlcuaiil  le  cas  qui  se  présente  au  para- 
graphe 55,  à  savoir 

I 
/(x,o)  =  o,        |/(^-,r)|<KvS         \/{^  +  li,y)-f[x.y)\<Kh-!. 

Nous  avons  alors,   U   étant  toujours  la  solution  fondamentale  (voir 
§  iO), 


/(j:,ri)dn 


le  terme  non  écrit  étant  une  intégrale  analogue  à  la  précédente.  Si 
nous  voulons  avoir  la  solution  Z^  de  oz  =/,  nulle  sur  le  contour, 
solution  partout  régulière  puisque  y(x,o)  =  o,  nous  ajouterons 
à  Z  la  solution  r„  de  èz  =  o,  nulle  sur  Ox  et  prenant  sur  les  côtés  ver- 
ticaux O^et  ABIa  même  valeur  que  —  Z.  Donc,  d'après  la  formule  pré- 
cédente,-r^  se  réduit  sur  Ox,  Oy,  AB,  à  zéro, /(o,/),  —-/(a, y): 

par  suite,  -p  sera  donnée  par  les  équations  (i)  et  (2),  dans  lesquelles 
on  a  posé 

F,{n)^-^/{o,r,).  F,(Y))=-i/(a,r,). 

0,  (r])  peut  donc  s'écrire 

■\i,  étant  une  fonction  continue,  qui.  ainsi  que  sa  dérivée,  est  limitée 

Y 

par  (L)Ky)\  Nous  avons  pour  Oo  des  conclusions  analogues.  Donc, 

17 

pour  avoir  -—-,  il  suffit  de  remplacer  dans  la  formule  (4)  les  intégrales 
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simples  par 

-  f 


(5) 


4v^^ 


»  I  >  —  'O)  I 


{.y--nr 


[/{-'■rn)-/{o,ri)]  +  ^,{r,)[d-n, 


dZ„ 


el  une  autre  analosrue.  On  voit  alors  que  ^  contient  des  intégrales 

simples  limitées  en  fonction  de  Iv/'.  (juant  à  l'intégrale  double,  elle 
admet  une  limitation  analogue,  car  elle  se  compose  d'intégrales  I  3 
et  I      5  [voir  §  8,  formules  (24')]-  ' 

Voyons  maintenant  les  accroissements  par  rapport  à  x  :  nous  aurions 
à  faire  la  décomposition  de  l'aire  d'intégration,  qui  est  figurée  dans  la 
figure  6*"  du  paragraphe  15,  avec  une  analyse  analogue  à  celle  du  para- 
graphe  14.  La  partie  de  l'accroissement  de  -~  ,  qui  est  relative  à  l'ac- 
croissement de/(.r,jK)dans  l'intégrale  double,  se  détruit  avec  le  terme 
correspondant  des  intégrales  simples,  comme  dans  le  paragraphe  14. 
Il  ne  reste  donc  que  les  accroissements  résultant  de  l'accroissement 
de  U  :  ils  sont  ■<(L)K/^^,  en  ce  qui  concerne  l'intégrale  double. 
Quant  à  l'intégrale  (5),  elle  se  décompose  en  deux  parties  :  celle  (jui 
contient  ,};,  admet  une  dérivée  contenant  K  en  facteur,  et  l'accroisse- 
ment de  l'autre  se  traite  par  une  méthode  analogue  â  celle  (]u'on  a 
suivie  au  paragraphe  14  pour  l'intégrale  (32")-,  il  est  donc  inférieur 
à(L)KAxT.  Donc 


\^Z,\<(L))i^a:, 


|Z„|<(L)Kj- 


Ojc 


ôx 


<{L)KA.r, 


<(L)Kr  - 


JZ„ 
<^Z„ 


ùy 


<(L)KAa-Y, 


<(L)Ky'. 


Ce  sont  les  formules  (pii  nous  ont  servi  dans  le  paragraphe  .">.">  |  for- 
mules (71)  et  (72)]  et  qui  interviennent  à  la  seconde  approxima- 
tion [première  formule  (60)],  la  première  approximation  donnant 
évidemment  lieu  aux  inégalités  (3)  ou  (3),  puisque  c'est  une  équation 
de  la  forme  os  =:  '{"(-J^)?  dont  la  solution  se  forme  comme  il  a  été  dil  à 
la  fin  du  paragraphe  7. 


I,es  Chapitres  IV  el  V  paraitronl  en  \\)\'\. 


EJîn.rri  kt  hem  mujues. 


Pajes. 

MA,  ligne  2  de  la  mite,  au  lieu  de  :  t.  i3i,  lire:  l.  i53. 

3o6.  ligne  4  cl  note  (').  au  lieu  de  :  Scliaelli  el  I.auricell.  lire  :  Sclilacni  et  Lauricclla. 

307!  ligne  3  de  la  noie,  au  lieu  de:  rclalif,  lire:  lelalifs.  Au  sujet  des  solutions  régulières. 
"dont  il  est  question  dans  la  ligne  9,  il  convient  de  supposer  également  la  .onlinuité  de 
toutes  les  dérivées  d'indices  inférieurs  ou  égaux  à  ceux  des  dériv(?es  figurant  dans 
lé.iuation.  Les  solutions  régulières  d'une  équation  de  second  ordre  seront  donc 
continues  ainsi  ([«c  leurs  dérivées  premières  cl  celles  des  dérivées  secondes  qne 
contient  l'équation;  en  particulier,   pour  les  solutions  régulières  de  l'équation  de  la 

dz        dz 
clialour  S;  =  o,  il  sulTit  de  dire  que  z,  ^  et  —  sont  continues. 

309,  ligne  7,  ajouter  à  la  condition  (F)  l'Iiypothésc  o  <  a^i. 

3iJ,  formule  (K),  ajouter:  —  o.  _  _ 

3i3,  ligne  6,  au  lieu  de  :  />  =  1,  lire  :  p  -»;  formules  (c)  <l  [C'),  au  lieu  de  :  +a—  =  cz. 

lire:  =  a  —  -h  cz.  Ligne  iG,  ajouter  :  voir  Lévi,  Anniili  di  Mat.  1912. 
3i4,  ligne  19,  au  lieu  de  :  contour,  lire  :  conlour  (C)  ouvert. 

317.  ligne  I,  au  lieu  de  :  §  .3,  lire  :  §  a.  Ligne  4,  ¥(ï,)  désigne  une  fonction  continue. 
319,  lignes  ()  et  10,  au  lieu  de  :  x  —  X(y),  lire  .\\x  —  X(>')|. 
330,  ligne  8,  au  lieu  de  :  si  a  admet,  tire  :  si  o  et  X  admettent. 

3ji,  ligne  a5,  au  lieu  de  :  à  la  condition   que    P   ne  vienne  pas,    lire  :  I'   ne  venant  pas. 
3-.2  ligne  t5,  au  lieu  de  :  relative,  lire  :  relatives.  Note  {').  ajouter  d^,  dans  l'intégrale. 

323,  le  second  memhre  de   la  formule  (P)  est  K|>--t,|    '    ;  ligne  3,  au  lieu  de  :  satisfaire, 

lire  :  faire. 
3j5,  ligne  11,  au  lieu  de  :  X  [E,t,;  X,(s),s],  lire  :  V  [  ;,  r,;  X,(s),  i]  ;  ligne  6  en   reiii.Mitunt, 

au  lieu  (/e.-^V[X(T,),  j:  x,  y],  lire  :  —  \[\(r,),  r,:x,y\. 
Ox  ox 

327,  lignes  9,  i3,  21,  aulieu  de:  ■i';  |4-|-,      _'     .  lire  :\'!^\;  {■!/,};  • 

33i,  lignes  7,  ii,ai,Ueude:  <1>,(Ç);C.,.  lire  :  'V\{\)\Q.,\  formules  (i4'),a"  ''««  de  :  ?,  lire: 

ç„  puis  c; .  _ 

332,  ligne  i.5,  au  lieu  de  :  L ,,,  lire  :  X.  ,-\  remplacer,  dans  les  formules  de  la  note,  y  par  ^'  — ^,. 
3J3,  ligne  3,  au  lieu  de  :  ce  qui  exigera,  lire  :  et  pour  cela  supposons.  Ligne  i3,  mettre 

un  point  après  {.x',  y'). 

y  —  T  1  ~T 

334,  lignes  5,  11,  au  lieu  de  :- '■;   L,,,  lire:  ;   L   . 

T     o  '      '  I  '  y  —  T,         ' 

335,  ligne  6,  au  lieu  de:  <!i"(x),  lire  :  <l>'(a;). 

336,  formule  (19)  remplacer  \c  premier  signe  —  par-+-:  ligne  16.  a« //'«(' f/e  .■  (17),  T,  (.l'i)  =  o. 

lire:  (cy),  I'';(.i  ,)  =  0. 

333,  formule   (Ji'),  l'exposant  de  k  est-- 

339,  avant-dernière  ligne,  nu  lieu  de:  a,  lire  :  cf.  Ligne  lî,  l'iiypollièse  que  X  soit  dèrivable 
n'est  iiulliincnl  nécessaire  pour  que  le  premier  terme  admeite  un  accroissement  d'ordre 
non  nul  :  la  con(li:ioii  (T)  suffirait. 
Journ.  de  .Matli.  (6'  série),  tome  I\.—  Kasc.  1\  ,  1913.  '^'^      , 
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34",  lignes   5,  i'>,    au    lieu    de:   A-l  ;    ^{x,  k),    lire:    \  \^  |:    |-^(j;,    /.')|:    lignes    21    et    2'(, 

ï  I 

remplacer,  dans  les  trois  formules,  h^  ;  lu;  h,  p:ir  :  /, '-:  I  h  V :  |  /(  I 

3'|3,  formules  (s'i)  et  (2'['),  ;'em/î/acer  <  par  S  et  au  lieu  de  :  \    ,'L,  lire  :  \  1     |.  \'l.\.  l>e  même 

p.  3j4,  formules  (34')  et  p.  346,  ligne  6,  au  lieu  de  :  -t-;o,  lire  :\  —    ;  1  s  1. 

Ox    '  \  Ox  \ 

348,  ligne  8,  nous  n'explicitons   p.js  la   donionslralion  lelalivc  à   l'intégrale  en  question;  mais 

il  esta  remarquer  ([u'clle  est  parlirulicremcnt  aisée  au  cas  0(1  les  intégrales  curvilignes 
envisagées  pluï  haut  sont  uniformément  convergentes  quanil  Q  tend  vers  la  caracté- 
ristique passant  par  P  (et  non  plus  seulement  vers  P  lui-niinic)  :  cf.  lin  du  J  9. 

349,  dernière  ligne,  au  lieu  de  :  x  +  £,  lire  :  X  4-  2  s. 

356,  lignes  2,  3,  4,  au  lieu  de:  A\i.;  jp;  a,  lire:  2\"z/.  ii;  ]  ï  |  ;  2a. 

35i,  ligne  i5,  le  premier  membre  rie  la  deuxième  formule  est  l/(Ç,  r,)  —  /(x,  t,)|;  ligne  2  de 

la  note,  a»  lieu  de:  y,  lire:  o. 
304,  formule  {2.S)  remplacer  le  premier  signe  —  par  -*-. 

355,  ligne  5,  le  premier  terme  du  second  membre  est  'l'H»)  ;  356,  ligne  18.  remplacer  î  par  2. 
36o,  ligne  i3,  au  lieu  de  :  dZ,  lire  :  6Z.  Ligne  19  et  ligne  6  de  la  page  suivante.  a/>rcs  :  intégrale 

simple  et  intégrale  double,  ajouter:  de  la  formule  (3iJ. 
363,  lignes  i,  3  de  la  note  ('),  au  lieu  de  :  ce  terme  ...  pent-èlre;  celte  intégrale,  lire  :  ces 

termes    ..  qui  peut  être;  ces  intégrales. 

365,  ligne  3,  au  lieu  de  :  —  2S,   tire  :  —  3,«. 

ii  Jî 

366,  ligne  5,  au  lieu  de  :  {y  —  y)',  lire:  {.r  —  r,)'. 

367,  ligne  i3,  au  lieu  de:  Z' z,  lire:  ô'Z;  et  p.  368,  lignes  19-22,  remplacer  <!>'  par  H<1>". 
371,  ligne  10,  au  lieu  de  :  u,  lire  :  a.  P.  373,  ligne  4,  introduire  —  entre  les  deux  dérivées  de  a. 
373,  ligne  20,  au  lieu  de  :  (U),  lire  :  (E  ).  P.  377,  noie,  lin  de  la  ligne  3,  lire  :  a*+  6'-. 

rj  r' 

383,  dernière  formule,  au  lieu  de:  -^  >  lire  :  — • 

386,  ligne  17  et  page  387,  lignes  i  et  2.  au  lieu  de:  1",  lire:  3. 

387,  lignes  i5  sqq.  l'utilisation  du  domaine  .S'  peut  être  avantageuse,  mais  non  inilispensable. 

388,  lignes  2,  5,  21,  au  lieu  de:  (C),  lire:  (C');  ligne  22,  au  lieu  de  :  S      ,  lire  :  S      ^. 
390,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  :  <»,  lire  :  \'i\. 

394,  ligne  7,  on  suppose  Jii  j,  sinon  le  second  terme  de  la  première  inégalité  est  hy. 
396,  lignes  II   et  22,  on  peut  remplacer  .'Tl   par  y'»).  Formule  (07),  remplacer —  par+. 
3y8,  lignes  11-12,  le  premier  membre  est  A'^,^  et.  dans  le  second,  intervertir  les  indices  {i)  et 

(2)  dans  les  termes  en  \p  et  Ay. 
'(00,  ligne  3,  seconde  formule,  au  lieu  de:   1<„,  lire  :   l\„_,  ;    ligue  8,   au    lieu    de:   inégalités 

(62')  et  (66),  lire:  formules  (<>2)  et  (65).  P.  4oi,  ligne  2,  le  dernier  terme  est  ht. 
4ii'|,  ligne  12,  au  lieu  de:  /(.r,  ...),    lire  :    fix,  ...);    ligne    i'|.    ajouter   —  i    au    second 

membre  de  la  première  loi  mule  et  i-emplaccr  -  par  —  dans  I.t  seconde. 

a  ;jL 

405,  ligne  20,  au  lieu  de  :  n  —  i,  lire  :  n. 

406,  ligne  2,  supprimer  le  fadeur  ,^^ -— ;  ligne  9,  au  lieu  de:  l/y|,  Hie  :  1  A/iJ.  Au   sujet 

du  §  3.'),  voir  Lévi  loc.  cit.  p.  245. 

408,  lignes  22  scjq.  on  suppose  ([ue  /',  tiécroit  avec  y\  sinon  on  choisirait  la  partie  supérieure 

/",        3  /■, 
telle  que    la    plus  courir    dislance   de  P   à    !',.  soit    comprise  entre    —  et  -7—  • 

409,  lignes  12  et  3  en  rcnionlanl,  au  lieu  de:  \\:  première, //rc  .■  i:^.;  deuxième. 

cos  a  d\^ 

4ii,  ligne  i3,  au  lieu  de:  a,  lire:  m;  avant-dernière  ligne,  ajouter  : — ■ 

iini  ,;  p,./  f       On 

4i3,  lignes  10  et  dernière,  au  lieu  de:  d\dt  et  >r,  lire:  dsdt  et<I>. 

.|i;),  lignes  6,  i',,  u,  19.  ""  '"?«  de:  — ;  j^  ;  -^\  (l),lire:  j^^- ;  -j^,  -^,  (9). 
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.'(If),  note   ('),  dans   la   pieniièrc   intégrale   remplacer  —  pai-  i el.  ilans  la    seconde,   au 

lieu  de:  xi-',  lire  :  x. 
'.\in,  dernière  ligne  delà  noie,  a/>rcs  .•  continue,  lire:  sur  ROIV  cl  vers  l'intérieur  de  KOIC 
431,  ligne  i3,  au  lieu  de:  x.,-\-ix^,  lire:  x^+  ix^. 

!\-i'\,  ligne  11,  et  420,  ligne  4,  «h  lieu  de:  analytifjue;  continue,  lire:  analytiques;  continu. 
4'7,  ligne  '\,  supprimer  :  i)V^  et....   le  maximum  et....  ;  ligne  <i,  remplacer  q  par  q  cl  OR. 

par  —  •  [P.  42Ô,  ligne  aS,  après  :  (iiiis,  ajouter  :  quand  nous  l'avons  appliquée.] 

4ii),  lignes  8,  i3  el  i(i,  nu  lieu  de  :   I  V  i  dr,\  ^1   lire  :      1  l  idr\;    ^    • 

i'       '  ''•*-'"  \J       '        Il  'l-^"  I 

43,,,  I.  [11.  l'intégr.  esl  f         '''•'       ;  1.  2.3.  lire:  | -V')  _-■);.')  |  <.i,   f^^lSlll^e       ' '"     dr,,  ; 

I.  18,  28,  «u  lieu  de:  »'>,  f  (x),  /tre  /  -^o-  ?  (o);  I.  iQ-  supprimer  la  parenllicse. 
43i,  I.  2,  8,  12,  au /jc«  rfe  .  ^(y)  ;  \\y"\;  ox,  lireja(o);  IXi-)";  o^,;  I.  2  dériver  »  pour_)'  =  o. 
434,  ligne  5,  avant:  Z,  ajouter:  de;  I.  19,  au  lieu  de:  ^•,  lire:  V,:  435,  I.  fi.  ajouter  (i".). 
^37,  lignes  12,  16,  au  lieu  de:  9;  n,  lire:  af;p. 

4  i8,  avant-dernière  ligne,  au  lieu  de:  ç,  lire  :  JK„;   I.  ■>.  le  numérateur  île  l.i  Iraetion  est  M. 
439,  lignes  12-J7-21,  après  :  fonctions  3C,  ajouter  :  en   (-, 
4'|0,  ligne  3,  le  dernier  dénominateur  est  dy^"^'",    ligne  9,  remplacer,  dan?    les  exposants   des 

dénominateurs,  «  par  rt^i. 
ff\-i,  lignes  8,  12,  18,  aK  /leii   rfe  .•  /;   des  coef/icienls;   p,  tiie  :  |/|;  </k  coefjicirnl  f;  (f). 

On  peut,   au    lieu    de  la   formule  (9),   donner   comme  autre   limilation.   plus   précise, 

(     '    .,, \- -p  j  [li]  +  ral'",  >.,  \x,  V,  ra   ne   dépendant  que   du  contour.   .\,   C,   !•'   étant 

respectivement  les  modules  maxima  de  a,  c,  /'et  de  leurs  dérivées;  dans  le  cas  de 
l'équation  (  E  ),  dont  il  est  question  à  la  (in  de  ce  paragraphe,  c'est  une  limilation 
de  celle  forme  qu'il  conviendrait  d'employer,  ),,  ;j:,  v,  ra  dépendant  alors  également  de  6. 
4(3,  formule  (10)  le  crochet  esl  [n- K  [i=rf'(i  —  À„)=-(- K(  in  h-i)  (a/n-2)  X\d-].  Lignes  10 
et  12,  multiplier  e-"  par  n- e. 

4('(,  ligne  '(,  dans  le  second  membre,  au  lieu  de  : — ,  lire:  — n  ^  ;  dernière  ligne  de  la 

note,  au  lieu  de:  Henry,  lire  :  JC  en  y  (par  rapport  à  l'cn?emble  x,y). 
44'>,  ligne  3,  après:  fonctions  3C,  ajouter  :  de  y;  I.  24,«io/i<  .•  ?;  =/,  ajouter  :  de. 
448,  ligne  6,  au  lieu  de:  — x  f  (y),  lire:  —  x  •!(  (y).  P.  '1^9,  l'indice  du  dernier  £  est />. 
43o,  ligne  6,  au  lieu  de  :K"  C",  tire:  |  KCx|";  ligne  12,  au  lieu  de:  Oy",  lire:  cj";  liïne  16, 

après  :  sont,  ajouter  :  majorées  par. 
453,  lignes  i3-i'|,   ponctuation   mauvaise,   lire:  fondions  analytiques  de  y  suv  un   segment 

de  ny,  est  elle-même....   Dernière  ligne,  la  limite  inléricurc  de  J    esl  — x-^-ih. 

4')4,  forrn.  (ij  ),  multiplier  f  par  e"'  ;  ligne  13,  au  lieu  de  :  t,  lire  •■  |  <  |. 

455,  form.  (i4)  et  dernière  ligne,  au //eu  de:  Su,  =  0;  représente,  lire:  c,ii,^=f;  rcpréscnlenl. 

F         F 
4ïfi,  ligne  2,  au  lieu  de  :  F  .-. .  F,  lire  ■  r-r.-  •  •■r:\  lignes  i  r  et  1  j,  remplacer  le  mot  :  arc.  par 

le  mot  :  côté  vertical. 

4)8,  ligne  2,  au  lieu  de:  AC,  IJD,  lire:  .\,li,.  A.J!,. 

4Ô9,  ligne  16,  au  lieu  de  :  a,,,,  lire:  (2/1)  !  a,,,.  Dans  l'intégrale  JX  (ligne  3),  «l'étant  analytique 
dans  le  carré,  on  peut  prendre  un  intervalle  d'intégration  {a^a,)  contenant  (.r,.  x,), 
le  c'iiemin  d'intigration  coïncidant  avec  l'axe  réel  de  a,  i  .r,  et  de  x..  à  n.. 

4t)0,  ligne  20,  supprimer  dx;  ligne  2S,  au  lieu  de:  partie  réelle,  lire:  valeur. 

462,  ligne3  en  remontant,  el  4G3,  lignes  i-3,  au  lieu  de:  2K7:i;  /{x),  lire:  Kti;  •l(,x). 


vn 
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